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Scharfe untere Abschiitzung fiir die Anzahlfanktion
der B-Zwillinge

von

Kapr~HmiNg INprigorsr (Frankiurt am Main)

1. Einleitung. B8 sei # die Menge aller natirlichen Zahlen, die sich,
als Summe zweier Quadrate von ganzen Zahlen darstellen lassen. Die
Elemente vor # heillen B-Zahlen. Das Paar (%, n-+1) nennen wir B-Zwil-
ling, wenn sowchl ned als auch n-+le# ist. Nach G. Rieger [6] gilt fiir
die Anzabl (1) By(w) = [J{n < w: ned, n4Led} der B-Zwillinge unterhalb
x die obere Abschitzung
(1.1) By(w) < w{loge)™.

Beziiglich der Abschifzung von B,(x) nach unten igt bisher nur (vgl.
(2], 17) |
(1.2) By(@) = e(s)a(loga)~Cloet) (s> 0)

bekannt, wobei die Konstante c(z) nur von ¢ abhingt. In dieser Note
soll mit Hilfe des Selberg’schen Siebes eine Abschitzung von By(s) nach
unten gegeben weiden, welche (1.2} verbessert und die richtige Grifen-
ordnung von B,(x) angibt. Wir zeigen

Sarz. Fir die Aneahl der B-Zwillinge unierhald » gilt

(1.3) ' By (1) > w(lbgm)"l.

Der Boweis berubt auf zwei Lemnats, wolehe Abschitzungen von
Speziglfillon des linearen Siebes nach unten und des grofen Siebes nach
oben enthalten. o :

01y 0gy ... hezeichnen positive Kongbanben.

2. Hilfssdtze. Soi b(+) die charakteristische Funktion von &, 2;: =
{meN: plm, p primsp =1(4)} uwnd. D = {meN: plm, p prim=
p =3 (4)}. _ -

(* H{n: ...} bezeichnot die Anzahl dexr n mit den Eigenschaften...
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Bekanntlich ist 5(n) =1 (nelN) genan dann, wenn »n die Gestalb

(2.1) o= 2%mymy (0320 ganz, myeD,, Mye By)

hat, Da wir bei der Absehdizung von B,(x) nach unten der Einfach-
heit halber keinen Wert aunf bestmdgliche Kongtanten legen wollen,
reicht es aus, wegen

(2.2) = Mbn)b(n-+1)> D

b (164 + 4D (16§ 4-3)

RET fe m;;&

pur (y: = as~—él)

AT
(2.3) Bily):= 3} 1 y{logy)

(54 W16T 1 5)e By

zn bewelsen.

Sei
o) M: = {m = (4 +1)(16j +5): j <y, jeN},

Pye):= [ »

Pz
D=3{4},p prim
und fir jede endliche Folge N = {ay,...,a} (4,¢Z,4i=1,2,...,7)
ganzer Zahlen

(2.8) A(N;2): =H{melN: (m, Py()) =1}.
Bezeichnet (d) die verschiedenen Primteiler von d, so hat die Kon-
gruenz '

(4§ +1) (16§ +5) = 6 mod &
genau dann 29 inkongruente Lésungen mod d, wenn d ungerade ist,
Da,mm ist fiir quadratireie Zahlen deZ,

(2.6) : 2 1 = _d—zw(d)+- 6290 19 <1
meld
wrem(d)
Bestimmen wir eine multiplikative Funktion ¢ durch (p prim)
2 p=3(4),
0 songh,

a2, ael, .

2.7) o(p) = I

o(p®) == 0 fiir
8o gilt folgendes
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Levma 1. Fir 2< ey s

I "
(2.8) A(M;2) =y g ( ){ (1323)_6 (logy)” m}
wobei
0 Jir 0 <82,
(2.9) fle) = l?_ji dog(s—1) fir 2<s<4

und f(8) fir s 2 4 monoton wachsend gegen 1. strebt () . (y st die Euler’sche
Konstante.) '

Man erhélt den Beweis von Lemma 1, indem man den Beweisgang
bei W. B. Jurkat — H.-B. Richert [3] mit den notwendigen Modifika-
tionen nachvollzieht. Da aber anch der obige Fall des lineaxen Siebes
in dem Buch von H. Halbergtam — H.-I8. Rischert [1] behandelt sein
wird (vgl. [6]), wollen wir hier anf einen Beweis verzichien.

LuvMA 2 ([4], Korollar 3.2). Sei A4 eine Menge ganzer Zahlen aus
dem Intervall [M -1, M +N). Bir primes p bezeichne o(p) die Anzahl
der Resthlassen mod p, die keine Hlements von A" enthalien, Dann gill

mit G =1 die Abschitzung (°)

S N+a2¢?
(2.10) AR T
wobei
: ‘ w(p)
(2.11) L= )» pn)
=240 [5ei
g8,

LeMMA 3. Sei eine Zabl a = mp, mit me D, und primem pye Dy gegeben.
Setzl man

{2.12) M* = {ﬁ =op-+l:p< wle, pprim},

g0 ist fir () 2 < Vaja <2< ofa

2\ -9

(2.18) A(M*; 2) < 0g— (log ) .
Hierbei ist oy unabhingig von a, » und 2.

%) Clenaueto Aussagen tiber ffindet oanin [8], 8. 226--227, Da wir die Bigenschaf-
ten von fs) nur fir 2 < 8 « 4 benbtigen werden, reicht ung die Darstellung (2.9} aus.

() B8 ist 4] = [{{nef}

M Dor Bereich Vala < ¢ < ale wurde gewithl, da er fir unsere Anwendungen
augreieht und den Beweis vercinfacht.
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Beweis. Offensichtlich ist
(2.14) A(M";2) ={p < wfa: p prim, (ap-+1, Py(z)) = 1}.

Sefzt man,
(2.15) S(@ja, ) = |m< afa: meN,(m, [] p)=1,
p<VEia
P prim
(am 41, Py(z)) = 1},
g0 wird '
(2.16) | A(M*32) < |8 (w]a, 2)| +2(Vela).

Um Lemma 2 anwenden zu kénpen, bestimmen wir die dort erklirte
Fuanktion o fiir die Menge S(zfa,2). Fir prime p +# p, isb

1 falls p =2 oder p ==1(4) und 19\<J/9—3—/I,

oip) = | 2 falls p =3(4) und p < Vala,
1 falls p =3(4) und Vaja<p <z,
0  sonst,
und
o) = > Be<Vol
- 10  sonst.

Somit wird pach B. Wirsing [8], Hilissatz 6, und (2.11) (Q = Vaja)
Lz ey (logzfa)® (e > 0),
und wegen (2.14), (2,15), (2.18) ist Lemma 3 bewiesen.
3. Beweis des Satzes. Fiir 2> 0 setzén wir
{3.1) G, (2):

und (%) fiir 7 = 1,2, ..,

= {meN: p|m, p pr1m<z=:~p = 1(4)}

I
(8.2) @ule):= { == fm]?p,,-: meBq, p; > 2 pPrim,
(2]

P =340 =1,2,..., 0.
Dann ist offensichtlich fiir jedes 1

(8.3) _ Dul®) = 2,(z)

(*) Man beachte, daBf die p; (4 =~ 1,
sind. :

weey 1) in @4y micht notwendig verschieden
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und, falls 0 <2, <2, »

(3.4) 2y = D1(21) « Di(2).

Da fiir j = 1,2,... die Zahlen 4j +1 und 16§+5 jeweils =1 (4) sind,
kommen die primen Teiler p =3 (4) von 4j-+1 bzw. 16j -5 — gezihit
mit ihrer Vielfachheit — in gerader Anzahl vor. Wegen (4f -+1, 16§ 4-5) = 1
folgt sofort (# = ¢™, 2 < § < §/2)

-
(8.8)  A(M;e)=Bip+ D 1+ 1
meJd meM
me By glyi2) e D)
-
=Biy)+ > 1+ 3 14 Z 1
J . J
494184 lﬁj+5«§i’2('y1.’3) RPN
16j+6e 2y 4ible 164455 5 (4%

By () -+ &+ Zp 4+ 25 (5
Wegen (3.3), (3.4) lasgen gich I, und Z; durch
(3.8) Z*: = D1

414 hj.‘ﬁu(yl/”)
164-+5¢ 2 (ulf)

nach oben absehitzen. Bs igh

(37 L+5 <<

. I
281
mady | 1O=g<

. A\ 1
L i ) y1/s<ﬁ,<;13:_';_l'_1_

(g m8(4) Prim. mgp-Le ByyYE)
P prim,

Auf die inmerste Smmme wenden wir Lemma 3 an, Mit o:= 4y 1,
o= mg und &=y (2 < 8 < 5/2) isb fir gentigend groBes y die  Bedin-

gung Valo Ja < 2 < aja erfillib und wegen (2.18) folgt

Y Wl A\ 1
3.8 X e By € 0y e ) \ —
B = D= N

m<l],’,%;él -1-1. i ag< ﬁi..%:':_l_
@ neim )
y 1L
S G e {log (8 —~1)+0(1

Ayt g
me @l

fir y-roco. Nun igh 'hek"mntlich

(3.9) Yic ] (:ﬁw) < (loga)™.

maﬁr P
me Dy pral(4) prim

{5 Der Tall 4 41 haw. 165+ 5 Py (41 ]comml' nicht wor, da sowohl (i) :1;;+1,
16_7 | 5< 16y -5 aly auch (i) meDyy (y1) = > ylis > y85 gil,
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Das liefert fiir X, +Z; das Tirgebmnisg

Y
(3.10) Z+23\051 Vs—B{logs —1)+o(1)}4 0((10gy)5,'2}

fir y— oo .
Entspreehend 1iBt sich X, abschétzen. Berticksichtigen wir, dal} in Lemma
1 fir 2 <<s <52
(3.11) A (B39 = oy (logy) ™~ log (s —1) — ey (logy) ~*
ist, so0 ergeben (3.5), {(3.10) und (3.11) fir 2 <5 < 5/2
Y

(312)  Biig)> ey logls=1) 6 o

)15/14 -

oy Vs —2 {log(s —1) o (1)} —a oy

Wir wihlen & goniigend nahe bei 2. Dann ist

(s(8) > 0)

(3.13) - B(y) = o(s)

fir alle ¥z y.(s). - (2.2), (2.3) und (3.13)‘ ergeben die Bohauptung des
Satzes. ‘
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