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Sur le minimum d’une somme de cosinus

par

J. BourcaiN {Bruxelles)

0. Notations. f est un polyndme trigonométrique fixé, t.q. fest & valeurs
0,1, f{0)=0 et fk)=F(—k) (donc 4f est une somme de cosinus). Soit
fT=fv0 f =(-f)vO0. Le probléme consiste 4 démontrer une
minoration

1SNl 2 205"

ou N =[Spec f] et & > 0 une constante numérique.
Remarquons que

Il < 21 e

En supposant ||/ 7|, ,,petit” on obtient en méme temps une borne sur || f},.
Le premicre partie de la' démonstration consistera, pour ||f ||, petit, &
construire de ,grande” mailles

{0, ky, 2ky, ..., dky}+ ... +{0, ky, 2k;, ..., dk;)

telles que Spec f en contienne une translatée. Ici d sera numérique et J
~ (log N)'1. On procédera par induction sur . D&a pour d = 1, le résultat
n’est pas évident. Certaines considérations dans la construction des pro-
gressions arithmétiques (qui seront de longueur 5 par aprés) apparaissent
aussi dans [1]. Le point important est la taille de J. Cette partie de la
démonstration est assez technique.

Les mailles construites dans Spec f contiendront le spectre de certaines
mesures ,iestes”. On usera également d’un lemme de base dans Iarticle de
Roth [2] sur ce probléme. C sera une constante numérique arbitraire.

1. Construction des mailles. Nous démontrerons par récurrence sur d
=0,1,2,... la propriété suivante

ProrosiTion. Il existe 0 <&, 8, 84, 85, 8, <1 t.q. si F est un polyndme
irigonométrique, F & valeurs 0, 1 et de ln forme

Fe=F4+F'+F"
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ot

@ IFi<If], ]

(i) |F")], < 2007,

i

Gif) 1F7l; <270

et . )
n>20M% oy p|A|l, A=Spec F

soit

57l > 2008%
. - \ oz N)9 . ,
soit il existe au moins nM~1 (oir M = 2%5¥) entiers « 1.q.
d
N (A+sa) est de cardinal >nM™".
=0
Remarque. On peut reformuler le second alternatif en affirmant Fexis-

tence d’une suite k, < ... <k, d’entiers, J ~ (log NY, telle que {k;} est un
systéme d-dissocié(*) et A contient une translatée de

(%) 10,ky, onn, diy} 4.0+ 40, ki, ..., dks}.
Cette construction sera en effet contenue dans la démonstration de la
proposition, '

Il s'agit 14 du résultat qui nous intéresse pour F =f.
Démonstration de la proposition.
d=1: Soit G =F+F". Alors

flai* <1617 IG11e"

et pour [{F"||, €n'/?
w < 2AP RS, IF L
& ITIE

Pour tout entier a, posons
P, = {(r,s)eAxA;s—r=ua}.
Donc
|2, =|A n(Ad+a).
Aussi _
TIZI<A® et [IF* <22
la minoration de (|F|* donne au moins n/C||f|[} valeurs de « t.q.

(A~ (A+a) > n/ClIfE-

(Y n'admettant pas de relations & coefficients dans l'ensemble {-d, —d-+2, ..., d},
p .

@
Im En supposant || f7||,, < 200sM*
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, on obtient la seconde alternative.
d=d+1: On va construire des mailles {#) t.q. A contienne au moins

n/M' translatées. Fixons I'y = Z, dont nous bornerons le cardinal par aprés.

Posons Fo = F. Nous allons introduire par récurrence des entiers k; t.q.

(1) kjs1 10, —ky}+ ...+ {0, —k;}+ T
et poserons
F;=F,  %e’F_, *ez'—kjeFj_i w..xe™ R,
Ay =8pec F;,  ny=|4).

La constraction montrera qu'on peut en fait obtenir les k; arbitrairement
bien dissociés.
Nous désirons préserver la décomposition pour chague F;

Fj - GI+G1!+GHI

ou

@ 16 < 1£1,
3 16"« < K,
# 6™ 11 < ;.

L& but sera de faire décroitre n; et croitre K;, »; aussi lentement que possible.
Soit 0 <&, 8, by, 6y, 9, < 1 vérifiant d.
Supposons Fy = F admettant une décomposition

F=F+4F'+F"

oll

(5) _ [F1<Ifl,

(6) IF)l o < K,

™ 1y < 2.

Nous allons en particulier borner (a posteriori) K et x tq. Vpour tout j
®) K, < 2t

©9) sy < 2~ toan"

Nous choisironé n suffisamment grand afin de préserver la minoration
(10 ny > 20007, |
Z =|f"ll,, sera supposé suffisamment petit, en particulier Z < 20°%°,

Soit Fy, ..., F; obtenus et (8), (9), (10) vérifiés par F,. Soit M = 20s™’,
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La propriété d implique lexistence de n; M~ entiers o tq.
d

| ﬂo(/lj+soc)| = m ML

o=
k;y, sera Tune de ces valeurs a. On peut clairement satisfaire (1) si
(11 2 2eeM? | P |-
Récrivons F;, comme

(G.'_'_ GH+GFH) *BMB(G"‘FG"'[' G.m) ..k Gfdag(G'"l'G"'}‘G”’)

ot o est 4 déterminer.

On a
Fipy =(G+G) (G +G") *...x*(G'+G")+G,
ol
(12) IGly € d(2Z +K;+1) ;.
En suite

( (G +G) % (G +G)*... .+ (G'+G")
=G ™G w... xdG +
+¥ {Hoxe™ H x...+e" H;; H=G', G" et au moins 2xG"}+G,
on
(13) : 1G2ll < d(22) K.
Analysons le premier terme. Par hypothése sur G' et puisque ff =f

G > @O G| | fl okl ft = (S Y ) x(+27)
<(f*. N+ 2ZIfIE [+ D) < [ f1+2422)

d’ou .
G’*--.*eiduBG' B G3+G4,

(14) 1Ga| <11,

{15) 1G4l < 24(2Z) 2,

le terme contenant les H-convolées s’estime en || ||; par
Z |le!°wG”*eib’"G"l|l(Kj+ZZ)d"l.
Oxa<bsd

Rappelons que ¢ parcourt un ensemble de n, M~} éléments. Un argument
de moyenne montre que o = k;,.; peut &tre trouvé t.q. '
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(16) )

0Za<hsd

HG” + @0 G|, < Cd2 K2 (M/n)' 12,

En collectant (12), {13), (14), (15), (16), on retrouve une décomposition pour
F;,; ol maintenant

Mja1 < AQZ+K;+ 10+ Cd* KM/ V2 (K +22)7 1,

a1 < AQZY K+ 20225+,
(17
LIES = n_,/M. '

Les inégalités (17) donnent Iévolution de K, x;, ny pour j <j+1, si on
suppose (8), {9), (10) satisfait pour /' £ j. On obtient en itérant la premidre
inégalité

K;+ €{CdZ%*1K.
Soit &' < & et supposons

Z < JesM

Fixons t > 0 (suffisamment petit). Pour j < J ={log NF et K < 2leeM?s

Kji1 < 9200gM)% T 2{1051‘0"’1

d'ou (8) si

(18) g+T+8; <8y,
Itération de la troisiéme inégalité de (17) donne
(1% Ry > MU 0 -0ogM o -GesmPte
Pour
5 > osi’

on voit que (10) sera vérifie si

148, 1+0+7
2 2 '

(20) S+T <1, 5},>max(

Examinons les %, (' < j+1). Il découle de (8), (19) et la deuxidme inégalité de

(17 que 1
Xy41 € 2za(lngm51 ¥k dtogM) ! og)? YlogR)P+T -1 2008 M)70

Si également

@n 5> {1+61)/2

on a

89 _ 3
Hjn1 < 22dllogN) xj_|_2 1/4(ogNy°0
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d’ou, en itérant

51 51 B 5»
Hj+1 = D247 (logN) ¥ - JddJ(log Ny 1/4{logN) 0.

- Fy
Pour x < 27 0sM®2 o

0+t <1,
(22) % 5 > max((1+8, +1)/2, (1+8,)/2),
o > max((1+6, +1)/2, (1+8,)/2)

on voit que (9) sera satisfait. :
(18), (20}, (21), (22) expriment des conditions sur «, &, dy, 8, 5.

Les J itérations de ce procédé donne un systéme (dissocié) {k}f., tq.

kf+l ¢{0, _k1}+ “aw +{0, "“kj}"‘po
et (19) _
Y A+k)y=4A
oot g

est de cardinal > 2~ (sM?*Ty,
La condition (11) sur Iy devient

|| 2008M™ + top P+ tog i3+ o
et il suffira que
| |Pof < 27 tosm?o
Rappelons que [|F]l, < [If{l,+K +1 < 208 4 20M% L1 Dong
1 < 200" |

si
(23) £+8, <1/2.
Aussi J = {log N)". En usant d'un méme argument que dans [17, (3 c;n voit gue
pour tout le A, il existe des partics disjointes A(}) = @, B() de {1, ..., J}tg.

I-d 3 k~@d+1) ¥ k—(d-1)'Y keA.

JeA() Jed(l 0(1
J6B(t) felhy

"Par construction (1),

Z kﬂéro-

Jed(h)

(*} Voir le lemme 5,
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Pour au moins 47| A’ valeurs de leA’, on obtiendra une méme pair
détéments k, k i.q.

E¢FO7
d+1 d+1
I+ke (\ (A+sK), dou | (A+sk)| > 47|47
§=0 s=0
On a
47T |4 > 4= 0N )= (oI E

La restriction sur |I'p| permet de trouver an moins 2700 gements F qui
vérifient la propriété précédente. Il suffira donc de poser

5 = 5.

2. Sommes de cosinus. Pour ¢ suffisamment petit et ||f 7|, < 20%¥° 1a
remarque (voir p.382) appliquée pour d = 4 donne une suite dissociée

kl <k2<...<kl1'_-

t.q. Spec f = A contienne une translatée de la maille
Q = {——2k1, ‘—"kl, 0, kl’ 2k1}+ N +{""2k1, aney 2k_1}

ou J ~ (Iog N)‘i Supposons ny+Q < A.
La fonction

@(0) =3 —cos 6+3 cos 20 = 1(1 —cos 0)?
est positive. Donc pour tout n
J
1y fon0) [T [1+cos k;017(0) 2 ~2117 |l
r j=1

Posons

Ay = [ ﬁ [1+cos k;81 1 (6).
=1

Clairement

Am=A_, e |4,/<2.
On réerit (1)
(2) 3V A Ay 2 =2\ |-

Par hypothése, on a en particulier

3) Ay =72
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En usant de (2), on voit que

Alng Z 2‘1"—8”.}(-_“00:
Adng 2 2720 f "l

...............

ou
a(s+1) = 4o(s)+8.

Pour s suffisamment grand, Am0 =0
Considérons la plus petite valeur s t.q.

Agotip, < 32,
onc
(4) ' A, =32

et Iinégalité (2) montre que

%2J"-A2s;,o+%2“' > =2/ e
don
(5 Agyy < 52

(en supposant ||f ||, petit par rapport & 2’).
Posons n = 2°n,. Soit § = Spec II[1+cos k;6]. On vérifie que (4), (5!
entraine Pexistence de parties

(6) X8, "Ye§ et X| =1V =52
L.
M X+ncd e (Y+mnA=0.

Nous allons maintenant user d’une méthode utilisée dans l'article de Roth
(2}

Drabord, par (7) (en intégrant par rapport i la mesure normalisée sur IT)

j(z eﬂ:f)__ 2 eik&) einﬂf(g) - iXI

Ir keX keY

et, en usant de Cauchy-Schwartz, on peut majorer le membre gauche par

@ TSP = 2% - S PG+ 21 ) I N

keX  keV ckeX  keY
Aussi
O JIT - % MO+ 21f ) S AXS o+ 21X 2 T Flk 0.
] T keX keY . keX

1 (54
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Puisque X, Y S

(10) Y ik—h= X2 ~(S12~ ¥ f(k-D)..
Jj:]); . . I leS
(8), (9), (10) entralne
a1 XP X+ 20572 3 Fk=D
20 M i s '
Clairement
S—Sc, E(-8tn, 4.
Donc
~ 211 "l 181 < ﬂzse“‘“rp(no@)f{@) <3 zsf(kmo—rS|2+:i—|S|2
ke kle
d’on
(12) S Fk—=D > 152 -$1f "Il !SI :

k,leS
Substitution de (12) dans (11) montre que
X1 '
201 7 Mleo

|x|?

16 X
‘§.4 T T - ’ P 2
1 b+ 50 alSl U > g0

‘et en usant (6)

J
2 - logME/2

1
- >

ce qui termine la démonstration.
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