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Sur une inégalité

par Z. OpIAL (Krakéw)

1. Soit #(f) une fonction de classe C! définie dans l'intervalle <0, R
(h > 0) et telle que

(1) @(0) =x(h) =0, =) >0 pour 0<i<h.
On a alors (v. [1], p. 185):
h h
h2
2 2 < — ’23 )
(2) ofm (tydt \n,ofm (t)dt
Grice & linégalité (2) il est facile d’évaluer la valeur de Vintégrale
h
(3) [ lete ).

]
En effet, en appliquant & D'intégrale (3) d’abord I'inégalité de Schwarz,
puis Pinégalité (2), on obtient
B 5 B
() [owowia <= [0,
0 T 0
inégalité que nous avons utilisée dans notre note [2].
La question se pose de savoir si I'inégalité (4) est 1a plus précise de
e type ou, autrement dit, si le coefficient h/m est le plus petit possible.
Le théoréme suivant nous fournit la réponse. .
Pour toute fonction x(t) de classe C* satisfaisant auw conditions (1)
on a
h h h
5) f|m(t)m'(t)|m szfm”(t)dt.
0

[

Le coefficient h[4 est le plus petit possible.

2. Avant de passer 3 la démonstration de P’inégalité (5) nous allons
démontrer le lemme suivant:
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LEMME. Sott py = 0, Py, Doy -
tifs et tels que

(6) Poi K Primy € Py < Pain (B=1,.,0).
Dans ces hypothéses on o Vinégalité
n n n
2
(7) [Z (pzi-;.l—‘i”zi)] -+ 22734 ZZP;"”'
ico i=t i=o

On a en effet les relations suivantes, faciles & vérifier:

(pr+ Py— Pt + 13 = D2+ D3+ 2(Pr— o) (Ps— 2) = P+ P}
et pour n > 1:

[.Z"‘(pzi-u - Pai)]2+$ Do = [2 (Paigr— Pui) +-

1 n—1 n-1
n—1

(Pagy1— pzw] +ZZ’2¢+P2n+1+2(I’2n+1 pzn)z Daisy1— Paiga)
[2 (Pagp1— pzn] + Z Dait+ Dinsr
=

i=1 =0
ce qui nous permet de démontrer le lemme par induction.

(Pang1- pﬂn)l +me

iml

bl
i

;1

3. Démonstration de 'inégalité (5).
<0, B:

Posons dans Dintervalle

t
= [ la' ()| ds.

La fonetion y(t) est done la variation totale de la fonction #(¢) dans ’in-
tervalle (0,%>. On a y'(t) = ]w’(t)l et par conséquent

h
(8) [yl @ =
0
D’autre part

fy(t Yy' () dt =} y*(h).

L
y(h) = [la' ()t
0

ce qui signifie que la valeur moyenne de la fonction |2’ ()| dans Vintervalle
{0, h) est égale & y(h)/h. D’aprés un. théoréme bien connu (v. [1], p.
143), la valeur moyenne de la fonction #'2(t) est au moins égale au carré
de y(h)/h, c’est-a-dire

b
(9) v () < h [a?@)at.

0

) Pangs Une suite de nombres non néga-

e ©
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Pour démontrer 1'inégalité (5) il suffit donc, en raison des inégalités (8)
et (9), de montrer que l'on a

h It
(10) + @)l (D) dt < 2 Juwia' @mlat = y*(hy,
] [

ce qui est bien facile.

En effet, supposons d’abord que la fonetion envisagée z(t) n ‘admette
dans l'intervalle. {0, h> qu'un nombre fini de maxima et de minima re-
latifs et désignons par p;, Ps, ..., Penyr les valeurs maxima conséeutives,
comptées & partic de Pextrémité gauche de lintervalle {0,k)> et par
Po =0, Day-ee) Pany Panse = 0 les valeurs minima, comptées dans le
méme ordre. Il est évident que les nombres Py, Py - ..y Pony Panyy Satisfont
aux inégalités (6). A I'aide d’un calcul facile, qu’il est inutile de reproduire
ici, on obtient

n
= 22 (p2i+1 Dai)s fm )w' ()l dt = szz-}-l th
i=0 1=0 4=1
et, par conséquent, l'inégalité (10) résuite immédiatement du lemme.
L’inégalité (5) se trouve ainsi démontrée pour toute fonction qui
n’admet dans Pintervalle envisagé qu'un nombre fini d’extréma relatifs.
Afin de I’étendre aux fonctions 2(f) quelcongues il suffit d’envisager une
suite de fonctions z,(f), #,(t), ... dont chacune satisfait aux conditions
(1) et n’admet gu’un nombre fini d’extréma relatifs, choisie de sorte que
Ton ait
lim @, (t) = «(t),

lim 2, (f) = &' (1)
>0 N0
uniformément dans intervalle <0, k), et de passer & la limite sous les
signes d’intégration dans les inégalités
h
. e .
fm(t)mn(t);dt <y Jatmd (=12,
o

]

4. 11 est facile de construire une fonction pour laquelle il y a égalité
dans la formule (5). Il suffit, pour cela, de poser

2

}vt dans lintervalle <0, h[2>;
h

@y(t) =

2 .
2— -h—t dans lintervalle <{h/2, k).
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Cette fonction nest pas dérivable au point h/2, elle n’appartient done
pas & la classe de fonctions qui interviennent dans I’énoncé du théoréme.
Mais, comme ,(t) peut &tre approchée convenablement par des fonetions
de classe O, il en résulte que dans P'inégalité (5) le coefficient h/4 est le
plus petit possible.

Le théoréme se trouve ainsi complétement démontré.

On pourrait démontrer méme davantage: le signe @’égalité dans la
formule (8) n’est possible que pour les fonctions Ozy(t) o O est une constante
arbitraire positive, de sorte que pour toute fonction x(t) de classe O satis-
faisant aux conditions (1) on & dans (5) une inégalité forte.

5. Soit y(t) une fonction de classe C! satisfaisant aux conditions
(1). Appliquons V'inégalité (5) & la fonetion @(f) = Vy(t) ce qui nous
donne inégalité suivante

A A

hory®)

() dE < - f .
ay [wwa< g [*0
[] [
Cela veut dire que la variation totale de la fonction y(f) dans lintervalle
<0, k> se laisse évaluer par l'intégrale de la fonction Y2 @)y (1).
De Vinédgalité (11) on tire immédiatement )
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Sur les zéros d'un polynéme contenant des
paramétres arbitraires

par W. JANKOWSKI (Poznan)

Je me propose, dans ce travail, de compléter la démonstration du
théoréme suivant:

Le polyndéme
(1) (#+P)° -+ agPtt - beP?

a au moins p zéros dont le module ne surpasse pas le nombre

2(p+1)+V2p(p-+1) 1P|
2 .

La démonstration de ce théordme a 6té donnée() dans les cas sui-
vants: 1° |a/b] < R, 2° R/A < |a/b| et, en partie, dans le cas R < |a/bl < R/,
oll
_ 2@+t 2@+D) V1)

2 ’ 2(p+2)

Nous établirons le théoréme dans le cas ol R < |afb| < RfA. Nous
avons déjd démontré que si R est la borne supérieure du module de p
zéros du polyndéme

(2) (+1)P+ az? T+ bP+2,

le nombre R|P| est la borne supérieure du module de p zéros du polyndme

(1).

R

Nous écrivons le polynéme (2) sous la forme
+1P
3 A (—a—b [———(—z—-————-—l .
(3) (—a—be) P a—ba)
Nvous admettons que —n <a =arge <=, —=n+a Lp=argb<=w+a,
ol —n < a—p < n Soit 2 =Re?, ol a—p <P <2nt+a—f, 1é

(1) W. Jankowski, Sur les zéros des polyndmes contenant des paraméires arbi-
iraires, Annales U. M. C. 8. Lublin, Sectio A, 5 (1951), p. 31-92.
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