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Sur une équation différentielle non linéaire
du second ordre

par Z. OpraL (Krakéw)

1. Considérons V’équation différentielle non linéaire du second ordre
() o'+ p(z, @')a + 1) = o(t).

Dans certaines hypothéses sur les fonctions ¢(z, u), h(®) et e(t), H. A.
Antosiewicz [1] (voir aussi [2] et [3], p. 520) et.P. Santoro [4] ont établi
que toutes les solutions de I’équation (1), ainsi que leurs dérivées premié-
res, sont bornées pour ¢ > 0. Dans la présente note.je me propose dé-
tudier le cas ol les solutions de ’équation (1) sont non seulement bornées,
mais tendent vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment.

2. Dans la suite nous supposerons que toutes les fonctions envisa-
gées sont continues. Nous dirons qu'une fonction ¢(z, w) est définie po-
sitive si g(x,w) > 0 pour #*+u* > 0.

TerorEME 1. Supposons qu’il evisie une fonction g¢(w) telle que la
fonction @(z, w)—g(®)u soit définie positive, xh(z) >0 pour = F*0,
lim H(z) = 400 e 0 < a(x) <A < +o0, 0i

&[>0
@) a(@) = oxp ([ gw)du), H(o) = [ awyh(u) du.
0 []

Supposons enfin que Von ait
(3) [ le()l@ < +oo.
0
Dans ces hypothéses on a, pour toute solution z(t) de Dégquation (1) .

(4) lima(#) = lima'(t) = 0.
00 t—o00
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3. Dans la démonstration du théoréme I nous aurons besoin d’une
proposition générale:

Soient F(X) = (fl(X): sy fn(X)) et G(X,1) = (91(X, 1)y vy gl X, t))
deus fometions vectorielles comtinues pour tout vecteur X = (21, ..., 2) et
tout t 3= 0. Soit X (8) une solution du sysiéme dégquations différentielles

X = F(X)+6(X,1).
8i UmX () = X, 6
{00

[ ll6(x @), fla < +oe (),

alors F(X,) = 0.

Supposons en effet qu'il n’en soit pas aingi. Pour un indice & on
a done fz(X) =>m > 0 ou f(X) < m < 0 dans un voisinage ¥V du point
X,. Pour fixer les idées, supposons que P'on ait la premiére inégalité.
Choisissons -un T suffisamment grand pour que lon ait X () <V pour
tout ¢ > T. On a done pour tout ¢ > T

t t
mlt) = oD+ [H(X@)d+ [o(X0), 1t
r Iy

t
> m(T)+mt—T)— [||G(X ), )] d
L
ce qui est en contradiction avec la relation lim X () = X,.
t—>o0

4. Démonstration du théoréme I. On vérifie sans peine que
pour toute solution () de Véquation (1) on a

(8) B (1) = —(¢p(@, ) —g(@))d’ (@) 0"+ a* (@) e(5) 2"

ot B(t) = }a*{w(t)a(t)+H(w(?). 1L en résulte (cf. [1] eb [4]) que les
fonctions z(#) et #'(t) sont bornées dans tout Vintervalle <0, +o0). De
1a relation (5) il vient . '
¢ :
5(0)— [ (p(@, 8") —g(0)o) ()2 @t + [ o (@) e (1)’ .
0

0

6) B
Done, de I'inégalité (3) et de I’hypothése p(z,a’)—g(@)a’ =0 il résulte
que 1a fonction H(t) tend vers une limite finie lorsque ¢ tend vers Vinfini.
SilimB(f) = B = 0, le théoréme I se trouve démontré puisque la fonction
30*(@)y’+H(w) est définie positive et, par suite, ne g’annule que pour

¢) |1X]| désigne Vaf.
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# =y = 0. Supposons done que l'on ait F > 0. La fonction ¢(z, 2')—
—g(@)a’ étant définie positive, il existe une constante & > 0 telle que

) @z ) (pla), o' (1) —glo(0) 2’ () >a>0

pour tout ¢ 3> 0. De la relation (6) et de Pinégalité (7) il vient

(8) f (1) dt < +oo.
0

Mais en vertu de P’éguation (1):

t
o(t) = 2"(0)+2 [2's" &t
0

t i
= o(0)—2 [ (p(@, o)+ h(2) o) di+ 2 [ e(t)a’ .
0. 0 .

La fonction o' (t) est done une somme de deux fonctions dont T'une posséde
une dérivée —2(p(w, #')a’*+h(w)o’) bornée dans tout Pintervalle <0, +-c0)
ot 'autre est & variation bornée dans le méme intervalle. 1’inégalité (8)
n'est done possible que dans le cas ou limm'(t) = 0. Comme nous ’avons

montré, la fonetion F(f) tend vers une limite finie lorsque ¢ — +-oa. Par
congéquent, il en est de méme de la fonection H(w(t)). De I'hypothése
xh(z) > 0 pour o == 0 il résulte que la fonction x(?) doit tendre, elle aussi,
vers une limite finie z,. D’aprés la proposition du n°3, appliguée & 1’é-
quation (1), on doit avoir h(z,) = 0 et, par conséquent, x, = 0, c’est-a-dire
la relation (4).

5. Dans le cas oiL g(#) = 0, on déduit facilement du théoreme pré-
cédent un théoréme analogue au théordme 1 de H. A. Antosiewicz.
TreforiME II. Supposons que la fonotion @(w,w) soit définie posi-
tive, xh(w) > 0 pour z #0 et
x
lim f

|#l—>c0 o

h(w)du = +oco.
Supposons enfin que la fonction (1) satisfasse & Dinégalité (3). Dans ces
hypothéses, on a, pour toute solution x(t) de Péquation (1) les relations (4).

6. On peut de méme démontrer un théordme analogue. au théoréme
2 de H. A. Antosiewicz. Considérons, & cet effet, I'équation différentielle

(1) @'+ (f(2)+ g (@)@') @’ + (@) = ()
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et admettons -que les fonctions a(z) et H(z) soient définies de la méme
fagon que dans Pénoncé du théoréme I (cf. les formules (2)) et que

bla) = [ a(w)f(w)du.
)

TatorBME III. 8i lon a zh(z) >0, zb(@) >0 pour 0,

0<al@) <A< oo, lim H(xw) = +oo o st la fonction e(t) satisfait
[]-+00

& Dindgalité (3), toute solution =(t) de Véquation (1') vérifie les relations (4).

Démonstration. On vérifie aisément que pour toute solution
2(t) de équation (1’) on a

(1) = —a(2)b(2)h(a) + a(z)e(t) (@ (2)2"+b(2)),

ot F(t) = }(afs (t))m’(t)—!—b(m(t)))2+H(w(z)). 11 en résulte (cf. [1]) que
les fonetions x(t), @' (t) et a{x)s'-+b{2) sont bornées dans tout Pintervalle
<0, +o0). De méme qu'au n°4, on démontre que la fonction F'(#) tend
vers une limite finie lorsque t tend vers l'infini. De la relation

i t
F(t) = F(0)— [ a(@)b(@)h(@)dt+ [a(@)e(t)(a(@)a’+b (@) at

00

9 [ a(2)b(@)h(@)dt < +o0,

- 0
puisque b (x)h(x) > 0 pour tout # 5= 0. La fonction x(t) est bornée dans
Vintervalle {0, +oc), done a.(w(t)) > a > 0 et, par suite, de 1'inégalité
(9). on tire

(10) [ b@h@at < +oo.
0

Nous allons montrer que ce n'est possible que dans le cas ol lima(f) = 0.
t—+o0

Supposons, en effet, que l'on aib

(11) lim sup |a (2)] > 0.
t—rc0

En raison de I'équation (1') la dérivée seconde de la fonction (1) est la
somme drune fonction bornée — (f(m(t))-+g(z(f)a’ (®)a’ (3)—h(n (1)) et
d’une fonction e(t) qui admet une intégrale finie dans lintervalle <0, -+oo).
De Pinégalité (11) il résulte donc que, pour un & > 0 convenablement
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choisi, la mesure de ’ensemble des points ¢ > 0, pour lesquels |z(f)] = 4,
est infinie. L’inégalité (10) serait donc impossible. On a donc

12) lima(t) = 0.
t->00

11 s’ensuit que la fonetion (a(w(t)) ' (1) + b(w('t))) converge, pourt — oo,

vers la méme limite que V2F (). Dautre part, de la relation (12)il vient

lima(z(t) =1 et limb(s(r)) =0.
o0 t—o0

La fonction «'(¢) tend done, pour ¢ — -oco, vers une limite finie, ce qui
n'est possible que dans le cas ol limg’(?) = 0.
o0

Le théoréme IT se trouve ainsi démontré.
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