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Une méthode d'élimination des nombres transfinis
des raisonnements mathématiques.

Par

Casimir Kuratowski (Varsovie).

La théorie des nombres ordinaux transfinis peut étre envisagée
a deux points de vue. Comme généralisation considérable de Parith-
métique cette théorie est de sens philosophique profond et présente
par elle-méme une des plus belles et des plus intéressantes pages
des mathématiques modernes. D’autre part, ses applications ont
contribué bien des fois au progrés de différents domaines des mathé-
matiques; c'est, d'ailleurs, aun gré de ces applications qu'elle fut
développée par &. Cantor.

Dans cet ouvrage je ne traite la théorie des nombres transfinis
quau point de vue de ses applications et je démontre que les
théorémes d'un certain type général peuvent étre prouvés sans faire
usage de ces nombres. Ce type général embrasse les théorémes des
diverses disciplines mathématiques les plus connus et les plus im-
portants parmi ceux que Yon démontrait & I'aide des nombres trans-
finis, malgté que leur enoncé ne contienne guére la notion de ces
nombres.

La tendance & éliminer les nombres transfinis des raisonnements
qui n’en présentaient que les applications n’est pas nouvelle. Il suffit

- de citer les ouvrages des MM. Young, Lindelsf, Zermelo,

Lebesgue, Sierpinski?). Cependant les méthodes dont on se

) M. Lindelsf dans ses Remarques sur un thdoréme fondamental de lo
théorve des emsembles (Acta Math, 29, 1906) afiranchit des nombres transfinis la
démonstrat_ion du théoreme de Cantor-Bondixson M, Sierpinski s'occupe
d'un probléine analogue duns la Note: Une démonsiration du théoréme sur la
structures des ensembles de points, publide dans le vol, I de ce Journal. M. Yo ung
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servait étaient différentes dans chaque cas particulier. Par contre,
le mode d’emploi des nombres transfinis y était partout uniforme
en telle mesure que 'on peut en donner un schéma commun. Apreés
avoir défini ce schéma jdtablis une méthode générale qui permet de
transformer tout procédé représenté par ce schéma en un autre qui
ne contient plus de notion des nombres transfinis.

Cette méthode se rattache étroitement & l'idée de chaine
(,Kette“) de Dedekind, développée par M. Zermelo dans la
seconde démonstration du théoréme connu sous son nom et par
M. Hessenberg dans son Mémoire Kettentheorie und Wohlordnung?).

Bien que l'emploi des nombres transfinis puisse présenter quel-
quefois certains avantages au point de vue de la bridveté et de la
simplicité, 'existence d’'un procédé permettant de supprimer la notion
de ces nombres dans les démonstrations des théorémes qui ne con-
cernent guére le transfini est importante pour les deux raisons
suivantes: en raisonnant avec les nombres transfinis on fait impli-
citement usage de l'axiome de leur existence; or, la réduetion
du systéme d’axiomes employés dans les démonstrations est désirable
au point de vue logique et mathématique. En outre, cette réduction
affranchit les raisonnements de I'élément qui leur est étranger, ce
qui augmente leur valeur esthétique.

Du point de vue de la théorie axiomatique des ensembles de
M. Zermelo on dirait que la méthode présentée ici permet de
déduire les théorémes appartenant a un type général bien déterminé
directement des axiomes de M. Zermelo, clest & dire, sans
qu'on ait besoin d'introduire I'axiome supplémentaire indépendant
sur l'existence des nombres trapsfinis.

Avant d’étudier le schéma général des applications faites des
nombres transfinis, envisageons une application particuliére. Voici

réussit dans 1'Appendix de sa Theory of Sets of Points (Cambridge 1906) a définir
la classe des ,dérivés de tout ordre“ d'un ensemble de points donné sans avoir
recours an transfini, Dans les Math, Ann 65, 1908 M. Zermelo prouve sans
nombres transfinis son fameux théoréme, démontré antérieurement (ib. 1904) & P'aide
de ces nombres, M. Lebesgue dans son Mémoire Sur les fonctions représen-
tables analytiquement (Journ. de Math, 1905) démontre sans nombres transfinis
un théoréme important sur les fonctions de classe 1, que M. Baire avait prouvé
dans sa Thése (1899) en faisant usage de ces nombres.
) Journ. f. r. . a. Math. 135, 1908.
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la fagon dont on définit d’habitude les cohérences de tout ordre
d’'up ensemble de points donné:

E désigne l'espace euclidien & # dimensions. X étant un ensemble
de points quelconque et X’ le dérivé de X, soit G(X)= X X X’. Soit
A un ensemble de points donné. On pose 1°:dy=4, 2°: 4., =G (4,)
et 3%: lorsque & est un nombre transfini de seconde espéce,
Aa —_— HAg.

§<a

On appelle 4, ,cohérence d’ordre o de A% La classe A(4)
de tous les A4, est ainsi la classe des cohérences de tout ordre de 4.
Voici le schéma du procédé déerit tout a I’heure.

Schéma L

E est un ensemble donnd, ses éléments pouvant étre de nature
complétement arbitraire. La seule hypothése faite sur E est que pour
tout sous-ensemble X de E, G(X) désigne un sous-ensemble de E qui
vérifie Tinclusion “

(1) X CX.
A est un sous-ensemble donné de E. Sa définition ainsi que celles de

Uensemble E et de la fonction G(X) ne font guére appel aux nombres
transfinis, |

On pose
(2) : 4y = A4,
(3) | | Ay = G(4,),
et lorsque o est de seconde espéce:
(4) ' A, =10 4y,

) § <
pour tout nombre transfini a.

A(4) désigne la classe de tous Zes 4,.

Nous appellerons schéma I’ le schéma symétrique au pramier‘ qui
g'en obtient en remplagant linclusion (1) par

)  XCEEX)
et l’égalité (4) par ‘

Etant donnée une fonetion G(X } du schéma I, envisageons les

classes Z qui remplissent les conditions:
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(7) les éléments de Z sont des sous-ensembles de E,

(8) AeZ,
(9) XeZ entralne G(X)eZ,
(10) X CZ entraine IIXeZM).

Des telles classes Z existent; par exemple, la classe de tous les
sous-ensembles de E en est une. Parmi ces classes il existe la
plus petite. En effet, leur partie commune est également une
classe Z, puisque — comme on montre sans peine — elle satisfait
aux conditions (7) — (10). Désignons la par M(A). Nous avons
ainsi la définition suivante:

Définition. Etant donnés wn ensemble E et une Jonction G(X)
telle que, pour tout sous-ensemble X de E, G(X) est un sous-ensemble
de K ei vérifie linclusion (1), — M(A) désigne, powr chague sous-
ensemble A de K, la plus petite classe Z qui satisfait aur conditions
(T) — (10). |

" Nous définirons, tout pareillement, la classe N(A4), en rempla-
gant dans la définition précédente la condition (1) par (5) et la
condition (10) par

(11) X (CZ entraine XXeZ

I'existence de la classe NN(4) peut étre établie d'une fagon tout
A fait analogue,

La méthode d’élimination des nombres transfinis consiste i rem-
placer dans tout procédé représenté par le schéma I (ou 1') la défi-
nition de la classe A(A) par celle de M(A) (ou N(4)).

Comme il a été aisé de voir, la définition de la classe M (4)
ainsi que la démonstration de son existence n'ont point recours aux
nombres transfinis. Dans la partie ce cet ouvrage consacrée i l'exa-
men des applications faites jusqu'sa présent des nombres transfinis,
je montre qu'a Yaide de cette méthode et sans avoir i invequer les

1) Nous employons les lettres 4, B, X,... pour désigner des ensembles. Les
classes d'ensembles seront désigndes -~ sauf dans le § 7 — par A, B,.... IX
o8t lo produit (la partie commune) des ensembles-éléments de X et Z.X est
leur somme. En particulier, si la classe X est constitnee par une suite X, X,,... X, e
00 oo .

nous employons aussi les symboles II.X, et 2X, pour désigner le produit et la
nenl o]

somme des éléments de X,
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nombres transfinis on parvient aux résultats que l'on établissait
d’habitude en s'appuyant sur la notion de ces nombres 1),

Nous montrerons & présent que M(4) = A(4). La classe 4(4)
étant définie (dans le schéma I) 4 l'aide des nombres transfinis, cette
égalité ne peut é&tre, bien entendu, établie sans qu’on fasse appel
& ces nombres. Toutefois, dans aucun cas individuel, ot il sera
question d’éliminer les nombres transfinis, nous ne ferons usage de
cette €galité; elle n'y interviendra jamais comme prémisse. Le seul
motif qui nous contraint de la démontrer ici est, que Iidentité
M(4)= A(4) nous permet daffirmer que chague procédé re-
présenté par le schéma I (ou I') peut étre affranchi des nombres
transfinis & I'aide de la méthode proposée.

Or, la classe 4(4) étant une classe bien ordonnée d’ensembles
décroissants, les conditions (7) — (10) sont vérifides par A(4).

') D'ailleurs dans plusieurs cas particulisrement simples on peut éliminer les
nombres trunsfinis directement, sans l'aide de la méthode générale présentée ici.
Tel est, par exemple, le cas du raisonnement suivant (Cf. Hausdorff Grund-
ziige der Mengenlehre Leipzig 1914, p. 275).

Soit K une infinit§ bien ordonnée d'ensembles fermés décroissants; il s’agit
de démontrer que la classe K est dénombrable.

Les éléments de cette classe étant rangés en une suite trunsfinie, désignons
par K, le terme général de cette suite. Soit {R,} la suite de sphéres i centre
et rayon rationnels. Pour un K, donné, soit n(K,) l'indice choisi de maniére
que 1°: la sphére R"("a) admette de points communs avee K, mais n'en admette
aucun avec les éléments de la classe K précédés par Kay 200 n(K,) soit le plus
petit nombre qui jouit de cette propriété, On voit immédiatement qu's deux &l¢-
ments différents de K on fait ainsi correspondre deux nombres naturels différents.
La classe K est donc énumérée,

En examinant ce raisonnement on reconnait sans peine que 1'on y peut
supprimer les nombres transfinis: il suffit & ce but d’y remplacer X, par l'en-
semble K qui ne fait nullement appel au transtini,

Bi on compare ce raisonnement i celui qui nous a servi i constraire la classe
des cohérences, on y voit la différence essentielle suivants: dans le premier la
schaine* (notamment, la classe bien ordonnée K) est donnée par hypothése, tandis
que dans le second elle est & construire (& savoir, la classe A(A)). Lapplication
de la méthode géndrale d’élimination des nombres transfinis n'est nécessaire que
lorsque la chaine n’est pat donnée en avance mais demande d’étre construite,

En particulier, le rile des mnombres transtinis dans les raisonnements de
M. F. Bernstein sur les ensembles sans parties barfaites (Leipz. Ber. 60), dans
ceux de M, Mahlo sor le nombre de nhomoyes“ (ibid. 63), dans I'article dorit
par M, Sierpifiski et moi sur les classes (ﬁ) (Fund, Math, [I) et dans celuni de
M. Knaster et moi sur les ensembles connexes (ibid.) — est analogue & leur
t8ls dans le raisonnement sur la classe K envisagée tout 4 I'heure,

o~
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Done A (4) est une classe Z et, comme M (A) est, par définition,

contenue dans chaque Z, on a M(4) C A(4). Linclusion inverse -
est également vraie. En effet, d'aprés (2) et (8), 4,eM(4), et si pour

- tout §<C o on a A, M(4), on en déduit que A, eM(4), en s'ap-

puyant sur les conditions (3) et (9) ou (4) et (10), suivant que @
est un nombre de premiére ou seconde espéce. Done A (4) = M(4)
D’une fagon analogue, on montre que la classe N(4) est iden-
tique i la classe A4(4) du schéma I'.
Nous établirons & présent quelques théorémes généraux sur les
classes M (A4) et N(A) auxquels nous aurons souvent recours dans
la suite. Les démonstrations de ces théorémes ne feront nullement

intervenir la notion des nombres transfinis et seront basées exclu-

sivement sur les axiomes de M. Zermelo (notamment sur les
axiomes I — V).

La propriété la plus importante de la classe A(4) est, qu elle
se préte i linduction transfinie. Or, il est essentiel pour la méthode
exposée ici que l'induction reste valable — bien que sous une forme
modifiée -— pour tous les raisonnements qui opérent avec la classe
M(A4) (ou N(4)) au lieu de 4(A4)

En effet, supposons qu'il s’agisse d’établir une propnété donnée
d'éléments de la classe M(4). Le procédé que l'on appliquera est
le suivant. '‘On envisage la classe P de tous les sous-ensembles de
E qui jouissent de la propriété en question et on démontre que
10: Ae P, 2°: X P entraine G(X)e P et 3°: X (C P entraine I/ X e P.

~ La classe P étant ainsi une classe Z assujettie aux conditions
(1) — (10), on a, par définition de M (4), M(4) C P, ce qui veut
dire précisément que tous les éléments de M (A) Joulssent de la
propriété considérée. |

Le procédé décrit tout & Iheure — nous l'appellerons encore
induction — va intervenir constamment dans la suite. Sa l4ga-
lité résulte de la définition méme de M (4).

Le théoréme suivant est donc établi:

Théoréme 1. Etant donnée une propriété. & telle que 1% Den
semble A la posséde, 2°: si X la présente, G(X) la posséde également
of 8% si X est une classe d'ensembles i propriété & IIX a aussi
cetle propmété tout lément de M(A) jouit de la propriété &.

Par raison de symiétrie, on appellera théoréme I’ celui que l'on
obtient du précédent en y remplagant JIX par X et M(4) par
N(4). | ‘

Fundaments Mathemaficae 111, 6
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Voici quelques propriétés importantes de I'ensemble IT.M(A).

D'aprés (10) cet ensemble appartient & la classe M (4); il y est
le plus petit élément. En le désignant par P(A4), nous avons,
par conséquent: P(4) C M, pour tout élément M de M(4). En
particulier, selon (8), P(4) C 4. Je dis que

(12) P(4) = G(P(4)).
En effet, P(A) étant un élément de M(A4), G(P(A4)) lest éga-
lement d’aprés (9). Parsuite P(4) C G(P(4)), ce qui donne l'éga-

lit¢ (12) en vertu de l'incluslon (1)
Supposons maintenant la fonction G'(X) assujettie & la condition

(13) X(C Y entraine P(X)(C G(Y)

Nons montrerons que dans cette hypothése P(4) estle plus grand
ensemble qui, substitué & Z, vérifie les formules: ‘

(14) Z (4,
(15) Z=G(2).

Soit done Z un ensemble qui satisfait & (14) et (15). Il ¢'agit
de démontrer que

(16) Z C P(4).

Diaprés (15), la classe M(Z) se réduit au seul élément Z; donc

17) | Z=P(2).

Or soit U un ensemble tel que

(18) | ZCU.

Selon (18), (13) et (17), on a
(19) - zCem)

L'inclusion (18) entraine done (19) pour tout /. On en conclut,
en vertu de (14) et du théoréme I (& désignant la propriété d'étre
sur-ensemble de Z), que tout élément de la classe M(4) est un
sur-ensemble de Z. On a done, en particulier, Iinclusion (16), ¢, q. . d.

En remplagant la condition (18), par la condition plus restrictive:

(200 XCY entraine GX)C &(Y),

on déduit immédiatement le théoréme suivant:.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Lélimination des nombres transfinis 83

*

Théoréme 11. Si la fonction G(X) satisfait aux conditions (1)
et (20), Vensemble P(A) (c'est-b-dire, le plus petit ensemble de la
classe M (A)) est le plus grand sous—ensemble Z de A satisfaisant
a l'égalité (15).

D’une fagon analogue, si 'on envisage la fonction G(X) assujettie
b la condition (D) et si I'on pose S(4)=IN(4), S(4) est un Z qui
satisfait & (15). Si 'on suppose, de plus, la condition:

(21) X CY entraine G(X)( S(Y),

réalisée, on en conclut que S(4) et le plus petit Z qui contient A
et fait partie de £. La condition (20) étant plus restrictive que (21),
on en déduit le théoréme suivant:

Théoréme II'. Si la fonction G(X) satisfait aux conditions (b)
et (21), l'ensemble S(4) (Cest-d-dire, le plus grand ensemble de
la classe IV(A)) est le plus petit sous-ensemble Z de E qui, tout en
contenant A, satisfait & Uégalité (15).

Théoréme IIIY). M(A) est une classe d'ensembles déeraissants.
Autrement dit: X et Y étant deux éléments queleonques de M(4),
on a:

XCY oubien YCX

Démonstration, Je démontre ce théoréme par l'induction.
Envisageons les éléments K de M (4) qui vérifient la condition:

si XeM(4) et K(CX,
(22) on a pour tout élément Y de M(A):
 XCY ou bien ¥ G(X).

Soit K la classe de tous ces K. Je dis qu'elle est une classe Z,
qui remplit les formules (8) — (10).

19 Ae K. Considérons la classe F' définie comme suit: A& F e,
si X C G(4) et Xe M(A), XeF. Cette classe est évidemment une
classe Z, satisfaisant aux conditions (8) — (10). Parsuite (th. I):

@3)  F= M(4)
et 4 est un K qui satisfait & (22).

1) Ce théoréme est di & M. Hessenberg (L c, p, 127). L'énoncé ainsi
que la démonstration de ce théoréme présentés ici ne different pas €ssentiellement
de ceux que l'on trouve chez M, Hessenberg.

6*
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29) KeK enfraine G(K)eK. Pour un K donné envisageons
la sous-classe G de M(4) qui admet comme éléments les ensembles
T satisfaisant & une des deux conditions suivantes: |

(24) | TDGK)
(25) TC G G(K).

D'aprés (23), 4 est un sur-ensemble de tous les éléments de M (4),
Parsuite A peut étre substitué 4 T’ dans la formule (24). Done

(26) | Ae Q.

Soit T’ un élément quelconque de G. Je dis que G (T)e@.

On remarquera d'abord que lorsque 7= K ou T == G(K), on
a toujours G(T)e@ en vertu des formules (24) et (26). On peut
done poser:

(28) T QR

Deux cas peuvent se présenter, suivant que 7 satisfait i (24)
ou a (2b). -

Dans le premier cas on a d’aprés (28): Tnon C G(X). Done, —
en posant dans (22) X=K et Y=T — on en déduit que K CT.
En posant dans la méme formule: X =7 et Y — K, on a, en
vertu de (27): KC G(T). Parsuite, GE)CKCGT) et G(T)eq,
puisque on peut substituer G(T) & T dans (24).

Dans le second cas on a G(T) CTC GG(XK) et, en substi-
tuant G(T) & T dans (25), on en déduit que G(T)e@G.

Il est ainsi établi que |

29y TeG entraine G(T)eG. |
D'autre part, -
(30)  XC @ entratne IIXe G

En effet, si tous les éléments T de X satisfont i (24), il en est
g? méme de leur produit I7X. Dans le cas contraire, au moins un
éux est un sous-ensemble de GG(K) selon (26). A plus forte
raison, JTX (C GGK). ' 0 !
Les formules (26

chme 1, vegts ) ) o (80) entrainent, en vertu du théo.

(61 . e=my
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Il en résulte que G'(K)e K. En effet, soit X e M(4) et G(K)( X.
Si, en outre, K(C X, on a d’aprés (22) pour tout élément ¥ de M (4):
X CY ou bien ¥ G(X). Dans le cas contraire on déduit de (22)
que X C G(K), donc que X = G(K) ot d’aprés les formules (31),
(24) et (25): X (C Y ou hien Y (C G(X). Ainsi on peut en tout cas

substituer G(K) & K dans la formule (22).

3°) U(C K entratne IIUe K. Désignons par R la sous-classe
de M(4) composée de sur-ensembles de IT U et de sous-ensembles
de G(IT D).

D'aprés (23): AeR.

Soit, d'autre part, ReR. Si R=IIU ou RC G(IIU), on
a G(R)C G(IIU) dot @(R)e R. Posons donc R==1IU et R non
CGIU) done ROITU (en vertu de la définition de R). Je dis
qu'il existe au moins un élément K de U tel que K ("' R. En effet,
¢il n'en était pas ainsi, on aurait d'aprés (22) (en posant K=2X
et Y= R) pour tout élément K de U: R G(K)CK’ d'olt RCHU
et R=IT U, contrairement & notre hypothése.
- Or, linclusion K (C R et la formule Rnon CITU 1mphquent
en vertu de (22) (en posant B==X et ¥ = IIU) IIUC G(R),

dod G(R)eR.

Il est donc établi que la formule ReR entraine G(R)eR.
Enfin: X(CR entraine IIXeR. En effet, si tous les éléments de X

- sont des sur-emsembles de IT7U, il en est de méme de leur pro-

duit J7X; dans le cas contraire, il existe un élément de X qui est
sous-ensemble de G'(II U); done, & plus forte raison: IIXC G(II U).
Ainsi, en tout cas ITXeR.

Selon le théoréme I,

32) | R = M(4).

Il en résulte que IT Us K. En effet, soit Xe M(4) et ITU(_X.
il existe, en outre, un élément K de U tel que K (C X, on peut
évidemment substituer ITU & K dans (22). Dans le cas contraire
tous les éléments K de U sont des sur-ensembles de X en vertu
de (22); done ITU D) X, d'od IIU=2X et, eun substituant, en vertu
de (82), ITU & K dans (22), on arrive & la formule: I7U¢ K.

Les conditions 1°—30 établies, il en résulte, selon le théoréme I,
que tout élément de M (4) est un K satisfaisant & (22). Or, en
posant dans (22): X = K, on en déduit immédiatement que M(4)
est une classe d’ensembles déeroissants. De plus,
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(33) X étant un élément quelconque de M(A4) il n'existe aucun
élément de M(4) qui soit a la fois différent de X et de G (X),
tout en étant un sous-ensemble de X et un sur-ensemble de G(X).

En d’autres termes:

(34) G(X) suit immédiatement X (4 moins que X ne soit iden-
tique & G (X))

Corollaire I. M(A4) est une classe bien ordonnde densembles
décroissants 1), Autrement dit: dans toute sous-classe de M(4) il .
existe 'élément le plus grand; ceei peut s'écrire comme suit:

(35) X M(4) entraine IXeX.

Démonstration. Kn effet, si X (C M(4) et AeX, c'est évidem-
ment (formule (23)) 4 qui est le plus grand élément de X. Dans
le cas contraire, soit P la classe de tous les ensembles-éléments
de M(A) qui renferment ceux de X. Si ITPcX, ITP est le plus
grand élément de X;; si, au contraire, J7 Pnon- ¢ X, alors G(IIP)e X
et, d’aprés (34), G(IIP) est un sur-ensemble de tous les autres ¢élé-

ments de X. Done, en tout cas, JXeX.

Par raison de symétrie, on a le

Corollaire I'. N(4) est une classe bien ordonmée densembles
croissants.

~ Aingi, | | |

86 XC N(4) entratne IIXeX:

Envisageons maintenant la classe D de toutes les différences
M— G(M), ot MeM(A). Jo dis que
(37) 4= P(4) + I D,
P(4) désignant, ‘comme toujours, le plus petit élément de la
classe M(4). L - |

Pour établir cette formule il suffit de démontrer que, p étant

un élément quelconque de A—P(4), il existe dans M (4) un él¢-
ment M(p) tel que - S

8 peM(p) et puon-e G(M(p)).

") On remarquera que le terme «classe bien ordonnées 4’
e fait nullement appel & la notion générale de I’
défini par la condition (35), Cf. mon article:
Théorie des Ensembles (Fund. Math im.

ensembles décroisganis®
ordre, Je considére ¢e terme commne

Sur la notion de Vordre dans lg
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Or, purmi les M qui ne contiennent pas p, il existe, d’aprés le
corollaire I, le plus grand; désignons le par M,. Par hypothése,
ped; done My == A. De plus, Vensemble M, ne peut étre produit
d’ensembles plus grands que lui et appartenant & M (A4), car. ceux-ci
fzonte.nant p, il le contiendrait également. Par définition de M (4),
il existe donc un M(p) tel que M,=G(M(p)), ce qui prouve que’
la formule (38) est réalisée.

En outre, pour un p donné il n'existe qu'un seul ensemble
M(p) assujetti i la condition (38). En effet, d’aprés le théoréme III,
on peut classer les M en deux groupes: sur-ensembles de M(p) et
sous-ensembles de G'(M(p)); ensemble M(p) est le plus petit i)armi
les premiers et G'(M(p)) est le plus grand parmi les seconds.

Dans le cas particulier, ol la classe M(A4) est constituée par une
suite M,, M,,... M,,...1), la formule (37) donne la décomposition
de 4 en deux ensembles disjoints |

(39) A= P(4)+ S(M, — G(M,).

n=1

De plus, pour tout élément p de 4 — P(4) il n'existe qu'un seul

- nombre n(p) tel que

(40) pé‘ Mn(p) et p non-g G(Mn@)).

Des formules symétriques aux (37) — (40) s'obtiennent, lorsqu’on
considére N(4) au lieu de M(4). -

Applications.
§ 1. Le théoréme de Zermelo.
M. Zermelo a lui-méme affranchi la démonstration de son
fameunx théoréme de la notion des nombres transfiris. Pour démon-

trer ce théoréme en termes de la méthode présentée ici, il suffit
de poser, pour tout ensemble B donné:

A—=F ot GX)=X—FX),

ot F(X) désigne une fonction qui fait correspondre & tout sous-
ensemble (non vide) X de £ un ensemble composé d'un seul élément
de X lexistence de cette fonction résulte de Yaxiome du choix.

1) La place que les éléments de M(4) occupent dans la suite {M,} ne dé-

pend, bien entendu, de leur ordre de décroissance dans M(A).
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Si Ton convient de dire de pf ¢ que P précéde g“ lorsque
M(p) D M(q), od M(p) et M(q) satisfont 4 '(38), on établit un bon
ordre dans K. En effet, d'aprés (12), on a P(4)==0; on peut
done faire correspondre i chaque p» de E un M(p) bien déterminé.
De plus, lorsque p=4=¢, on a M(p) 3= M(q), car

M(p) — G (M(p)) = F(M(p)) = (p).

D'apreés le corollaire I, _l’ehsemble E est done bien ordonné.

§ 2. Les ensembles saturés et irréductibles, Théorém
de M. Brouwer., |

Un ensemble est dit, selon Janiszewski?), saturé par rapport
4 une. propriété donnéde, s'il la posséde et 'il n'est un vrai sous-
ensemble d’aucun ensemble qui la posstde Un ensemble est dit
irréductible par rapport 3 une propriété, s'il la posséde et 'l ne

~renferme aucun vrai sous-ensemble qui la posséde.

Les notions d’ensembles saturés et irréductibles ont été traitées
& plusieurs reprises. - Cest surtout dans I'Analysis Situs qu'on en
faisait usage. Or, le théoréme suivant concerne les ensembles dont

les éléments sont de nature tout & fait arbitraire:

(41) E éiant yn ensemble & propriété &, si le produit de toute classe
‘bien ordonnée de sous-ensembles. décroissanis de E, qui présentent

cetie propriété, la présente dgalement, — il existe un sous-ensemble
de B qui est irréductible par rapport & &.

Nous démontrerons ce théoréme en utilisant les propriétés de la
classe M(A4), définie p. 79. Posons, & ce but: A=E, et désignons
par G(X) (ot XCE) une fonction assujettie aux conditions:

- 1° si aucun vrai sous-ensemble de X ne jouit de li propriété &,
on a G(X)=2X, e

2° dans le cas contraire, G(X) est un vrai sous-ensemble de X

a propriété &, o |

L'existence de la fonction G(X) résulte immédiatement de

Vaxiome du choix.

Je dis que P(A4) est 'ensemble irréductible aema'ndé. :

Y) Sur les continus irréductibles entre deuz poinis p. 7,‘ Journal de I'Ecole |
Polyt. II, 16, 1912, (Thése), '
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Soit P la classe de tous les éléments de M (4) qui possédent la
propriété &. Clest une classe Z assujettie aux conditions (7) —(10).
En effet, si XeP, on a G(X)eP par définition de G(X). De plus,
si XC P, X est d'aprés le corollaire I une classe bien ordonnée
d’ensembles décroissants; done, par hypothése, II XeP.

Selon le théortme I, tout élément de M (A4) posséde la pro-
priété &. En particulier, P(4) la posséde. Eu outre, d'aprés (12),
P(4) = G(P(4)), ce qui signifie précisément qu'aucun vrai sous-

ensemble de P{4) ne présente la propriété &A. P(4) est done irré-

ductible par rapport a &.
D'une fagon analogue on démontre que "

(42) E étant un ensemble donné et A un sous-ensemble de E a pro-
priété &; si la somme de loute classe bien ordonnée de sur-
ensembles croissants de A (contenus dans E) & propriéié A est
un ensemble & proprifté &, — il existe un sur-ensemble de A
qui est saturé par rapport ¢ la propriété d'néire un sous-
ensemble de E & propriété &°. | '

Une conséquence immédiate de (41) est fournie par le théoréme
suivant qui fut signalé par M. Brouwer?): |
Si un ensemble de pvints E est fermé et posstde la propriété &
et si le produit de toute suife simple infinie d’ensembles  déeroissants

&4 propriéié & présente également ceite prop‘riété, — on peut réduire

Vensemble E por une infinité dénombyable d'opérations & un ensemble

fermé qui jouisse de la propriété &, mais dont aucun ~vrai Sous-

ensemble fermé w'en jouit plus. |
En effet, il suffit de substituer dans (41) & & la propriété

&, étre un ensemble fermé jouissant de &¢. Or, la classe M(4)

considérée tout & Iheure est dans ce cas une classe bien ordonnée

d’ensembles fermds décroissants; elle est donc finie ou dénombrable.

On parvient ainsi a Paide de tout au plus xq opérations & son

dernier élément P(4), qui est bien l'ensemble cherché, puisque il

est irréductible par rapport & la propriété d',étre un ensemble

fermé 3 propriété & |

M. Zoretti s introduit dans }'Analysis Situs la notion importante de con-

tina irréductible entre deux points, c'est & dire, de continu qui est

1) On the structure of perfect sets of posnis § 1, Proceed. kon, Akad, Wett.
te Amsterdam, vol. X1V, 1911, | | '
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irréductible par rapport & la propriété d',8tre un continu et a,dnrlettre~ comme
éléments deux points donnés a et b“. Comme I'a démontré Janiszewski?) tout
continu borné contenant les points @ et b renferme un contina irréductible entre
ces points. Cette proposition peut étre déduite immédiatement de (4.1), car le
produit de toute infinité de continus bornés décroissants est un continu (ou se
réduit a un point) ?).

§ 3. Classes abstraites de M. Fréchet.

Soit £ un ensemble quelcbnque et supposons que lon ait défini
une fonetion f(e;, €,... €,...) d’éléments de E de facon que

1° lorsque g =g =...=¢,=...=¢, f(q,, €ayeenbyy...) =6,

2° lorsque f(e, eyy-..6,,---)==g, on & pour n, <my <y < ...
Flens s ) =g.

(D’ailleurs, il peut y avoir des suites {¢,} pour lesquelles
Sfley, ey 6,,...) nexisto pas). ,

On dit, selon M. Fréchet?) que E est une classe (£) et
que f(e;, 6,..) est la limite de la suite {e,).

Pour tout sous-ensemble X de E convenons de désigner par
G(X) l'ensemble composé des limites de toutes les suites extraites
de X. Done X C G(X). o |

La définition suivante de la suite {4 oy Simpose de fagon na-
turelle: - e /

- Soit 4 un sous-ensemble “donné de E Posons 1°: A, = A,
20: 4, étant défini, 4,4,=G(4}), 8% a étant un nombre transfini
de second genre ot 4; étant défini pour tout £<a, A, = 3 A
: ‘ “a

On voit immédiatement qué cette définition est une application
du schéma I’. Nous allons done la remplacer par la définition de

la classe N(d) (p. 79), la définition de G(X) étant établio tout
& I'heure+), | | |

f) C. R, Note du 18 juillet 1910. La démonstration de Janiszewski peut
étre considérde comme un cas particulier du raisonnement représenté par le

schéma I. Le méme théordme a &t6 démontrd dans la Note du 25 juillet 1910
par M. Mazurkiewicz sans nombres transfinis & I'aide d’un procédé tout i fait
différent, Une autre démonstration a été donnéde par M, Mazurkiewicz dans le
Bull. de VAcad. Polonaise, 1919, p. 44.

) Janiszewski, Thése, théordme I p. 20,

%) Sur quelgues points du Caleul Fonctionnel: Rend. Circ, Mat, aj Palermo
t. XXIL, 1906, = |

¥) La fonetion G(X) remplit évidemment la condition (20), §(4) est donc—
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Nous montrerons & présent que la classe de tous les éléments
de N(4) qui précédent un élément donné N est tout au plus dé-
nombrable, & moins que N ne soit identique & S(4), qui est le
dernier élément de la classe N(4) ordonnée selon la grandeur
(corollaire I'). |

En eftet, supposons que N, soit le plus petit élément de N(A)

“précédé par une infinité non dénombrable d’'éléments de cette classe

et quen outre N, == S(4). Or, comme N, n’admet évidemment pas
d’élément qui le précétde immédiatement, il est Ja somme des élé-
ment qui le précédent. Comme N;==S5(4), il existe un e tel que
ee(G(N;) — N). Soit done {e,} une suite d'éléments de N, qui
tendent“ vers e. Désignons par N,(n>>1) le premier ensemble-
élément de N(4) admettant ¢, comme élément. Done N, CN, et
N, == N,; parsuite, il n'existe que tout au plus x, éléments de N(4)
qui précédent N, pour un n>>1. Il en est de méme de la somme
I=23N,. Par conséquent /== N,. Mais tous les ¢, appartenant & I,

nex}

leur limite ¢ appartient & G(I). Ceci est en contradiction avec la
formule ee(G(N,) — N,), puisque G(I) C N,. Notre théoréme est
donc démontré. |

- En termes de la théorie des nombres transfinis on dirait que le
type d’'ordre de la classe N(4) est tout au plus 2+ 1.

§ 4. Dérivéé et cohérences.

Comme nous l'avons dit p. 78, la définition de la classe des
cohérences de tout ordre d’un ensemble de points A s'obtient du

schéma I, en posant

(43) GHX) =X X X

pour tout sous-emsemble X d’un espace euclidien?) E.

selon lo théordme 11/ — lo plus petit sur-ensemble de A qui satisfait & I'égalité (15).
Autrement dit, S(4) cst le plus petit sur-ensemble fermé de A, On peut done
considérer S(A4) comme une généralisation de I'ensemble 4 de I'Analysis Bitas,

1) La condition que F soit un espace euclidien n'est nallement essentielle
pour les raisonncments du § 4. Ils restent valables lorsque ¥ désigne, par
exemple, une classe (8) normale. - Ainsi, la démonstration du théoréme Cantor-
Bendixson étendu i ces classes par M. Fréchet peut éire aftranchie des
nombres transfinis. (Voir ¥réchet, Les ensembles abstraits et le Caleul Fone-
tionnel, Rend. Circ. Mat, di Palermo t. XXX, 1910).
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La fonction G(X) étant assujettie 4 la condition (43), nous
appellerons M(4) la classe des cohérences de tout ordre

de A. La classe M(A') sera dite la classe des dérivés de
tout ordre de 47). (Pour se convainere que la classe M (4
coincide avec la classe des dérivés dordre a>>1 de 4, on aura
qu’a remarquer que G(X)== X' lorsque X est fermé).

‘Les propriétés fondamentales des dérivés et cohérences se dé-

. duisent aisément des théorémes généraux sur les classes M qui ont
été établis auparavant. Nous en envisagerons les propriétés les plus

eonnues. | |
Il résulte du théoréme I que tout élément M de la classe M (A)
est fermé dans A4?); en effet, si X est fermé dans 4, G(X) l'est
aussi, puisque G(X) est d’aprés (43) fermé dans X; de plus, le
produit d'ensembles fermés dans A est également fermé dans 4.
En particulier. lorsque A est fermé, les éléments de M(4) le sont

‘aussl. Or, le dérivé de tout ensemble dtant fermé, on en déduit

que les dérivés-de tout ordre, cest-i-dire tous les éléments
de M(4') sont fermés, quel que soit Iensemble 4.

- Suivant le corollaire I, M(4) est une classe bien ordonnée
d'ensembles décroissants. Comme G(X) est toujours fermé dans X,

on peut trouver dans chaque élément M (5= P(4)) de M(A4) un point

qui n'est pas un point limite des éléments de M(4) succédant i M.
On peut, par conséquent ranger les éléments de M(A) en une
suite: My, My,... M,,...%. D'aprés (39) on a la décomposition:

@ a=Pu+ S — e,

ol P(A) désigne la dernidre cohérence Selon (43), les diffs-
rences M, — G'(M,) sont des ensembles isolés,

') Cette définition ne différe presque de celle doe M. Youn g, que nous avons
mentionnée p. 77. I est toutefois & remarquer que M. Young démontre la
propriété de la classe des dérivés d'étre une  classe d'énsemble décroissants en
s’appuyant sur plusieurs propriétés spécitiques des dérivés (th. 2, 4, ) que !'on
n'a nullement bésoin d'invosquer lorsque on applique le théoréme TII. L'unique
propriété des dérivés dont on doit tenir compte est que G(X)(C X, ce qui résulte
immédiatement de la formule (48).

) X est dit fermé dans Y, Jorsque X est le produit de Y par un en-

.8emble fermé, ‘ :

?) Ceci peat éire fait d'une fugon bien déterminde selon la régle donné par
M. Bierpinfski (Bull. Acad. Polonaise des Sciences, Juillet 1921),
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Remarquons maintenant que, lorsque X (C Y, on a xXCcCy,
d'od G(X)(C G(Y). Daprés le théoreme II, I'ensemble P(A) est
done le plus grand sousensemble de 4 qui remplisse l'égalité:
Z = G(Z). Selon (43), ceci veut dire précisément que P(4) est le
plus grand ensemble dense-en soi qui fasse partie de 4.

1l en résulte que la somme §(M,, ~ G(M,)) ne renferme aucun en-

no]

semble dense-en-soi, dong, qu'elle est un ensemble clairsemé.

Lorsque A est fermé, P(d4) lest également, puisque P(4) est
toujours fermé dans A. Comme, d'autre part, P(4) est toujours
dense-en-soi, on en déduit que — lorsque A est fermé — P(4)
est parfait. | |

Ainsi, pour le cas d’ensemble A fermé, la formule (44) mnous
fournit une décomposition de 4 en deux ensembles disjoints dont
le premier est parfait et le second est clairsemé.

§ b. Les ensembles clairsemés et le théoréme de Cantor-Bendixson.

Draprés le théortme de Cantor-Bendixson, tout ensemble
fermé se compose d’un ensemble parfait et d'un ensemble fini ou
dénombrable. Oe théoréme fut établi tout d’abord 2 l'aide des nombres
transfinis Plus tard M. Lindelsf — en se basant sur la notion
de point de condensation — le démontra sans avoir recours au
transfini. Comme le raisonnement de M. Lindelsf faisait appel
3 I'axiome du choix?), il était désirable de donner une démonstra-
tion qui ne fasse intervenir ni le trapsfini ni laxiome du choix.
Ce probléme fut résolu récemment par M Sierpinski?). *

Il sera, peut-&tre, intéressant de voir que I'on peut résoudre ce
probléme en appliquant au raissonnement classique ¥) la méthode

générale d’élimination des nombres transfinis.
Remarquons, & ce buf, que — comme nNouUs VENons de voir —

1) Notamment, M. Lindeldf g'appuie sur le théoréme d’aprés lequel la somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable, théoréme
que l'on ne sait démontrer sans l‘axiome du choix (Voir: L'axiome de M. Zermelo
et son role dans la Théorie des FEnsembles et, ' Analyse p. 113, Bull, Acad,
Se, de Cracovie 1913). Ce théoréme intervient aussi dans le raisonnement de
M. W. H. Young publié dans la Note: On the Analysis of Linear Seis of
Points, Quart, Journ. of Math, 356, 1903.

%) Fund. Math. t. I, p. 1.

3) Cf. Acta Mathematica t. 2.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

94 - C. Kuratowski:

la formule (44) nous fournit une décomposition de I'ensemble fermé
4 en deux ensembles, dont le premier est parfait et le second est
somme dune suite d’ensembles isolés. Pour en déduire le théoréme
de Cantor-Bendixson il suffira d’établir une régle générale
qui permette de ranger les points d'un ensemble isolé en une suite
finie ou infinie, |

Or, soit 1 un ensemble isolé quelconque et soit R, R,,... R,,...
la suite des sphéres & centre et coordonnés rationnels. Pour tout
point p de [ il existe un nombre i(p) tel que p soit le seul point
de l'ensemble 1 X R, ; supposons, en ‘outre, que i(p) soit le plus
petit nombre jouissant de cette propriété. Nous avons assigné ainsi
un indice i(p) & tout point p de I; de plus, le méme indice ne
peut évidemment étre assigné & deux points distinets de 1. ° Llen-
semble I est donc rangé en une suite, c. q. f. d.

Quant 4 la démonstration de M. Sierpiniski, il est aisé de voir qu'elle
peut &tre exprimée en termes de la méthode discutde ici. ‘

Comme nous I'avons dit en terminant le § 4, on peut décomposer tout en-
semble fermé en un ensemble parfait et un ensemble clairsemé 1), Le probléme
sé réduit done A& démontrer que tout emsemble clairsemé est fini ou
dénombrable, | |

Soit E un ensemble clairsemé. Si X (C E, X est clairsemé; il existe, par con-
séquent, — si X =‘=0 — un nombre (X} tel que'X n'admet qu'un seul point
commun avec la sphére Ryx) dela suite {R:} considérée tout i I'heure. Supposons
que t(X) soit le plus petit nombre jouissant de cette propriété. ,

Posons F{(X)= X X Ryx). L'ensemble F(X) se compose d'un seul point,
& moing que X ne soit vide; dans ce dernier cas nous poserons F(0)=0. Posons

encodl o ‘ _ :
(45) G(X)=X + F(E—X),
(46) A=FE)

of envisageons la classe N(4),

Comme la somme S(d) de tous les dléments de IV, (4) satisfait & I'égalité (15),
on 2 d'aprés (45): S(4)= K. 1l existe done pour tout point p de E— 4 un en-
semble N, tel que pe(G(N,)—N,). Suivant (45): (p) = F(E—N,).’ Posons donc
1°: n{a) =0 loraque aed; 20 pour pe(E— A) soit n(p) = {(F — N,).

Je dis que I'inégalité p=‘= r entraine n(p)'—‘#n(r). En effet, on a N,,'—'l:N, et,
8l 72 (p) = n(r), on a F(E—N,) = (B~ N,) X Bt ot F(E—N,) = (B—N) X Ru ).

!) D'ailleurs, comme le montre M. Sierpiﬁski, on peut décomposer les en~
sembles fermés en. ensembles parfaite et clairsemés (indépendemment de. I'axiome
dn chuix) sans faire intervenir les classes de eohérences et de dérivés,
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L)

- Mais la classe N(4) étant une classe d'ensembles croissants, on peut poser:

N, (_N,, ce qui donne F(E —~N,)_) F(E—N,). Cette derniére inclusion est

.absurde, puisque F'(E— Np)=(p) et F.E—N,)=(r), p et r étant distincts.

Il est ainsi établi quo n(p):*:n(r). Les éléments de K sont donc énumérés.

§ 6. Les résidus et les ensembles qﬁi sont a la fois &, et G;.

La notion de résidu de méme que celle de cohérence conduit
3 une décomposition importanie d’ensembles de points.

X étant un ensemble quelconque, on appelle —selon M. Haus-
dorff1) — résidu de X l'ensemble

(47) G(X)=X X X — X,

X désignant lensemble constitué par X et inar ses points limites.
En posant pour un ensemble 4 donné, 1°: dg==4, 2°: 4,,==0(4,)

et 30: lorsque @ est de second genre: 4, = II4g, on considére les
_ g<a

résidus d'ordre o de A.

Pour parvenir sans I'aide des nombres transfinis & la classe des
résidus de tout ordre de 4, on n'aura qu'h envisager la
classe M(4); E désignant 'espace euclidien. |

D'aprés (47), G(X) est fermé dans X. On en déduit aisément
que tous les éléments de M(4) sont des ensembles fermés dans A
et que la classe M(A4) est formée d'une suite My, My, ... Selon (39),

on a

(48) A= P(4) + (M, — G(M,)),
P(4) désignant le dernier résidu de A. _
Plusieurs propriétés intéressantes des résidus ont été établies

par M. Hausdorff dans son oceuvre citée. T/&limination des num-
bres transfinis de ses démonstrations ne présente aucune difficulté.

On montre, en particulier, que

1% si P(4)=0, ona PE—4)=0;
90: lg dernier résidu de I'ensemble §(M,,—4— G(M,)) est vide;

T |

30 si A est & la fois F, et G4%), P(4)=10;

1) Grundzﬂge der Mengenlehre p. 281, Leipzig 1914
%) Tout ensemble qui est somme d’une suite. d’enscmbles fermés est dit Fi;.

Les complémentaires des ensembles Fy, c'est-a-dire les produits de suites de do-

maines ouverts, — sont dits Gy.
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4%: parmi les ensembles fermés dans 4, P(A) est le plus grand
ensemble qui remplisse Pégalité X = G(X).

Remarquons maintenant que

P

X—GX)=X—X—X=X—-X—X,

ce qui montre que l'ensemble X — G'(X) est une différence de deux
ensembles fermés, ou — autrement dit — produit d'un ensemble
fermé et d'un domaine ouvert. L'ensemble X — G(X) est done
somme d'une suite (bien déterminée) d’ensembles fermés, Par con-
séquent, si on suppose P(4)=0, on déduit de (48) que A4 est
un F,; de plus 4 peut étre mis d'une fagon bien déterminée sous
la forme de somme d’'une suite' d’ensembles fermés, L'égalité P(A4) =0
implique donc que 4 est un ¥, effectif.

Il en résulte, selon (1°) et (3°) que: -

pour qu'un ensemble soit & la fois F, et Gy il faut et il suffit
que son dernier résidu soil vide.

En outre: |

tout ensemble qui est & la fois Fy et Gy, est un F, effectir et
un Gy effectifi). R ’ |

En tenant compte de (2°) et (4%), on arrive & la conclusion
suivante; , |

tout ensemble A peut étre décomposé dume seule fagon en deuw
ensembles digjoints dont Tun est fermé dans A et identigue & son
résidu et Uautre est & la fois F, et Gy,
C'est notamment la formule (48) qui représente cette décompo-
sition. |

Nous terminons ce § par un théoréme que M- Young avait démontré & I'aide
des nombres transfinis ?), n ' o

Il est aisé de voir que, si p est un point isolé d’un ensemble X, le résidu
G(X) ne contient pas ce point, Parsuite, ancun ensemble clairsemd (non vide) ne
satisfait 4 la formule X=G(X). De méme, aucun sous-ensemble d"un ensemble clair-
semé 4 ne satisfait nonplus 4 cette formule; or, d'aprés (12): P(A) = G(P(4));
done, P(4)=0, Comme nous I'avons indiqué tout & I'heuve, cette dernidre
égalité implique que 4 est un F, ot un Gy Nous arrivons ainsi au théoreme:

Tout ensemble clairsemé est un Gy,

'} Comme I'indique M. Sicrpifiski, on ne sait pas étendre ce théorbme sur
le cas d'ensemble qui est F; ou bien Gy (Cf. Fund, Math, t. I, p. 114).
Y} The Theory of Sets of Poinis, p. 65, '
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§ 1. Classes de Borel

La classification d’ensembles mesurables au sens de ‘Borel
conduit & la considération des deux suites transfinies de classes:

(49) , ' FD Fa? Faé: Fadm"'F(a)J'“
(50) G7 Gd’ de Gdaoe e G(a):

définies & l'aide des nombres transfinis!).

Dans ce § je définis ces suites et jen indique les *propriétés
fondamentales sans avoir recours au transfini. D'ailleurs, je n'envisage
que la premidre suite, la seconde étant symétrique par rapport i elle.

Soit £ la classe de tous les ensembles de points (d'un espace
euclidien) et soit A la classe des emsembles fermés. |

X étant une sous-classe quelconque de E, soit R(X) la classe.
composée des éléments de X et des produits de toute infinité dé-
nombrable d'ensembles-éléments de X; autrement dit: Y étant une
sous-classe finie ou dénombrable arbitraire de X, on a JIYeR(X).
Tout pareillement, T'(X) désignera la classe des éléments de .X et
des sommes de ces infinités dénombrables. Posons | |

lorsque X = R(X), G(X)= T(X),

l n  XFEX), GX)=E(X)
La fonction G(X) satisfait évidemment & I'inclusion X (C G(X).
IN(A) est bien la famille de toutes les classes I de Borel.
Il est aisé de voir que R(X)+ T'(X) C GG(X): Datre part,
Vinelusion X (C Y implique R(X) CR(Y) et T(X) C T(Y), done
G(X)CR(Y)+ T(Y)CGG(Y). Mais GG(Y) CIN(Y); ainsi:

(e <Q)

(51)

"X C Y implique G (X) C ZN(Y) et daprés (21), la classe S(A)

de tous les ensembles mesurables (B) est la plus petite classe Z,
qui satisfait aux conditions

ACZ et Z=G(2)
En d’autres termes:

(52) S(A) est la plus petite des classes qui admettent
comme éléments tous les ensembles fermés et
en outre, les sommes et les produits de toute

infinité dénombrable de ses é’léments 1),

1) Voir Hausdorff L c. p. 304.
7) Cf. ibid. p. 305.

‘Fundamenta Maihomatieac m. ]
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Nous dirons qu'une classe de Borel N est paire, lorsque
N = R(N); dans le cas contraire N sera dite impaire. Les iden-
tités évidentes: RR(X)= R(X) et TT(X)= T(X) montrent que
les classes -paires et impaires se succédent tour a tour,

Soit maintenant p un ensemble mesurable (B) non fermé ef
soit N(p) la plus grande classe de Borel qui n’admet pas p comme
¢lément. Done peG(N(p)) et p non-eN(p). |l existe, par consé-
guewnt, une suite

(53) Pis Pasee Pagee

d’ensembles-éléments de N(p) tels que

(H4) 0 :-:E'p,, ou bien p= ﬁp,.
n=1 ) nwel

suivant que la classe N(p) est paire ou impaire.
Noas montrerons par induction que .

(65) N’ édtant une casse de Borel, les conditions peN et reN
enlrainent (p 4 r)eN et (p X r)eN.

Soit P la famille des classes de Borel qui satisfont & la con-
dition (B5). |

Or, la somme et le produit de deux ensembles fermés étant
fermés, on a

(56) | AgP.

Soit, d’autre part, Xe P. Je dis que G(X)EP. En effet, p et »
etant deux éléments arbitraires de G(X), il existe deux suites d'¢le-
ments de X: {p,} et {r,} telles que

(57) p= E‘p“ et r— E’r,
el ]
ou hien
(58) L p= ﬁ:p,‘ et r— ]oipﬂ
: Tive W |

survant que la classe X est paire ou impaire

Dans le premler cas, on a: p+r=2(p,,+r,,, et commme par

pan

hypothése, (p,+7,)eX, on en dédmt que (p+r)eG(X

En méme temps,
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p >< 'r:‘gpn >< S-?ruﬂg'pn’X LAY |

nwal o) Nmel
7"-1

ce qpi entraine, en vertu de (p, X r.)eX, que (p)(r)sG(.X).
Aingi, la conditions (57) implique que G(X)eP. D'une facon tout

~ a fait analogue on montre qu'il en est de méme de la condition (58).

Nous pouvons done affirmer que

(89) XeP entraine G(X)eP.
Nous t;lontrerons que

(60) | - X (C P entraine IXeP.

Soient p et r deux éléments queleconques de ZX. La classe X
étant une classe d’ensembles croissants, il existe un élément V de X
tel que p& Vet re V. Par définition de X, on a (p+v)eV et (pXr)e¥;
a plus forte raison: (p+r)e2X et (pXreZX, ce qui prouve la
formule (60). |

Les formules (68), (59) et (60) établies, on déduit du théoréme I
la. formule (55).

Nous avons démontré auparavant que tout ensemble p non fermé
et mesurable au sens de Borel est la somme ou le produit d'une
suite {p,) d’ensembles-éléments de N(p). En s'appuyant sur (65),
on peut supposer cette suite assujettie & l'une des deux conditions:

Py Cpe Cps Coov ou bien P\D%DP&D‘-*-:

suivant que p soit la somme ou le produit de {p.}

En procédant d'une fagon analogue, on pourrait éliminer les
nombres transfinis des démonstrations des autres théorémes sur les
classes de Borel. Ainsi, par exemple, il n’y a auvcune difficulté
3 éliminer les nombres transfinis de la démonstration du théoréme
de M I.ebesgue sur Vexistence dune infinité non dénombrable
de classes de Borel ou de celle du théoréme de MM. Hau sdorff
ot Alexandroff sur la puissance d’ensembles mesurables (B).

§ 8 Fonctions de Baire.

La classification d’ensembles mesurables au sens de Borel est
stroiternent lide & celle de fonctions die 3 M Baire. Une fonetion
est, d'aprés M. Baire, de classe @ >0 lorsque elle -est limite de
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fonctions de classe < @ et n'est pas elle-méme de classe < a. Les

fonections continues sont de classe 0.
La méme méthode d’élimination des nombxes transfinis nous

permet - d'obtenir cette classification de fonctions sans avoir recours
au transfini.

Posons, en effet, |

E=—1a classe de toutes les fonctions (réelles a n variables réelles),

A==1a classe des fonctions continues,

si X C £ G(X)=a classe de fonctions limites de suites ex-
traites de la classe X.

Envisageons la classe V( (4). Pour en dedulre la classification
de M. Baire, il suffit de considérer la classe B qui admet comme
éléments la classe A et toutes les différences G(N)— N, ol
NeN(A).

On reconnait sans peine que la fonction G(X) est assujettie
2 la condition:

XCY implique G(X)C G(Y)

D'aprés le théoréme II', la classe S(4) de toutes les fonctions de
Baire est done la plus petite classe qui admet comme

‘éléments toutes les fonctions continues et, en outre

les .fonctions-limites de toutes les suites extmltes
de cette classe?). | \

L'élimipation des nombres transtinis des applications faites de
la classification en question ne comporte guére de diffienltés. En

~ particulier, la classe E étant évidemment une classe (£) au sens

de M. Fréchet, la puissance de la classe N(4) ne dépasse pas ¥,
(voir p. 91); d'autre part — comme le montre M. Lebesgue —
cette puissance est >=¥,. Done, la puissance de IV(4) ainsi que
celle de B est «,.

§ 9. »Probléme de Baire« et »probleme auxiliaire«
de M. de la Vallée Poussin.

Pour toute fonction f. de classe 1 il existe au moins umne
suite {/,} de fonctions continues qui tendent vers /. Comme il
peut en exister plusieurs, le probléme suivant g'impose:

1) Cf. Sierpifiski, L'aziome de M, Zarmelp... p. 137,
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élant donnée unc fonction f de classe 1, construire une suite bien
déterminée {f.} de fonctions continues qui tendent vers f quand n
tend vers linfini 1), o

Cest le probléme, que M. de la Vallée Poussin? appelle
oprobléme de Baire“. \

M. Baire résolut ce probléme & l'aide des nombres transfinis.
En analysant la méme question, M. de la Vallée Poussin est
parvenu a l'opinion suivante & ce sujet: il semble bien que la
résolution du probléme ne puisse se passer de Pintervention du
transfini, et le transfini joue effectivement un role essentiel dans
le raisonnement de M. Baire“ 3). ;

Dans ce § je donne ‘une résolution du probléeme de Baire
sans faire le moindre usage des nombres transfinis. D’ailleurs,
comme M. Baire*) se sert des nombres transfinis de la fagon dé-
crite dans le schéma I, je n’aurai, pour parvenir & mon but, qu'a
appliquer la méthode générale d’élimination des nombres tranfinis
sans altérer I'idée directriee du raisonnement de M. Baire.

Nous allons résoudre au préalable le probléme suivant:

Etant donnés une fonction f bornée et ponctuellement discon-
tinue sur tout ensemble parfait et un nombre 0 >0, —

10 définir une fonetion F qui differe de / de moius de o3

9¢ définir une fonction (4) qui fait correspondre & tout carré 4
un nombre ¢ assujetti 3 la condition suivante: pour tout point p
ot tout nombre &> 0 il existe un cercle C de centre p tel que,
pour tout catré A contenant p & son intérieur, l'inclusion ACC .
entratne Pinégalité | @(d) — F(p)| < .

1) D'aprés les dénominations de M. F. Bernstein il ne s'agit donc pas de
Existenz® de la suite {f,}, mais bien de sa o Herstellung® (Cf. Zur Theorie
der trigonometrischen Reshen, Leipz. Ber, 60, 1908). En termes de M. Bierpin-
ski on dirait quil s'agit de démontrer gque tpute tfonction de classe 1 est effecti-
vement de cette classe. 1 _

1) Intégrales de Lebesgue, fonctions densemble, classes ds Baire, chap. VI
Paris 1916. '

) Ibid. p, 107. | S

) Le probléme on question a été résolu pour le cas de fonction. 6e‘vuriable |
réelle par M. Baire dans sa Thése publiée en 1899. La généralisation de cette
solution fut traitde plus tard 4 plusieurs réprises. Le raisonnement, que Jenvisage
ici, se trouve dans les Legons sur les fonctions discontinues (Paris 1905) de
" M. Baire. 1l est valable pour le cas général, ol f est une fonction définie sur nn
vnsemble parfait -de points d'an espace a n dimensions. D'ailleurs, pour simplifier
les notations, je considére f définie dans tous les poinis du plan,
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E désignant le plan, nous définirons la fonction G(X) comme suit:

(61) si X est un sous-ensemble parfait de E, G(X) == 'ensemble

de points de X ou l'oscillation de f relativement & X est >0
(62) si X est fermé sans étre parfait, G(X) = X’ (= le dérivé de X);

(pour étendre la définiton de G'(X) au cas ol X est un sous-en-
semble quelconque de E, on posera G(X)= X. lorsque X n’est
pas fermé; dailleurs, dans tout le raisonnement il ne sera question
que de X fermés). - |

Posons £=A et envisageons la classe M(4) définie p. 79.

D'aprés (61) et (62), si X est fermé, G(X) Vest également. On
déduit done immédiatement du théoréme I que tous les éléments
de M(A) sont des ensembles fermés. Comme, en outre, M(4) est
une classe bien ordonnée d’ensembles déeroissants (corollaire I), on
peut ranger ses éléments (d'une fagon bien déterminée) en une
suite My, My,... M,,..., n étant naturel. -

P(4) désignant le plus petit élément de la classe M(4), on
a; selon (12), P(4)=G(P(A)). D'aprés (62), cette identité ne pour-
rait avoir lien si P(A4) était fermé sans étre parfait. D’autre part,
si P(4) est parfait, elle n’est réalisée (selon (61)) que lorsque P( 4)=0,
car, par hypothése, / est ponctuellement discontinue sur P(A).

Il est donc établi que P(A4)==10. D'apres (39):

(63) 4=3(M,—G(M,)

et d'aprés (40), il existe, pour tout point p de 4, un indice n(p)
bien déterminé tel que

(64) -~ peMy, et p nong G (M)

- Soit, d'autre part, 4 un carré donné; envisageo‘ns les ensémbles-
éléments de M(A4) qui renferment’ des points de 4. Les enmsembles
M. X A étant éyidemment fermés et bornés, il existe le plus petit M

. ' . * "
soit M, .y, qui a encore des points communs avee 4 ). L'ensemble

P(A) étant vide, on a
(65) o A>< ‘M"((ﬂ :#: 0 et A >< G(M"C,d)) _— 0.

1) Je m’ép_puye sur la propriété suivante d'ensembles fermés, dtablie par

, : : le produit d'une infinité
d’ensembles (non vides) fermés et bornés décroissants n'est jamais vide, C'est un
généralisation du ,Durchschnitteniz* de Cantor,
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Voicl la définition des fonetions F et ¢:
(66) F(p) = m( M, p) et 97(A) =m(d X M,

ot m(M,,, p) désigne le minimum. de la fonction f au point p
relativement 4 l'ensemble M, ., et m(4d X M,,,) désigne le mini-
mum de f relativement a l'ensemble 4 X M, 4.

Pour se convaincre que F* et ¢ sont hien les fonctions cherchées,
envisageons deux cas:

1) M, n'est pas parfait. D'aprés (64) et (62), p est un.
point isolé de M, done m(M.,, p)=S(p) et daprés (66):
F(p) = /(p)

De plus, O étant un cercle de centre p ne contenant outre p
aucun point de M., on a pour tout A contenu dans C et con-
tenant p: A X My, = (p) et 4 X G(M,,)=0; donc n(p)=n(4)
et 4 X M, 4= (p), dou: m(4d X M) =f(p) = F(p)

Les conditions du probléme sont donc réalisées. |

2) M, est parfait. D’aprés (64) et (61) l'oscillation de f au |
point p relativement & M, est < g, donc. m(M,,, p—Sf(p) <o

et F(p)— f(p) <o

~ Liensemble G(M,,,) étant fermé, on peut entourer p d'un cercle
C assujetti aux conditions:

(67) - CX G(My) =0,
(68) . M(C X Mn(p\) > M(M"(’), P) - E‘)

¢ étant un nombre positif donné d'avance.
D’aprés (67): si p est un.point intérieur de 4 et A C, on a,
en vertu de (65), n(p)==n(d), d'oh @(4)=m(4 X M,,). Mais

m(Magy P) > A X M) == m(CX Mag)

 Par conséquent \qJ(A)——F (p) < & selon (68), c. q. . d.

Les problémes 1° et 2° sont done résolus. ‘ |
" Pour en déduire la solution du probleme de M. Baire, on
a qu'd suivre la voie de son raisonnement sans y introduire aueune
modification. | o

En effet, d’'aprés 1° on peut pour une fonetion f de classe 1 et
un nombre naturel » construire une fonetion F"f" q'ui differe de [

. | 1
de moins de —lon pose: o==—].
n T n

o | : (m)  plm) ™, :
Soit, d’autre part, pour un m donng, P ! . Py la suite
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k1.
gm? Gm?
naturels. Remplagons dans 2° la fonetion F par F™, La fonetion
@.(4) définie, posons FO(pi™) = @,(d) pour i=1,2,..., ot A est

de points dont les coordonnés sont dela forme k et 1 étant

le carré de centre pi™ et de coté Pour compléter la défini-

2m=t’
tion de F'W aux autres points du plan, on supposera la fonetion
F2) linéaire par rapport & chacune des variables dans chaque. carré

4 coté —21;; qui a pour sommets des points de Ja suite {p{™}. On mon-

tre ') aisément que la fonction F{ est continue et que '™ =lim F'®,

¥ 3

Nous sommes ainsi en présence d’une suite double de fonetions
continues: ‘

{ 1 1
-Fgl)? Fg),"IFS")’III

oy

Fe Fy.... F™
La suite de fonctions 7V, F®,... étant uniformément con- .
vergente vers f, on en déduit — suivant un proeédé indiqué par

M. Baire?) — ld définition d'une suite de fonctions continues qui
tendent vers f.

M. de la Vallée Poussin a démontré que lorsqu’on conmait la solution
d'un probléme, qu'il nomma- probléme auxiliaire, on peut en déduire sari
faire appel aux nombres transfinis Ia solution du probleme de Baire, Cependant
il résolut le probléme auxiliaire méme & l'aide du transfini.

En appliquant au procédé de M. de la Vallée Poussin la méthode 'd'dli-

. mination des nombres transfinis, je parviens & résoudre le probléme anxiliaire e,

partant, le probléme de Baire sans 'usage de ces nombres,
Voiei le ,probléme auxiliaire" 3):

Etant donnés un ensemble parfait A et une suite E,, B, E,,... 'd‘amr\emfbles‘
assujeitss aux conditions: o

1° ACE +E+E, ... ,

20: pour tout sous-ensemble porfait (non vide) D de A il existe vn B, tel
que (D — E.)’=l=.D; (sutrement dit: Vun aw moing deg E, contient un point

nrelativement intériewr par rapport & DY) —

) Baire 1, ¢. p. 116. -
1) Ibid. p, 111. |
%) De 1a Vull'ée Poussin, 1 ¢ p, 114,
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définir une suite d'ensembles H,, H,, H,,... qui remplissent les conditions:

10 pour tout n on a H, (_E,;

2°: les ensembles H, sont des F effectifs (cest & dire: ils sont donmés
20Us la forme de sommes de suites infinies d'ensembles fermés);

39: pour tous dewx m et n on a Hyu X H, =0;

4 A=H -+ H,+H, +...

Solution du probleme auxiliaire, X étant un ensemble de points

quelconque, soit B(X) le plus grand sous-ensemble dense-en-soi de X, Seit

69 V.(X)=E, X X— (X—E),

(10) G(X)= B(X-—E; V.(X)).

Eh#isugeons la classe M (A) (ot E== A ==le plan).
Draprés (69):

X—V,(X)=(X—EB, X X)+ XX(X—EYy=XXX—E,.
Par conséci‘u‘ent, Bi X est formé, il en est de méme de X — V,(X) et de
X—EO'V,.(X); done, selon le théoréme de Cantor-Bendixsont), B(X~—§V,.(X))

nmal :

n=]
est parfait, 11 est ainsi établi que, si X est fermé, G(X) l'est aussi. 1l en résulte —
d'aprés le theordme I — que tous les élémente de M(A) sont des ensembles fermés
ot — d’aprés le corollaire L —que I'on peut les ranger en une suite M. M,. M,.
(¢ étant naturel).
Posons, pour un ¢ donné:

l Y{]) - Vl (Mi)
(71) et pour n > 1 |
l | Yt(ﬂ) = Vn('Mi) — [ Tfl (‘M‘) + VI (Ml) + Lol Vu-—-l (M1),|1

(12)  G=M—[ZV.(M)+ G(M),

n=1
l | IM=0C X &
(73) et pour 7 > 1: |
g(") P 10‘ >< E,""_’ (E1 + E2 + sae En —1)'
" Soit, pour un s donné: | |

(4 H,=3(Y® + Z).

f=sl

‘Nous montrerons que les ensembles H, sont bien les ensembles cherchés,

1) D'aprés (71) et (69): YO C V(M) CE,, et &aprés (78): Z" CE,.
pone H, C E.,.

2} Les ensembles V(M) étant des domaines ouverts par rapport i I'ensemble
fermé M;, on reconnait aisément qu'ils sont des 7, et Gy effectifs. Il en résulte —

d'aprés (71) — que les ™ gont des F, effectifs,

1 Voir p, 94
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D'antre part, les ensembles C; sont clairsemés, car selon (72) et (70):

00 (5]
C,=[M, "“”2; V.(Mp}] — B[ M. ”““‘f-'; V.(Mp).
Mais, d'aprés (78): Z,(")CC,. Les ensembles Z{™ sont done, & plus forte raison,
clairsemés et les éléments de chacun d’eux peuvent étre rangés en une suite bien
déterminéde (voir p. 94). ' |
Ainsi, I'ensemble H, — étant une somme d'une suité d'ensembles F, effectify —
est lui-méme un F, effectif. |

3) Soit m=F n. Belon (74):

(75) , F{,,X H”'—':E( Y"(..)X Y-‘(.m) +_ Y"(n) X le'm)_*_ Z‘(n) >< Y”fm)_!_zl(n) >< Z’SM))
o] '

k=]

Siﬁ':k, les quatre sommandes de I'égalité (75) deviennent vides, en vertu
de (71) et (78). Soit done 5=k, La classe M(A4) dtant une classe d'ensembles
décroissants, on peat poser M,(C GH(M)) (voir formule (84)). Or, d'aprés (70),

G(M,) X E’ V.M)=0 ot, & plus forte raison, M; X Y™ = 0. Commo

n=]

Y C M, et Z™ C M,y on en déduit que

(16) FOX Y™ =0= Y™ X Z™,

D'antre part, selon (78), O; X G(M)=0, a0t CX M, =0 ot
(17) ZM X Y = 0 = Z" X Z™.

Les formules (76)—(77) impliquent: H, X} H, == 0. -

4) P(4) désignant le dernier élément de lu classe M (4), on a (d'aprés (12)):
P(A)==G(P(A)). L'ensemble P(4) étunt fermé, cette identité n'a lieu que lorsque
P(A} eat parfait, Or, si P(4) n'était pas vide, on aurait par hypothdse:

na=l

SV, (P(4) %0 et P(4) % G(P(4))

Il est done établi que P(d4)==0. Selon (89):

(18 4= 3(M,— a(my)

L > |

: o]
Nous montrerons que A =23 H,. 8oit ped, Daprés (78),

e ]

il existe un indice
i(p) tel que pe_[M,(,.)—- G(M;(,))]. - 8elon (72), on a done pﬁ‘cfm au  bien
pEﬁIV,,(Mi(,)) et comme, suivynt (7]) et (79), Cypy== E]Z,m ot & K,(M,(,,)m

2] weal

” _
YV (n o S n " S 5y
-—.-—;51&},;, on en dédujt que pé‘fl( Yol + 28 et psﬁﬂn.
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nawl

Done: AC-E H,. Comme, d'autre part, Y}’"CM;CA ot Zf")CM,CA.-

o0 o0
on a EH,‘ CA ot finalement: A=—-“‘2H,,, c. q. f. d.

noxl naxl

§ 10 Les ensembles (4) de M. Souslin.

Les nombres transfinis jouent uu réle important dans la théorie
des ensembles (4) de M: Souslin?). Suivant la remarque que
M. Saks a bien voulu me communiquer, cette théorie peut éga- -
lement é&tre affranchie du transfini & I'aide de la méme méthode
générale, qui est discutée ici.

Supposons que l'on ait fait correspondre & chaque systéme fini
My Mg...n, de nombres naturels un intervalle O,y rs., de facon que

'dm 3 6::; Ny D d"i fag Ty D o

Soit £ la famille de tous ces Oyns..n, €t D D'ensemble défini
comme suit: pour que le point p appartienne & D il faut et il
suffit qu’il existe une suite infinie n,, ny, ny,..., telle que p appar-
tienne au produit d,, X d,,, X 4,,.... X ....

Soit » un point qui n'est pas contenu dans D. On dit que l'in-
tervalle 6, ., a lindice O par rapport & z, lorsque x n'appartient
pas & cet intervalle?). Si x lui appartient, on appellera indice
de d,,.., le plus petit nombre (fini ou transfini) supérieur aux in-
dices des intervalles 4, , ., ol » admet toutes les valeurs naturelles.

En rangeant dans la méme classe les intervalles qui ont le méme
indice (par rapport & z) on arrive-d une classification de ces inter-
valles. Nous Iobtiendrons sans l'aide des nombres tranfinis. |

Etant donné un point  qui n’appartient pas & D, soit 4, I'en-
semble de tous les intervalles de £ qui ne contiennent pas x. Si
X C £, on posera 4, eG(X), lorsque 0, ., eX ou bien lorsque
pour tout » on a 4, .&eX. |

La fonction G(X) étant définie de la sorte, envisageons la
classe V(A,). C'est une classe bien ordonnée d’ensembles croissants.
Or, comme £ est dénombrable, la classe IV(4,) est tout au plus

dénombrable.

) N. Lusin et W, Sierpidski: Sur quelques propriétés des ensembies (4)
Bull, Acad. Se. Cracovis 1918,
'4) 1bid, p, 37,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

108 C. Kuratowski: L'élimination elc.

Nous montrerons que tout intervalle appartenant b E, appartient
tout an moins & un ensemble-élément de N(4,).

Supposons, par contre, qu'il n'en est pas ainsi, c'est-2 dire. qu'il
existe un 4., non-¢ S(4,). Or, ¢i pour tout » ngturel. Opyonyn 2PPAL-
tenait & S(4,). il existerait une suite Ny, Npy Ny,... d’éléments de
N(4) telle que |

d eN,.

Beoee My %

En posant T'= §N,, on aurait dooe 4, ., € G(T), contrairement & I'hy-
. — ' -

pothése, Il en résulte Iexistence d'un tel n,,, que d,_ ., i RON-E S(4.).
L'itération de ¢& raisonnement conduit 3 une suite d'intervalles

) d

Wy Np Rfeen 'D\,"l—k_{_] . 6’!;.--ﬂkﬂ*+1 nh+2-) AR

dont aucun n'appartient & S(A4,) et — & plus forte raison — & A4,.
Tous ces intervalles admettent done, par définition de 4., le point
z comme élément. Mais ceci implique que x appartient & leur pro-
duit et, par conséquent, & D, ce qui contredit notre hypothése.

Il est ainsi établi que chaque intervalle 4, ., appartient & un
ensemble-élément de N(4,). Soit @ la classe qui a pour élément:
1° Yensemble 4., 2° toutes les différences G(N)—N, ot NeN(4,).
On reconnait sans peine que @ établit la méme classification d'in-
tervalles que la classification faite avec les ,indices”.

Soient maintenant z et y deux points quelconques qui n'appar-
tiennent pas & D. Nous allons les ranger dans un méme ensemble,
lorsque les classes N(4,) et N(4,) sont ordonnées semblablement
(par rapport i la relation (). Il est bien évident que les ensembles
ainsi formés coincident avec ceux qui renferment les points & um
méme ,Ind E“'). On pourrait en déduire aussi la classification
d’ensembles- de points correspondante & celle qui a été faite i laide
de la notion ,Ind,E“?). |

1) Ibid, p. 38.
%) Ibid, p. 39.






