ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur une classe de fonctions d'ensemble.
| Par '

S. Banach (Léopol - Liwow).

Introduection.

Dans ce Mémoire je m'occupe des fonctions d'ensembles définies
pour les ensembles formant un corps J%. Le corps % est le pro-
duit de toutes les classes J¢ de sous-ensembles du ecarré aux som-
mets (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) (nous I'appellerons carré fondamental),
satisfaisant aux conditions suivantes:

1) Tout carré fermé, contenu dans le carré fordamental, appar-
tient & Ji - -

2) Si E, et E, appartiennent & ¥, et si K| fy==0, alors B, +E,
appartient & o o

3) Si E, et E, appartiennent & ¢ et L, C E,, alors £, — ki,
appartient & Jf. . |

- .Nous n'excluons pas le cas ol les fonctions sont définies pour
les ensembles n'appartenant pas au corps dJ%,, mais nous ne les étu-
dierons que pour les éléments du corps .

Par la dérivée supérieure d’une fonction d'ensemble F(X) (définie

dans d7;) au point p, F'(p), je comprends la limite
— F(K)

| -
wli?o | | ’

ot K ddsigne un carré fermé contenu dans le carré fondamental

et contenant le point p, et out | K| désigne Vaire du carré K.
D’une fagon analogue je définie la dirivée inférieure
| . F(K
- i 1K
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Lorsqu'on a pour le point p
F'(p) = F'(p),

la valeur commune de ces nombres sera désignée par F'(p) et
appelée la dérivée de la fonction F au point p. |

Je prouveral que pour toute fonction les dérivées supérieure et
inférieure sont mesurables.

Ensuite je m'occupe de fonetions & variation hornée. Une fone-
tion F(X) est dite & wariation bornée, s'il existe un nombre fini M,

tel que pour toute suite finie K, E,,..., £, d'ensembles de J%,
ol B, E,=0 pour iz, subsiste 1'inégalité .

FE) | + |\ FE + -+ | FE) | <M.

Je démontre que lensemble de points, ol I'une’ des dérivées
d’une fonction & variation bornée est infinie (4 co ou —oo), est de
mesure nulle. : _ '
 Puis, j'étudie les fonctions & variation bornée qui satisfont & la
condition - |

F(E,+E,) < F(E)+F(E,) 1), pour E,ed,, E, e, B, E,=0.

Jappellerai ces fonctions normales, et je prouverai qu'elles ont
presque partout une dérivée. Un cas particulier de ces fonctions sont
les fonctions additives (au sens restreint) bornées supérieurement
ou inférieurement, p. e. les fonctions additives positives.

Définition du réseau. Divisons le plan par des droites en carrés
égaux: l'ensemble de ces carrés forme un grillage que nous désigne-
rons par G. Une suite infinie des grillages Gy, Gy, Giy,... sera dit
un réseau, si les conditions suivantes sont vérifides: 1) les cbiés des
carrés formant G, tendent vers 0 avec 1/n; 2) tout carré du gril-
lage G, est contenu dans un carré de G,, lorsque % > p.

Je ddsignerai un réseau par le signe E.

Remarque. En tenant compte de la définition du reseau on
voit sans peine qu'il existe, pour toute fonetion & variation bornee,
an nombre fini M, tel que la somme des valeurs absolues de la
fonction considérée, étendue aux carrés quelconques appartenant .
3 un réseau donué et n'empiétant pas?), est <M.

1) Cette condition pourrait étre remplacée par l'inégalité F(E,-}-E’,)}F(E,) +
+F(E,) comme il suit de la substitution F(E)=— O(E). o
3) C'est 4 dire n'ayant pas deux & deux de points intérieurs communs.
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Définition. Si @ est un domaine appartenant & &% et B un
réseau formé des grillages G, (n=1,2,...), nous appellerons variation
supérienre relative de F(X ) dans @ par rapport au reseau [, la limite

supérieure des sommes Z'F(K", pour n — oo, ol Ki(i=1,2,...,r,)

sont des carréds du gnllage @, contenus dans w. D'une fagon ana-

" logue on définit la variation inférieure relative dans le domaine w

par rapport & K. Nous les désignerons par les symbolés VIF, R, ),
resp. V[F, R, w]. Lorsque VIF, B, w) = V[F, B, ], nous parlerons
tout court de la variation relative dans w par rapport & R,

La variation supérieure absolue est le nombre V|| F|, R, w]; dans
un sens analogue seront utilisées les symboles V[|#), R, w] et

Vi|F|. R, w).

- Nous dirons que la fonction F(X) est absolument continue par
rapport au réseau R, s'il existe pour tout £>0 un 5>>0, tel que pour
tout » naturel et tout ensemble des carrés K,(i=1, 2,..., r) appar-
tenant & &, et satisfaisant aux conditions |

1) K.K,=0 pour z:}:y,

) ZIK|<W1

subsiste I'inégalité

(A

”»

JIrE)|<e
| el
Remarque. On pourrait démontrer sans peine que la condi-
tion 1) peut étre remplacée par la condition que les carrés I et
K, n'empidtent pas I'un sur Pautre.
Définition. Une fonction F(X) sera dite absolument contmue 81
existe pour tout ¢ >0 un 75> 0, tel que pour tout ensemble des

cearrds K(i=1,2,...,r) satisfaisant aux conditions 1) et 2) subsiste

I'inégalité

JIFE)| <

1w

Remarque, Tei aussi la condition 1) peut t‘tre remplacée par la
condition que K et K, nempidtent pas,
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§ 1.

Théoréme 1. Un ensemble plan E, dont tout point p est situé
sur un coté dun carrd W(p) ne contenant & som intérieur aucun
point de E, est de mesure nulle,

Démon stration. Lorsque p est un point de I'ensemble E,
la dérivée £’ n'a aucun point commun avec lintérieur du carré W(p).
Il en résulte que la densité de E' an point p appartenant 3 E et
4 E' ne peut étre égale & 1, puisque, lorsque K, (n=1,2,...) est
une suite infinie de carrés ayant p pour centre, convergea;nt vers p,
et dont les c6tés sont paralléles aux cotés du carré W(p), on a pour
n suffisamment grand linégalité | K, B’ |{<C§|K,| (puisque, pour n
suffisamment grand, au moins une quatriéme partie du carré K, est
situé dans le carré W(p)). En vertu des théorémes connus sur la
densité il en résulte que |EE'|=0, d'od |E|=0, c. q. f. d.

Théoréme 2. Un ensemble plan E, dont tout point p est situé
sur un coté ou a lintérieur dun carré W(p), dont U'intérieur appar-
tient & E, est mesurable (L).

Démonstration. Soit F, 'ensemble de tous les points inté-
rieurs de l'ensemble H; l'ensemble E, est done mesurable. Posons
E;=FE —E,. Si p appartient & FE,, alors

1) p est situé sur un cdté du carré W(p) (puisque si p était
4 l'intérieur du carré W(p), p serait, d'aprés Phypothése du théoréme,

“un point intérieur de E, done un point de F,)

2) 4 l'intérieur de W( p) il n'y a pas de pomts de E (en méme
raison que 1)) |

L’ensemble F, est donc, en vertu du théoréme 1, de mesure
nulle, d’ou il résulte que I'ensemble E=FE,+ E, est mesurable, c. g. f. d.

Remarque. Du théoréme 2 résulte sans peine la proposmon'
suivante: '

Une fonetion de deux variables f(z, y), définie pour tout point du
carrd 0<Ca2 <1, 0Ty <1 et telle quon a tfoujours

S@ny) S Sy 90) posr oK%, 91 Shy
est une jfonction mesurable (L)?).

1) Cette fonction peut &tre d'aillenrs non mesurable (B), comme l'a remarqué
M, Bierpiriski (On obtient une telle fonction p. e en désignaut par N un ensem-
ble donné quelcongue non mesurable (B), situé dans Yintervalle (0, 1), et en po-
sant flxz, y) =0 pour -y <1 et pour z4y=1,zeN, et f(a:, y)==1 pour

~tous les autres points (x, ¥)).
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Pour le démontrer, il suffit de remarquer que, pour tout nombre
@ réel donné, lensemble E de tous les points (z, y) satisfaisant
5 linégalité f(r, y) < a, vérifie les conditions du théoréme 2.

Théoréme 3. Soit E un ensemble plan fermé el borné, et soit
AGE=1,2..) une suite infinie de domaines jermés et bornds dont
chacun contient & son intérieur Uensemble K. Désignons par 4, la
distance maximum de points frontitres de A, & Uensemble E, et soit
lim A, = 0. Il existe alors pour tout m naturel un nombre N(m), tel

f o= —>00

- qwon a A, C A, pour n> N(m).

Démounstration. Désignons par /, la distance minimum de

_ points frontidres de 4, & lensemble E. D’aprés lhypothése, nous

avons 1,>0 (I'ensemble E étant & lintérieur de 4,). Admettons qu'il

_existe un indice m auquel notre théoréme ne #applique pas, Il

existerait donc une suite infinie croissante d’indices m,(k=1, 2,...),
telle que aucun des domaines 4, ne serait tout entier & 'intérieur de 4,.
Done, tout ensemble 4, (k==1, 2,...) contiendrait un point Pa, T2p-
partenant pas i 4,. En désignant par d, la distance de p, % Ten-

semble E, on aurait les inégalités .4, =d n = > 1, >0 (puisque tout
point, dont la distance & E est <l,,,, est & lintérieur de 4,), done
lim 4, >>1,> 0, contrairement & l’hypothése que lim 4, = 0.

k=—*00 {mre0g

Théoréme 4. La dérivée supmeme de la fonction F(X) est une
Sonction mesurable (L).
Démonstration. Soit a un nombre réel donmé queleconque et

désignons par E Pensemble de tous les points p pour lesquels J"(p)=>a.
Choisissons pour tout point p de E une suite infinie de carrés K, (p)
satisfaisant aux trois conditions suivantes:

| 1
1) IKn(P)lgﬁa pour pek n=1,23,..,

F(K.(p))
?) E(n)] T

3) p est un point de K,(p) (intérieur ou frontiére).

1 A
_,7;’ Pour PE‘E’TL:‘:‘::‘.,?,s,..-

(I résulte de la définition de la dénvée supémeure qu’une telle
suite K,(p) existe). -
Posons B, —-EK (p), la sommation s’étendant pour n fixe, & tous

les points p de E Il est elair que & (C E,. Nous prouverona qu'en
posant P= K\ E, E, ..., nous aurons P= £, \
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En effet, daprés E (C E,, nous avons ECP Or, si pyeP, il
existe une suite de points p,(n=1, 2,...), tels que p, e E et p,&K,(p,),
ce qui donne, d'aprés 1) et 2), F'(p,)>>a et prouve que p,ekF.
Done P C E.

D'aprés le théoréme 2, les ensembles F,(n=1,2,...) sont me-
surables, ce qui entraine la mesurabilité de l'ensemble F—=P—=E

1
E,E;... Ceci étant pour tout nombre & réel, nous concluons que

~ la_fonction F'(p) est mesurable, ¢. q. f. d.

Remarque. Du théoréme démontré résulte sans peine la propo-
sition suivante:

Si f(x) est une fonction quelcongue (mesurable ou non), définie
pour 0o < 1, la fonction

§(@) = lim sup S (”"‘h%zj;("’““’“) (h=>0, k>0, h+k> 0)
) S
est mesurable.

Pour la démonstration il suffit de considérer la fonction FE(d),
définie pour tout intervalle d= (ml, %,) par la formule: F(d)=
== f(xs) — S (xl)

De cette remarque résulte sans difficulté la proposition 1): 7(z)
élant une fonction gquelconque, définie pour 0 K<< 1, la fonction

S +h) Jlx) (£ 0)

P(x) = lim sup
20
est mesurable ?).

1) Cette proposition énonce, sans la démontrer, I. C. Burkill: Fund. Math.
t. V, p. 321,

%) II suffit évidemment de prouver que #i(x)= ¢ (z). Or, cela résulte tout de '
fleth—rx—kF
htk
fatB—fle)  f&)—f @—h

h k

suite de la remarque que, pour h > O; k > 0, le nombre

toujours compris (au sens large) cntre les nombres
(En effet, on a, pour & > 0, k> 0, l'identité.
fleth —f@) | fla) —fe—B) B

Sleth) —fle—k) __ h E ' "h
h+k ] 1+@ -

a - pt

et, comme on sait, pour ¢ > 0, le nombre ——— + est toujours compris (an gens

large) entre « et # (quels que soient a et £ réels).
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Théorsme 5. Si F(X) est une fomction & vaviation Bornés, len-

semble de points, ol la dérivée supérieure est + oo ou —oo, est de
‘mesure nulle.

Démonstration. It suffira évidemment de démontrer notre
théordme. pour Venseinble de points o la dérivée supérieure est
+ co: pour le cas o elle est —oo la démonstratlon serait tout
& fait analogue.

D’aprés le théoréme 4, Vensemble E, olt 1a dérivée supéneure
de F(X) est + oo, est mesurable. Admettons que |E|>>0 et re-
couvrons tout point p de E d'une suite infinie de carrés K,(p), de
sorte que .

1) lim | K,(p)| =0, pour psE,n-:-—"l,?,‘...,

2) F (K.(p))
K|
ol a est un nombre réel donné.

7 étant un nombre-positif donné quelconque, on peut, d'aprés
le théoréme de M. Vitali 1), extraire de l'ensemble de tous les K, (p)

une suite finie de carrés — désignons les par K, Kj,..., K, — de
sorte que les deux propriétés suivantes subsistent: |
I) L’ensemble de points de K qui ne sont pas. recouverts par

les carrés K (i=1, 2,. r) est de mesure <7 |
~ II) Les carrés K,«j -1, 2,..., r) sont sans points communs deux

4 deux.
De I) résulte linégalité
‘ | Bl +1 Bl ook | ) | B —
et, daprés 2), nous avdns | |
FK)>a. [K], pour i=1,2...,7

> a, pour peE n=12,...,

d’otr:

ZF(KI)>a2'IKI> a'(lEl — 1)),

ce qm est 1mpossxble, F(X) étant une fonetion 2 vanatmn bornée

ot a et 9 étant des nombres positifs quelconques,

Nous avons done |E| ==0 et notre théoréme est démantré.

"_*)_V_ p; o. Fund. Math. t. V, p. 180,
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Définition. Une fonetion F(X) & variation bornée sera dite
normale, i la condition E, B, =0 entraine linégalité F(E,+ E)<<
< F(E,) + F(E;) pour tout couple d’ensembles E, et E,, pour les-
quels les valeurs F(E), F(E,) et F(E, + E,). sont définies.

Théoréme 6. Toute fonction normale F(X) est.une différence
de deuz jfonctions normales nop positives. | |

Démonstration. F(X) étant une fongtion d’ensemble, définie
pour les ensembles X d’un corps &%, Jappelle, avec M. Fré'che‘t,'
variation de F sur Uensemble Xedy, la borne supérieure des sommes
|F( r1)|+ |F(X2)l T |F(Xn)]., ol §1,X2,..., X, est une décom-
position queleconque de X en un nombre fini d’ensembles disjoints
appartenant A J4. On voit sans peine que la variation w(X) d’'une
fonétion normale F(X) est bien déterminde et finie, nor négative
pour tout cusemble X de &%, et que la fonction — w(X) est nor-
maie 1). Posons Fj(X)= F(X) — o(X), Fy(X) = — o (X); ce seront
évidemment des forefions normales, non positives et nous aurons
F(X)y= I(X) — F,(X), ce qui preuve notre théoréme.

Théovreme 7. Une fonction normale F(X) a presque partout une
dérivee. - 5

Démonstration?. Daprés le théoréme 6, nous pouvons
supposer que lu fonetion F(X) est non positive (done F'<C0). Soit
N Peusemble de points p en lesquels la dérivée de F(X) n'existe
pas. ot désignons par N(u, v) Pensemble de tous les points p pour
lesquels subsistent les inéealités

(1) F(p) > 0> u> F(p).

Nowus avons évidemment N=23IN(u, v), la sommation s'étendant

e o |
a tous les systdmes de nombres ratioonels u, v, ot u << v < 0.
Admettons que | N|==m (N) > 0: il exisierait done un systéme
(. ), tel que | Nu, v) [ = m,(N(n, ) > 0. Soit p, un point de den-
sité extéricure de l'ensemble N(w, v), appartenant & N(u, v), et soit
¢ un numbre- positif donné queleconque D'aprés ‘(1) nous avons,

(p,) > v et parsuite il existe un carré K, tel que

) puisquon a toujomrs o (X ~4X,) ZZ o (X)4w (X,) pour X, X, =, X ey,
X, ey (D aillenrs il peat Gtie © (X,—{—X.,§>¢ (X)) +w(X,): la fonetion (X)
u'est pas done ndeessnirement nornmale), |

1) Quelques simplifications de la démoustration de ce theortme sout dues
a M, Saks.

Funslumenta Muathematicue VI 12
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F(K
® | IEK’I) ="
et ”

Or, d’aprés (1), & tout point p de N(u, v) qui est intérieur & K
correspond une suite infinie de carrés K7(p)(n==1,2,...), tels que

peKe(p) C K lim | K()| =0 ot ‘ﬁg,. “‘;") <u

D'aprés le théordme de Vltall il existe donc un systéme fini
de carrés dlstnts K,, K,,..., K,, tel que

w RO <IE =127
() | Z'IK,|>IK‘-N(M, v)| — el K|
,et -
(6) . | ZK CK
e (5) 6t (3) il résulte ql:e
(7) . 2.‘{1{,,|>uf|(1--.e)--811{1:!1(;(1-—'28). |

La fonetion F(X) étant non positive, nous avons en pafticulier'
F (K———EK )<< 0. Done, la fonetion F(X) étant normale, nous

ne]

trouvons, d’aprés (4) et (2):

uZ]K 1>2’F(K >2‘F () +F( —-2,']1)

ne=] neml] yimme] LN

= F(K) > | K |a
“ce qui donne, d’aprés (7), les nombres u et v étant négatifs:
| u(l —2e) > v;

¢ étant un nombre positif queleconque, cela prouve que wu_==v, ce
qui est incompatible avee hypothése que u < v. |
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Nous avons done [N|=0 et le théoréme est démontrs.
Théoréme 8. Si F(X) est une fonction & variation bornée ayant
partout une dérivée finie, F(X) est absolument continue par rapport

o tout réseau.

Démonstration. Admettons que la fonetion F(X) p'est pas
absolument continue par rapport au réseau B. Il existe done un
nombre £>>0 et une suite infinie de nombres naturels Ny Mgy Mgy
tendant vers --oco et tels que de tout grillage @G, on peut extraire
un ensemble fini D, de carrés K* (t=1, 2,...,r) satisfaisant aux
conditions suivantes: |

1) les carr¢s de l'ensemble D, n'empidtent pas (c'ést-3-dire n’ont
pas deux A deux de points intérieurs communs)

2) en désignant par p, la somme des aires des carrés apparte-
nants & D, nous avons lim u, = 0.

3) on a l'inégalité
)‘{ . . )
1 2‘|F(K:)|>e pour i=1,2,3,...

t=1

Désignons maintenant par A, l'ensemble de tous ces carrés K
de D, pour lesquels
O EE)| e
L'ensemble 4; n'est vide pour aucun i. Admettons, en eftet, que
l'ensemble 4, est vide: on aurait done

F(K}Y £ | |
Ll—%:,-:-l—lgm pour t=1,2,...,r,

ce gui donne

"
" &
S <
L]
contrairement h la condition 3). |
Observons encore que la somme des valeurs absolues de F(X)
pour les carrés de A, surpasse 4e ce qui résulte de (1) et (2). .
Désignons maintenant par B; P'ensemble de tous les nombres
naturels &, tels que la somme de valeurs ubsolues de la fonction
F(X) sur les currés of(i==1,2,..., ;) appartcnant & 4, et n'ayant
de points intérieurs communs avec les carrés de 4y, 4,,..., 4,
12%
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surpasse le nombre #,==¢/8. Il est clair que l'ensemble B, est fini,
puisque autrement la somme 3| F(o})| étendue a tous les nombres
i=1,2,...,7 et & tous le nombres k& de B, serait infinie, con-
trairement & l'hypothése que F(X) est une fonetion & variation
bornée (les carrés ¢! étant sans points intérieurs communs). Nous
définirons maintenant un ensemble de carrés 4, comme il suit: 4,
est formé de tous les carrés des 4,, ol k£ est un nombre de B,
qui ne sont intérieurs & aucun autre carré de 4, o keB,;.
L’ensemble 4, se compose, comme on voit sans peine, dun
pombre fini de carrés (fermés): il est donc fermé. Si N, est le plus
grand nombre de B,, désignons par A} l'ensemble de ces carrés
gppartenant & 4, qui sont recouverts par les carrés de 4,. De

- la définition de Vensemble A4, il résulte que la somme de valeurs

absolues de la fonetion F(X) sur les carrés de A surpasse & = '2€ —

*82::%5 A} n’est donc pas vide. Nous définissons ensuite les en-
| & o .
sembles B, et 4, en prenant 7, =g En procédant ainsi de suite,

nous obtiendrons une suite infinie d'ensembles 4,(i=1, 2,...), telle que

1) A; se compose d'un nombre fini de carrés n'empiétant pas -
les uns sur les autres,

2) on a 4,7) A, pour ¢ <k,

3) l'aire maximum de carrés de 4, tend vers 0 pour i— oo,

- 4) le quotient | F(K)!|:|K| pour les carrés K de 4, tend vers
-4 oo avee 1. \

De 1) et 2) résulte l'existence d’un point p commui & tous les
A4,(i=1,2,...). De 3) et 4) nous concluons que |F'(p)|== - oo,
contrairement 4 l'hypothése que la fonction F(X) a partout une
dérivée finie. Done F(X) est une fonction absolument continue par

‘rapport au résean R, c. q. f. d.

Remarque. Il sutfit de supposer dans ce théoréme que les dé-

‘rivées supérieure et inférieure sont finies en tout point.

Théoréme 9: Si F(X) est une fonction & variation bornde, al-
solument continue par rapport & un réseau R et ayant presque par-
tout une dérivée, alors F'(p) est intégrable superficiellement et on a pour
tout domaine w I'égalité - |

f F(p)dedy = V[F, B, w]

w
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Démonstration. Désignons par @,(z, y) une fonetion qui a une
valeur constante = F(KD: "*K;‘I b lintérieur du tout carré K7 du
grillage &, qui est tout entier contenu dans @. Pour tous les au-
tres points du carré K, posons Pa(®, y) =0. Il est clair que la
suite @,(x, y) tend, pour n—>co, vers F'(p) en presque tous les
points p de w.-Remarquons que ' -

(1 S J1oe ldeay= ¥ rxsy),

w

la sommo & droite s'étendant & tous les earrds du grillage @, con-
tenus dans . La fonetion F(X) étant & variation bornée, il existe
un nombre 31 > 0, tel que pour tout » naturel subsiste Finégalité

(2) | F(K?) | < M.
Il en résulte, d’apres (1), Iinégalité

/ﬁ @, (z, y)lclxdy <M, pour n=1,23,...

Done, la fonetion F'(p), comme limite. des fonctions ¢,, est inté-
grable. Soient maintenant ¢ et % deux nombres positifs donnés quel-
conques, J1 existe donc un nombre naturel N et un ensemble E( o
de mesure > || — 4, tels que pour tout % > N subsiste en tout
point p de K linégalité |F'(p) — p,| <& Dok

f f( F'(p) — ¢,)dxdy

Désignons par E; le complémentaire de E par rapport & w. .
Soient K (i=1. 2,..., ) les carrés du grillage G, qui sont contenus
entiérement dans o et tels que K, E, 5=0. Posons m =|K.E,|
Nous aurons done

f f P, dzdy -—-=2'—}-}:%_?:—?-m,T = ZF(IQ) -I%

£y

<ev|co|.

Décomposons cette. somme en deux, 3, et I, la somme I,

g'étendant aux termes, pour lesquels. < ¢ et la somme 3 aux

ny,
] K, |

n, >e& 11 est clair quon a, daprés (2):

| K]

termes, pour lesquels

|5 [<ed 7
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Quant & 3, nous- ayons |
|13, | << 3| F(E)| =T

r ')n‘
La dernitre somme s'étend aux carrés K, pour lesquels [«K,-T > &
{

. . ‘ ' \ my
Or, remarquons que l'aire de la somme des carrés ou = tend
o | Ki|
vers |E1| pour n - co. Nous obtenons done

[fo frol<\ [ fom [ ol [fo]
'+1ffF’(p)l<a|w|+8M,+I'n+f‘/'|F"(P)| Y

Done, en choissant # de sorte que pour tout n la somme des
valeurs absplues de F(X) sur les carrés de &, dont la somme a-une
aire <, soit < &, et en prenant le nombre N, =N tel que pour
n>= N, laire -de la somme des carrds formant I', soit <7, nous
obtenons pour tout n > NN} l'inégalité

ffqo,.-ffF’(p)|<elwl+sM+e+fle’(p)l
qui montre que
lim f f P = f f F'(p).

Or f [, = SF(K") la sommation s'étendant aux carrés du

-

grlllage G contenus dans . Il en résulte que

lim [ [9,=VIF B a], costidie VIF,E ol= [ [F(p),

c. q. f d .

Remarquons que dans la premiére partie de la démonstration
du théoréme précédent nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme 10. Si la fonction F(X) & variation bornée a pres-
que partout une dérivée, cette dérivée est une fonction intégrable.

Du théoréme 9 résulte sans peine le

Théoréme 11. Si F(X) est une fomction & variation: bornde,

- absolument continue et ayant presque partout une dérivéde, alors lo

1) On supprime la différentielle daxdy pour abréger I'écriture.
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variation velative sur un domaine quelconque @ ne dépend pask du choix

‘du réseau et est égale & Dintégrale de la dérivée sur w.

Remarque I. On peut remplacer dans les theordmes 9 et 11 -
la variation relative par la variation absolue, en remplacant en méme

~ temps lintégrale de la dérivée par l’mtégrale de la yaleur absolue

de la dérivée. |
Théordme 12. Si F(X) est une fonction & variation ‘bornée,

~ ayant partout une dérivée finie et telle que Vinégalité

| F(Ey +-By +...+ B)| <|F(B) | + | F(B) | +-..+ | F(E)|

subsiste pour tout systéme d'ensembles E,, E,..., E,, tel -que F(X) est
définie pour les ensembles E,(i=1, 2,..., 7) _et E=E, 4+ E,+...+E.,
alors | |

I) F(X) est une fonctzon absolument continue, :

- II) L'intdgrale de la dérivée sur tout domaine est égale & la varia-

tion de la jfonction. ‘

Démonstratlon Nous prouverons d’sbord que F(X)est ab .
solument continue. Considérons un carré quelconque K. Soit R un
réseau tel que les cotés du ecarré K soient des lignes de division de |
tout grillage @&,. En désignant par K,Qz— 1,2,...,7) les carrés du
grillage G, contenus dans K, nous avons. daprés l’hypothése comme
on voit sans peine: -

1F(K)a< )]l F(K)|

En désignant la somme & droite par le symbole I, nous voyons
qu'en vertu des théorémes 8 et 9 ef de la remarque 1, on a

hml’ .._..V({Fl,B K)—ffF’(p)l

D’ou

® ‘ 7)< i ()|

Si maintenant B est un ensemble quelconque de carrés K, n emplé- ‘
tant pas les uns sur les autres, nous ‘&vODs d’aprés (1):

ZIF(K.)!<folF’(p)l——ffF"(p)l,

’l-l . fim] Kt

ce qui prouve la contmulté absolue de F(X)
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Quant & la seconde partie de notre théoréme, elle est une con-
aéquence immédiate du théoréme 11. |

Théoréme 13, Svit F(X) une fonction absolument continue non
négative et satisfaisant auz conditions - swivantes, toutefois qu'elle est
définie pour les ensembles E(i=1, 2,...,%) et E:

1) 8i B=E, + Ey+ ..+ E,, on a F(E)<CF(B,)+ F(EB,)+..+ F(E,),

2) Si BE, =0 pour id=k et ED) E, pour i =1,2,...,n, on u

F(E) > F(E;) + F(B;) +...+ F(E,).

Alors il existe presque partout la dérivée F'(p), elle est intéarable
et pour tout carré K subsiste la formule

75)= [ [F

Démonstration. Remarquons que F(X) est une fonction
3 variation bornée. En effet, si K, désigne le carré contenant le
corps dans lequel F(X) est définie, et si E,(i=1, 2,..., %) sont des
ensembles du corps contenus dans E et satisfaisant & la condition
BB, =0 pour ik, nous avons, d'aprés 2) et d’'aprés Ihypothése
que F(E) >0, Vinégalits | F(B,)|+ | F(By) | 4.+ | F(E)| < F(Ky),
ce qui prouve que F(X) est une fonction & variation bornée,

En vertu de la condition 1) et d’aprés le théoréme 7 nous voyons
donc que F'(p) existe presque partout, done, d'aprés le théoréme 10,
cette dérivée est intégrable. Or, du théordme 12 nous obtenons la

formule , ‘
v 8= [ [F)
E

(ot B est un carré queleonque pour lequel F(X) est détinie).
Dantre part, d'aprés hypothése 1), pareillement comme dans
le théoréme 12, nous voyons que |

v V(F, B) > F(), |

Nous prouverons mainténant la formule V(F, E)=F(E) Prenons
un résean B de sorte que les cotés du carré B soient des lignes
de division de R. Daprés (I) il existe pour tout 5> 0 un n, tel

quen désignant par Kj(i=1,2,..., ») les carrés du gillage @, con-
tenus dans E, on a linégalité .

(I - V8 E) — g YK,

L §
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Le nombre positif s étant donné quelconque, nous pouvons
maintenant  trouver un p>>n, de sorte que l'aire de la somme A
de tous les carrés du grillage G, contenus dans B et contigus aux
cotés d'un au moins de carrés Ko(i=1, 2,..., 1) soit < u. Choi-
sissons u de sorte que la somme S de valeurs de la fonction F(X)
étendue aux carrés formant 4 satisfasse & Vinégalité

(I1I) S

(On peut sans peine réaliser cette inégalité, en tenant compte de
ce que F(X) est une fonction absolument continue).

Remarquons maintenant que les earrés du grillage G, qui n’ap-
partiennent pas & A et sont contenus dans le carré K forment
un carré que nous désignerons par #. Or, d'aprés Phypothése 1), la
somme de valeurs de F(X) dlendue aux carrés #, et aux carrés
appartenant & A est =Z F(K}) + F(K3) +...+ F(K?). Par conséquent

&hfﬂmzéﬁma

{21 . fam |

d’olt. d_’aprés (IIL):
(V) PROEP S B

Les carrés f, étant sans points communs et (CE, nous avons,

d’aprés Thypothése 2):

V) SFE) < F(E).

i=]
Draprés (II), (IV) et (V), nous en trouvons
F(B)>V(F, E)—2n.
Cette inégalité subsistant pour tout % > 0, nous avons donc
F(E) = V(F, E),
done, d'aprés (I):
V(F, &) = F(£),

lF(E) -_—f f F'(p), e q fd

par conséguent
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Supplémenf: Aplilications 1),

La masse, la chaleur, la charge éléctrique et beancoup d’autres
grandeurs employées en physique étant des fonctions additives il
est aisé d’y appliquer les résultats précédents. On voit ainsi p. e.
que 'existence d'une densité dans presque tous les points de l'uni-
vers est une conséquence purement mathématique de Ihypothése
que toute portion de l'espace enferme une masse bien définie et
que, cette masse posséde les propriétes d’étre additive et non-néga-
tive. Il est de méme avec la température et avec la densité de la

~ charge dléctrique. M. Fubini?) s%tait posé la question #'il existe

un corps pesant de densité nulle; il obtient un théoréme analogue
a celui de Rolle en supposant que la densité existé partout et en
faisant certaines hypothéses restrictives sur la masse. |

Tei nous allons tirer parti de théorémes établis dans les §§ pré-
cédents pour moutrer la dépendance mutuelle de quelques hypothé-
ses dont se sert la mécanique statistique.

En méeanique statistique on représente le mouvement d'un systéme
matériel & n degrés de liberté par le mouvement d’'un seul point
P dont les coordonnées p;, Ps... Pay 415 G2+ -+ §» Yemplissent les équa-
tions de Hamilton-Jacobi: |

dg, 9F dp,__ 3E

dt ~ op) dt — dq
E(gy-.. §uy Py --- P) 6tens I'énergie totale du systéme et les gy... g
Py ... p, étant les coordonnées et vitesses généralisées du systéme.
Quand le temps ¢ change le point représentatif P(f) déerit une
courbe située sur la surface E = const. On fait sur cette courbe
les hypothéses suivantes 3): - ‘ . '

1. A-toute portion 40, d'aire |40,| de la hypersurface E = con-
stante il correspond une ,fréquence relative“ c'est-i-dire il existe

(i==1,2...n),

+T

R :
R |
}Lxgﬁfa(t).dt:zxw‘ |
-3

- 1) Ce supplément est écrit en collaboration avec M. Steinhaus,
%) Atti della Reale Accademia di Torino, 50, (1915), pp. 203 —296.
%), Paul Hertz: Statistische Mochanik, VII[iéms Jivre du ,Repertorium der Physik"
de R. H. Weber et R. Gans; (Teubner, Leipzig 1916), §§ 200—251, pp. 482—487.
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ou la fonction a(f) est égale & 1 quand P(t) est en 40 et écra,le
ad O quand P(f) est allleurs

2. La limite finie

@ fim AT 7y

» IA(J”—»O]AO ! =w

nommée ,la fréquence relative différentielle¥, existe quand A0, se
retréeit autour d'un point queleconque déterminé I7 de maniére que
laire |40,| tende vers zéro.

Pour fixer les idées supposons d’abord que #=2; E = const.
est alors une dquation entre 4 variables. L'hypothése 1 implique
donc que & tout cube généralisé AQO, appartenant & une variété
tridimensionale correspond un nombre non-négatif AW, La défini-
tion (1) montre que le nombre AW correspondant i la portion d'és-
pace composée de deux cubes A0, AD, sans points communs est .
égal & AW, + AT,

D’apres notre théoréme 7 il s'ensuit que la limite (2) existe
pour presque tous les points II intérieurs au domaine FE = const.,
si la suite {40} est composée de cubes contenant le point II & l'in-
térieur.

Examinons ce que devient la relation

(8) fffwdozlAOi]

A

que l'on rencontre dans la mécanique statistique. Supposons toujours
que l'intégrale soit étendue & un cube généralisé; si u« est fini pour
tous les points JT du cube la relation sera encore exacte -d’aprés
nos théorémes 11 et 12, (3) est donc une conséquence mathématique
des hypothéses 1 et 2. |

Envisageons maintenant la porticn 42, de 40, qui reste quand
on supprime les points de A0, par lesquels passe le point mobile
P(t) (,courbe de phase)“; nous éerirons AQ,=A0,—H en désignant
par H la trajectoire de P(f). D’aprés cette définition AW, corres-
pondant & AQ, sera égal b zéro. Quand AL, se retrécit d’une ma-~

niére quelconque autour de JI on obtient done -

- | . AW,
@ | bm 75 = ¢

ce qui-est vrai pour tous les points I de E = const. sauf les points
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supprimés. D'autre part (3) donne

Lfﬁcvdo:|49|=140|

car la mesure de H est nulle d’apfés M, Plancherel®); |40]|
détant positif on volt que w est positif pour presque tous les II
de AQ; (4) fournit done

. AW

lim TA%,] == w(Il)
pour presque tous les I1. Il sensuit que les hypothtses 1 et 2 sont
incowmpdtibles quand on conserve dans Vénoneé de 2 les ensembles
mesurables généraux A0; comme des: admissibles portions de I'hy-
persurface. Pour lever cette contradiction il suffit de restreindre la
signification de AQ, dans cet énoncé et n'admettre que des cubes
généralisés. -

Il faut encore définir les cubes généralisés; ce sont les portions

de I'hypersurface qui correspondent aux cubes ordinaires quand on

" représente les quatre coordonnées de lhypersurface comme fone-

tions de trois paramétres; cette représentation est possible par des
fonctions analytiques et on pefit — ce yui importe ici — la choisir
telle que le rapport de volumes du cube ordinaire de l'espace pa-
ramétrique et du cube généralisé qui lui correspond dans l'hyper-
surface soit toujours compris entreé deux limites positives finies. Ces
indicalions suffisent anssi dans les cas 2 > 2.

1y Annalen ler Phyﬁk,42,(191ﬂ,’p.1061.Il yugﬁ jel de la mosure de

~ Lelhesgue-Carathéodory.






