Analogies entre les ensembles mesurables B et les
ensembles analytiques.

Par

N. Lusin (Paris).

Il y a une réelle analogie entre les ensembles mesurables B et
les ensembles analytiques les plus généraux. L’essence de cette ana-
logie consiste & ce qu'on peut considérer tout ensemble analytique
non mesurable B comme un ensemble mesurable B de classe o, la lettre
a désignant wn nombre trasfini indéterminé de seconde classe
sextrémement grand® de manire qu'il échappe & tout mode de
représentation finie ).

Cet énoncé, auquel on se trouve naturellement conduits lorsqu'on
suit les ideées de M. Emile Borel, paraitra sans doute vagune
ou méme dénué de sens au lecteur trop habitué aux ralssonnements
des idéalistes: mais I'une des idées que nous serions trés heureux
de faire acquérir & ceux qui s'intéressent & la théore contemporaine
des fonctions, c’est que, dans toutes les questions ol intervient le
transfini ou des définitions négatives, il ne faut pas craindre des rai-
sonnements qui semblent &tre ,vagues“ au point de vue de la lo-
gique abstraite: rien n'est plus dangereux qu'en suivant les voies
de la logique abstraite de se payer de stérilité et de perdre des
propositions fructueux obligatoires pour tout le monde, les idéalistes
inclus. C'est ce que nous allons constater en observant les faits.

Voici ces faits: il y a, dans la théorie des ensembles mesurables
B et des ensembles analytiques. une espéce de dualité qui est en

1) Au lisu de la lettre @, on powrrait écrire la lettre Q par laquelle les idéa~
listes désignent habituelloment ce qu'il appellent le plus petit nombre de troisidme
classe. En effet, le seul role que joue en réalité cette notion c'est simplement servir
& l'exprimer I'idée que I'Analyse classique appellait toujours par le nom Slinfini%,
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quelque sorte analogue & celle que nous trouvons dans la Géoméirie

projective. Pour préciser cette dualité, il est commode d’introduire
la définition suivante: Nous dirons gwun ensemble de points E de
classe quelconque o de la classification de MM. Baire- de la Vallée
Poussin est un élément de classe a si E est la partie com-
mune & une infinité dénombrable d'ensembles E,, E,,..., E,,... de
classes inférieures & o, et si cela est impossible pour son complémen~
tatre CE. On démontre sans aucune difficulté qu’il existe effective-
ment des éléments dans toute classe de la classification de MM.
Baire- de la Vallée Poussin.

Cette définition étant posée, voici comment on peut énoncer la
dualité indiquée :

on déduit de chaque proposition concernant les éléments de classe
@, o dtant un nombre arbitraire de seconde classe de G. Cantor,
une proposition sur les ensembles analytiques en changeant partout les
mots ,élément de classe o en ,ensemble analytique®
¢t les mots ,onsemble de classe inférieure & a“ en ,en-
semble mesurable B“ Réciproquement, on déduit de chaque
proposition sur les ensembles analytiques une proposition concernant
les dléments de classe o, o étant un nombre quelcongue de seconde
classe de G. Oantor, en effectuant partout, dans Vénoncé et dans la
démonstration, le changement inverse des mots indiqués.

Les propositions qu’on obtient de cette maniére *) sont dites duales
ou correlatives par dualité.

La question est maintenant de savoir quelle est la derniére raison
de cotte dualité. Sans vouloir trancher le probléme soulevé par cette
dualité, nous nous bornons & faire les remarques suivantes.

La seule définition logique que nous avonms pour ,le plus
petit nombre de troisitme puissance® £ c'est une qualité
purement négative: l'absence d'une énumération des nombres transfinis

inférieures & 2 au moyen des entiers positifs. Or, cette absence en

1) 11 est & peine besoin de remarquer qu'il est nécessaire de prendre une pré-
caution pour &tre certain d'appliquer d'ume maniére correcte la dualité: il fant
que la proposition considérée ne contienne pas des ensembles de classes supdrieures
i «; de méme, le mot sexistence“exige de grande attention puisqne son sens
(méme constractif) est souvent indéterminé. D'ailleurs, des précautions sont néeces-
gaires pour &tre sfir de constater la présence de I'Axiome de Zermelo dans une
proposition de la théorie des ensembles, comme l'a fait remarquer, avec toute
raison M, W, Bierpinski,
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réalité aura lien pour certains nombres de seconde classe de G Can-
tor, puisque avoir une énumération des nombres inférieurs & « au
moyen des entiers positifs c'est avoir une représentation finie du
nombre . Cependant,. les nombres ¢ qui peuvent étre écrits de cette
manidre sont en une infinité dénombrable et ne sont rien i I'égard
de ceux qui échappent cette réprésentation: il y a une infinité non
dénombrable dés nombres de seconde classe de G. Cantor congus
par les idéalistes et pour lesquels nous n'avons et nous n'aurons
aucune représentation finie et, par suite, aucune énumération indi-
quée.- Les idéalistes considérent ces énumérations comme existantes
,en soi* sans que nous pussions jamais en avoir une. Cest toujours
une des formes du paradoxe du tramfini sur lequel M. Emile
Borel a insisté tant des fois. Il est clair que les éléments £ d'une
‘telle classe «, étant mesurables B pour les idéalistes, possédent en
réalité les propriétés des ensembles analytiques les plus généraux.

Cette possibilité de concevoir un nombre transfini qui est de
seconde classe de G. Cantor et qui en réalité posséde la ¢roisiéme
puissance est, & mon avis, la preuve de ce que nous n'avons pas
une conception suffisamment nette de l'infini actuel bien que cette
notion peut &tre définic en termes de la logique abstraite.

o1l 7'y a pas de Vinfini actuel* (Henri Poincaré)?) et ce
que nous appelons dans nos raissonnements Vinfini actuel ce n'est
que ,fini irés grand* (Emile Borel) On doith M, Emile Borel
cette idée de la plus haute importance4). M. Emile Borel a donné
méme un procédé de formation de certains entiers positifs tout
analogue au procédé transfini de G. Cantor®),

%) Henri Poincaré, Les derniers efforts des logistioiens (Science et Mcthode,
1912, p. 212).

) Emile Borel, La Philosophie mathématique et Vinfini (Revue du Mois,
aofit 1912). -

!) Citons textuellement ce passage important de M. Emile Borel (Revue du
Moss, 10 juillet 1914: L'Infini mathématique et la rdalitd):

w-++ En introduisant des symboles convenables, il sera possible d'derire effecti-
vement d'une maniére trés simple certains nombres qui, dans le systéme décimal,
ne pourraient pas humainement &tre éerits. 8i I'on désfgne par exemple par (n)
un nombre de s chiffres, ((#)) sera un nombre dont le nombre de chiffres & lui-
méme # chiffres de sorte que ((10)) désigne un nombre de 10 miliards de chiffres,
En écrivant une parenthése de-plus, (((10))) désignera un nombre dont le mombre
.do chiffres a lyli-msme 10 milinrds de chiffres, On peut aller bien plus loin et
imaginer que l'on écrive des milliers de parenthdses ainsi su}ierposéel, puis qu'aa
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En.réalité, chaque quantité fixe, chaque valeur constante, chaque
nombre déterminé sont nécessairement finis, Nous ne possédons I'idée
de Vinfini qu'en prenant le fini et en le faisant croitre. C'est tou-
jours done Vindéfini qui est la véritable idée de l'infini. Ainsi nous
revenons aux voies classiques de I'Analyse mathématique qu'elle
avait avant des travaux de G. Cantor.

Mais il fant bien comprendre le vrai sens de la notion de lin-
fini actuel. Voici les idées de M. Emile Borel & cet égard ).

La possibilité humaine de définir en fuit des nombres,»en dépit
des apparences, est trés limitée méme si 'on assigne une durée
indéfini & Ihumanité, D'aprés le caleul de M. A. S. Eddington, la
grandeor de tout corps céléste ne peut jamais dépasser une certaine
limite fixe puisque, dans le cas contraire, la pression du rayonne-
ment sérait supérieure & lattraction neutonienne. Done, nous n'au-
rons jamais, quelques soient les conditions physiques de I'existence,
la quantité suffisante ,des milliards de tonnes de papier” pour
éerire des nombres assez grands et néanmoins finis. On vbjecte or-
dinairement qu'il w’est nullement de nécessité d’écrire effectivement
des nombres pour les avoir déterminds: il suffit de penser & euz.
Mais il faut cependant remarquer quil est trés difficile de négliger
la structure de nos cervesux subis toujours les procédés finis phy-
siques et les lois discontinues des quanta. Dans ces conditions, si
nous voulons proscrire les reflexions trop fantaisistes et converver
3 la Science son but principal: de prévoir les phénoménes obser-
vables au moyen des phénoménes observables, il n'est pas douteux

lieu d’écrire effectivement ces parenthésen on désigne par [n] le nombre ((...{(10))..)}
dans le cas ot il y a » parenthdses: en superposant les crochets, on aura une no-
tation encore plus condensée, et ainsi do suite. 11 est impossible de ne pas étre
frappé de Panalogie enire la définition de tels symboles arithmétiques et la marche
guivie par George Cantor pour construire les mombres transfinis, Dans les del;x
cas, on est arrété par la méme difficulté; ou ne pent formuler effectivement qu'un
nombre fini de conventions et, si loin que ces conventions permettent d'aller, les
nombres qu'elles permettent d'atteindre pratiquement ne sont rien & 1’égard de
ceux qui leur échappent, Lorsqu'on sera arrivé A fixer des conventions t‘elles que
'on puisse déerire en quelques pages un nombre colossalement grand, il y sura
dos nombres encore bien plus grands qui, avec ces mémes conventions, ne pour
ront Btre d6finis que par des dcritures exigeant des milliards de tonnes de papier‘:.
) M. Emile Borel & exposé ces idées dans ses profondes legons aur'ln théorse
des probabilités lues par lui pendant premier semestre do T’année scolaire 1929—
1980 & la Facultd des Soiences de 1'Université de Paris, ‘
4*
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que l'idée de l'infini actuel est simplement un modéle mathématique
dont destination est de représenter un nombre colossalement grand
ofini en s0i“ et qui n'est pas susceptible & aucune représentation
finie 7).

Nous allons maintenant reprendre Ianalogie indiquée entre des
ensembles mesurables B et les ensembles analytiques, et donner des
exemples de couples des propositions duales. Mais avant d’énoncer
explicitement des propositions correlatives, je voudrais d’abord ex-
poser quelques points d'une théorie des ensembles mesurables B
dont les principes j'ai indiqué depuis longtemps 8),

Cette théorie des ensembles mesurables 2 est basée sur les con-
sidérations suivantes ©).

Domaine fondamental. — Tout d’abord, pour avoir les lois logi-
ques énoncées sous forme la plus simple, nous excluons de nos con-
sidérations tous les points rationnels. Nous supposous done que tous

les ensembles linéaires £ de points que nous comsidérons somt for- -

") Un nombre fini peut &chapper & tout mode de représentation finie ot, en
méme temps, un nombre plus grand peut 8tre représentable d'une manidre finie,
I parait que c'est & Archiméde qu'on doit cette remarque importante. Vosr son
PV Arénaire.

) Vosr la Note de M, Lavrentieff: Sur le sous-classes de lu classification
de M. Ren¢ Baire (C. R. Acad. Se., séance du 12 janvier 192b).

Jai entrepris la construction de cette théorie ayant pour but la résolution du
probléme de la détermination des puissances des complémentaires analytiques; je
n'ai reconnu pas & cette époque le vrai caractére de ce probléme d’impossibilité
en le regardant comme un véritaple probléme de la Science. Puisque tout com-

plémentaire analytique B, défini par un crible C, se décompose en une infinitd
transfinie d’ensembles mesurables B

E:E0+E1+Ez+'~-+Em+"'+Ea+"'/Q
la question a été posé de savoir quelles sont les classes des constituantes B, (est
pour la détermination des classes des E, que j'ai introduit la notion d'dlément de
clagse o et ai considérd le role des élements de classe ¢ dans la formation des
autres ensembles do classe o. Puisque tout ensembls & de classe o a été reconnu
comme un ensemble clairsemé d'éléments de classe o, jo fut arrivé & définir les
sous-classes de la classification de MM, Baire — de ]a Valléde Pounssin,

La partie frés importante que M, Lavrentieff a contribué 4 cette théorie
c'est la preuve rigoureuss de ce que cette sous-classification n'est pas purement
idéale, c'est-i-dire qu'il ewiste effectivement des ensembles de elasse ¢ of de toute
soue-classe 8, quel que soit un nombre transfini de seconde clagse g

*) Liexposition compléte de vette théorie sera donnée dans mon livre: Legons
sur les ensembles analytiques qui paraitra chez Gauthier-Villars,
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més de points irrationnels. L'ensemble de fous les points irrationnels
sera appelé domaine fondamental et sera désigné par &

Portions. — Nous appellerons portion du domaine fondamental 9
ensemble des points irrationnels compris entre deux points ration-
nels donnés a et b; nous la désignerons par (a, b). La domaine fon-
damental & sera considéré comme une portion et sera désigné, dans
ce cas, par (— oo, —-oco). Si ¢ est un nombre rationnel, les (— oo, ¢)
et (¢, - 0o) sont encore des portions

Classe initiale. — Par définition méme, est de classe initiale ou
de classe K, tout ensemble de points £ qui est une somme d'un
nombre fini ou infini de portions, ainsi que son complémentaire CE.

Opération fondamentale — L’opération fondamentale qui nous
servira dans cette théorie et que nous faisons introduire conformé-
ment aux idées de M. Ch.de la Vallée Poussin®) est celle de
passage & la limite. Appelons suite convergente toute suite illimitée
d’ensembles de points

1) Ey By, ..., By...

telle que chaque points # du domaine & ou bien appartient, ou bien
n'appartient pas & tous les Z,, sauf un nombre limité d'entre eux
dependant de z. L’ensemble £ est dit limite de la suite convergente
d’ensembles (1) si E est I'ensemble de tous les points # du doumaine
J qui apfmrtiennent chacun & tous les E, & partir d’un certain rang
dépendant de x. Nous dirons, dans ce cas, que E est déduit de la
suite convergente (1) au moyen de lopération de passage & la limite,
et nous le désignons par lim E,,

Notations algébriqus 11). Nous ferons, an sujet des ensembles de
points irrationnels, des conventions classiques concernant les notations
algébriques: de somme K, E,, de partie commune &, X E,, de
différence K, —FE,, des égalités et inégalités E,=F,, E, <Kk,
E=0 et de complémentaire CE. Ainsi, nous avons E,—FE =
= K, X CE,.

Soit P(z,. #y,..., #,) un polynome en z,, u,..., z, & coefficients

10y Ch, de la Vallée Poussin, Sur Ulintdgrale de Lebesgue (Transactions of
the American Mathematical Soctety, 1915);

Ch. de la Vallée Ponssin, Intégrales de Lebesyue, fonctions d’ensembles, classes
de Baire, 1916, p. 8.

1) Voir Ch, de la Vallée Poussin, loc. cit.
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égaux & 1. Si nous substituons aux variables @y, #,..., &, respecti-
vement des ensembles queleonques de points By, Hy,..., K, et si
nous considérons les signes d'opérations -} et X comme somme et
partie commune dans le domaine des ensembles, le polynome P
devient un ensemble de points bien déterminé que nous désignons
encore par P(E,, E,,..., B,). Dans ce cas, la signification de
P(E,, E,,..., E,) ne dépend nullement de l'ordre des termes de P.

Si le polynome P(z,, @,..., ®,) & pour coefficients 4 1 et — 1
et si le premier terme de P est positif, nous pouvons encore retenir
linterprétation de P(E,, Zy,..., E,) dans le domaine des ensembles
sous la condition de poser

U Ve W= (U— V) — W,

les U, Vet W étant des ensembles quelconques de points, Dans
ce cas, le sens de 'expression P(E,, E,,., £,) dépend naturellement
de l'ordre des termes du polynome P(x,, 2,,.... ).

Series densembles. — Appelons série d'ensembles le symbole infini

2 L R e S Y

ot la lettre u, désigne un ensemble de points préeédé du signe |-
ou de signe —

L'ensemble de points qu'on obtient en supprimant le signe du
terme u, sera appelé valeur absolue de u,; nous désignerons par |u
cet ensemble.

Nous dirons qu'une sérié d'ensembles (2) est convergente i, S,
étant la somme des 7 premiers termes de celte série, la suite
81, Sgyeeey Sy, est convergente. Dans ce cus, l'ensemble-limite §

de cette suite sera appelé somme de la série (2) et nous écrirons
I'égalité

ol

S=uy 1w+ ug ... 4w, +...

.Nous ne considérons jamais que des séries convergentes: ces
séries ont le premier terme u, positif puisque, dans le cas contraire,
la somme S, des n premiers termes n’aurait ancun sens.

Nous nous occuperons des séries alterndes décroivsantes: ces séries
sont de la forme

By — B4 By — B+ ... (— 1M E, 4 ...

oli les ensembles de points E,,... forment une suite déorois-
sante: By >E, > .. > E, > ...
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Pour quune série allernée décroissante d'ensembles E,— E, -}

+ By — ... 8oit convergente, il faut et il suffit que le terme général
tende vers zéro: lim E, = 0.

Classification des ensembles. — C'est & partir de la classe initiale

K, et au moyen de I'opération fondamentale lim que nous définis-
sons formellement pas & pas le classes successives de Baire —
de la Vallée Poussin

Eo, Ky, Kooy By Kgyerny Koy Q.

La classe K, est ici définie logiquement (formellement) comme
Tensemble de tous les ensembles de points Z qui sont limites,
E=1lim E,, d’ensembles E, de classes précédentes sans &tre d'une

classe précédente. .

Les classes de la classification de MM. Baire—de la Vallée
Poussin n'ont pas d’éléments communs deux & deux.

La totalité des ensembles appartenant aux clusses de cette classifi-
cation coincide avec la totalité des ensembles mesurables B.

Si Iensemble quelconque K appartient 4 la classe K, nous éeri-

‘vons Dégalité

dE=ua

et nous dirons que E est de classe a. ,
Si Vensemble de points E est de classe a, son complémentaire CE

. Dest aussi.

La somme Ey+ By ...+ E, et le produit By, X By X... X E,
d'un nombre fini densembles est de classe au plus égale & la plus
grande des classes des ensembles composants E,. ‘

Accessibilité. — Nous dirons qu'un ensemble Z appartenant A la
classe K, est accessible supérieurement si E est la partie commune
A une infinité dénombrable d’ensembles de classes inférieures & a.
De méme, nous dirous que l'ensemble £ de classe o est accessible
inférieurement si E est la somme d’une infinité dénombrable d'en-
sembles de classes inférieures & a.

Si l'ensemble E de classe a est accessible supérieurement, son-
complémentaire CE est accessible inférieurement, et vice versa.

L'ensemble E de classe a est dit bilatéral #'il est accessible su-
périeurement et inférieurement en méme temps; Vensemble K de
classe o est dit unilatéral gil est accessible supérieurement ou infé-
rieurement et #'il n'est pas bilatéral.
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Enfin, disons que l'ensemble £ de classe a est inaccessible de
" deux cotés 81l n'est accessible ni supérieurement, ni inférieurement.

Toute classe K., de premiére espéce est forméde des ensembles wuni-
latérauz et des ensembles inaccessibles de deux cotés. Toute classe K,
de seconde espéce est formée des ensembles bilatéruux, unilatérauz et
inaccessibles de denz cotés.

Les classes de premitre espéce K., me pewvent pas contenir des
ensembles bilatéraux. Toute classe de seconde espice contient effecti-
vement des ensembles bilatéraux.

L’ensemble de tous les ensembles bilatéraux de la classe K, de
seconde espéce s'appelle base de la classe K,; la base de la classe
K, sera désignée par B,.

La limite d'ensembles de la base B, me peut jamais appartenir
@ la classe K. :

Si Uensemble E de points est la somme d'une série alternante d'ensem-
bles de classes <a, alors E est ou bien de classe <<a, ou bien de la base B,

Eléments. — Pour analyser la structure des ensembles de classe
@ les plus généraux, nous premons comme un instrument les en-
sembles wnilatéraux accessibles supérieurement de K,. Ces ensembles
sont dits éléments de classe a.

Il y a une analogie réelle d'une part entre les points ordinaires
et les éléments de la classe K,, et d’autre part entre les portions
du domaine fondamental & et les ensembles de la base B,.

Les éléments de classe @ jouent un réle tout-a-fait essentiel dans
la formation des ensembles de classe «:

la condition nécessaire et suffisante pour qwun ensemble de points
E soit de classe < est que B soit une somme dune infinité dénom-
brable d'éléments de classes < @ sans parties communes deuz & deuz,
ainsi que son complémentaire CE: =e+et...4e +.. .
CE=n+m—t..d ., ¢ et 7y étant des édléments de classes
<< e sans point commun deux & deus.

Séparabili.te’ (@). — Deux ensembles quelconques de points |
e? E, sont dits .séparables relativement a la classe K, ou simplement
sepmiables () &l existe deux ensembles H, et H, de classes <a
ou bien de la base B,, sans partie commune et contenant respecti-

vement les ensembles Z, et Z,: K, < H,, E,<CH,. Ces ensembles
H, et H, sont dits séparateurs 12),

1) -Je dois & M, Henri Lebesgue cette terminologie.
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Premier petit principe. — Un point pris seul est évidemment
un élément de classe 1 Deux points différents x, et x, sont mani-
festement séparables au moyen de deux portions du domaine fon-
damental, 6, et J,, sans partie commune. La méme proposition
a lieu pour les éléments de la classe K,; nous appellerons cette im-
portante proposition premier petit principe. Voici son énoncé:

Premier petit principe. — Deux éléments de classe a sans
partie commune sont toujours séparables (a).

Le role que joue ce principe est trés important. Voici la dé-
monstration de ce principe.

Soient £ et & deux éléments de classe ¢ sans point commun.
Par définitions méme, E et & sout respectivement les limites de
deux suites décroissantes

B> Ey>..>E>...
>8> ...> 8> ...

et

d’ensembles de classes << a: E=Ilim E,, §=1lim §,.
Eecrivons maintenant deux schémes verticaux

g 9 AT
BLs  BG
£, /é‘, -Ez‘“é‘z
Ea7€3 E3~\~6'3

/ N\
E,,-'—'—(g,, ]-’J,f“"é'n
/ N\

et prenons tous les produits de deux lettres situées sur une méme
droite inclinée avec le signe 4 et les produits de deux lettres si-
tudes sur une méme droite horizontale avec le signe —. Nous
obtenons ainsi deux séries altérnées décroissantes d’ensembles de

classes <<a
9B, —FB, -8 + 8 B —FEy & +...
I8 —8 E +E, 8 — & Ey ...

Ces deux séries d’ensembles sont évidemment convergentes puis-
que E et & n'ont pas de point commun et, par suite, le terme gé-
‘néral des deux séries a pour limite zéro.

et
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Soit H, la somme de la premiére série et H; la somme de la
deuxiéme, D’aprés la théordme précédent sur les séries alternées
d’ensembles de classes << ¢, les deux ensembles H, et H, sont ox
bien de classe <Ca, ou bien de la base B,.

Cela posé, prenons un point queleconque z du domaine & Sup-
posons que z appartient & & termes de la colonne gauche et &
termes de la colonne droite du schdme vertical précédent. On a ma.
nifestement k=1 et !>>1. 8i k=1, le point x n'appartient ni
A H,, ni & H,; il appartient évidemment & H, ou & H, suivant
que nous avons % >7 ou k<Z/l Done, les ensembles H, et H, sont
sans points communs et contiennent respectivement E et 8, ce qui
prouve le premier petit principe. e.q fd

Ensembles isolés déléments. ~— Il est évident qu'un nombre fini
de points différents x,, ,..., @, sont séparables simultanément au
moyen de portions correspondantes d,, d,,.... d, sans parties ,com-
munes deux & deux. De méme, les éléments ¢, ¢,,..., ¢, de classe
o sans points communs deux & deux sont toujours séparables simul-
tanément au moyen des ensembles-séparateurs hy, hy,..., h,, de classe
< @, ou bien de lg base B,.

Or, une infinité dénombrable de points x,, ,,..., #,,... n'admet
cette séparation simultanée (uniforme) que dans le cas o leur en-
semble E est un ensemble isolé: cela vaut dire que chaque point x
de E est isolé dans E pouvant étre enfermé dans une portion &
qui ne contient aucun autre point de E.

D'une maniére analogue, considérons un ensemble dénombrable
E déléments e, ¢,,... 6,,... de classe @, Un élément ¢ de & est
dit isolé dans E #il existe un ensemble-séparateur H de classe < c,
ou bien de la base B,, contenant I'élément ¢ et qui ne contient pas
de points d'un élémente de E autre gue ¢ L’ensemble K lui-méme
est dit isol¢ si chacun de ses éléments est isolé dans Z.

Pour qwune infinité dénombrable d'éléments de classe o

€1) €gyevey Epyenn

sans points communs deux & deux admette une séparation uniforme,
il faut et il suffit que leur ensemble B soit un ensemble isolé,
Ensembles clairsemés d'éléments. — Lrune des motions importantes
qu'on doit & M. A. Denjoy, c'est la définition d’ensemble clairsemé,
Nous savons déja ce qu'on doit entendre, d’aprés M. A. Denjoy,
par ensemble clairsemé de points: cest un ensemble dénombrable de
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points & dont chaque partie F, posséde un point isolé dans E,.
On sait que tout ensemble clairsemé Z de point peut &tre mis sous
forme bien ordonnée

1 Tyy Tyy Bayerny Tgyeeey Lyyont/d

correspondant & un nombre transfini & de secende classe de G. Can-
tor de maniére que le terme =, soit un point isolé dans une partie
de Z qu'on obtient en supprimant de E tous les points z, qui
précédent z,, 9’ <(y; ici le nombre y est un nombre queleconque
inférieur & ., En d'autres {ermes, & la suite bien ordonnée de
points (1) nous pouvons faire correspondre une suite bien ordonnée

@) Boy O1y Baserer Bureney ByerrfS

formée de portions du domaine & et telle que, quel que soit un
nombre y inférieur & &, la portion d, contienne le point correspon-
dant z, et ne contienne aucun des points suivants Ty Y >
On sait que la notion d'ensemble clairsemé est un instrument trés
utile dans I'étude des ensembles dénombrables de points 13).

De méme, nous appelons ensemble clairsemé d'éléments de classe
@ tout ensemble dénombrable E d’éléments de classe @ sans points
communs deux & deux dont chaque partie £, posséde un élément
isolé dans E;. Tout ensemble clairsemé E d'éléments de classe «
peut étre mis sous forme bien ordonnée .

(I) €oy €1y Cayevny €4yanny Gya'“/'&

correspondant & un nombre transfini & de seconde classe de G. Can-
tor de maniére qu'il existe une suite bien ordonnée des ensembles-
séparateurs de classe </« ou de la base B,

(II) Boy by, hayecey hgyenny Byyen /9

telle que, quel que soit un nombre y inférieureur a 9, l’ensel.nble-
séparateur h, contienne l'élément correspondant e, et ne contienne
des points d’aucun des éléments suivants e,., ¥'>7.

La notion d’ensemble clairsemé d'éléments joue un rdle tout-a-

13) M, M, Fréchet a transporté la notion d'ensemble clairsemé dansle domaine
de la Topologie, Voir ses importants Les espaces abstraits, Paris, 1928, p. 17
et les travaux dans les Fundamente Mathematicas, 1927—1929.


Yakuza


60 N. Lusin:

fait essentiel dans 'étude de la structure-méme des ensembles les
plus généraux de classe @. En voici les raisons,

Un point du domaine & pris seul est évidemment un élément
de classe 1. En général, un ensemble dénombrable Z de points est
un ensemble de classe 2 (accessible inférieurement) Pour quw'un
ensemble dénombrable E de points sott de classe 1, il faut et il suffit
que Uensemble E soit clairsemé au sens de M. A. Denjoy.

De méme, en général, un ensemble dénombrable  d'éléments
de classe <« sans points communs deux & deux est un ensemble
de classe a1 (accessible inférieurement). Pour qu'un ensemble K
mesurable B soit de classe <@, il faut et il suffit que Uensemble I
puisse étre consideré comme la réunion d'ume infinité dénombrable
d’éléments de classe <C o sans points communs dewx & dewr et dont
Vensemble est clairsemé au sens précédemment donné 14):

(I E:eo—|—-el—l—-e,—{—...+em—]—...+ey+.../9.

) Nous avons défini précédemment les ensembles clairsemés formés d'éléments
préviséments de classe ¢ (et non pas de classes < @), 8i l'on borne 4 vetlq défi-
nition, le théoréme du texte doit &tre énoncé de la maniére suivante:

Tout ensemble E de classe <C a est la somme de deux ensembles E, et E,
dont le premier est de classe « accessible inférieurement et le second est formé
d'une infinité dénombrable d'¢léments préciscment de classe o sans points com-
muns deux & deux et dont Vensemble est clairsemé nu sens prioddemment défini.
Réciproquement, la somme de deux ensembles E, o E, de la forme indiquée est
un ensemble de classe <Ca.

Mais il me semble préferable d’étendre un peu la définition donnée on intro-
duisant la notion d’ensemble clairsemd relativement & la classe «: c'ost le cas
oli-tous les ensembles-séparateurs hy sont de classe < e, ou de la base B, quel
que soient les éléments correspondants ey de classes =<,

On voit bien que, en adoptant cette définition, nous pouvons supprimer 1'en-
semble E, puisque tous les éléments ¢ de E, sont de classes inférieures & « et,
par suite, nous pouvons les supposer identiques aux ensembles-séparateurs % cor-
respondants. Il en résulte que si nous numérotons les léments de E, au moyen
des entiers finis, en reservant les indices transfinis pour les éléments de K, nous
obtenons le développement clairsémé (IIX) du texte,

Aux ensemblea clairsemés relativement A la classe @, on peut opposer les en-
sembles clairsemds au sens absolu: c'est le cas ot chaque ensemble-séparateur A,
ost ou bien de classe rigoureusement inférieure & la classe de ¢
dant e,, ou bien de ls classe de cet ¢lément,

La notion d’ensemble clairsemé au sens absola est trés i
qu'elle nous permet d'étadier d-
bilatérauz de chaque classe o

1'élément corempon~

mportante, parce
une maniére anslogue la structure des ensembles
de denxiéme espéce.
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Les sous-classes. — Ainsi, on peut toujours mettre tout ensemble
E mesurable B de classe o sous la forme d’une série clairsemée
d’éléments de classes <Jo en une infinité dénombrable

1 E=eo+el+eg+...+ew+...+ey—}—.../3

qui correspond a un nombre transfini & de seconde classe de G. Can-
tor. Comme chaque ensemble E de classe @ admet une infinité des
développement différents (III), & E correspond une infinité des
nombres transfinis 4. Parmi ces nombres 9, il y a un qui est le
plus petit; nous le désignons par 8. Ainsi & chaque ensemble E
de classe & correspond un nombre transfini 8 bien déterminé.

Nous conviendrons de dire que les ensembles E de classe e, qui
correspondent aw méme nombre transfini B, forment la sous-classe B.
Nous sommes ainsi amenés & la répartition théorique des ensembles de
classe a de la classification de Baire—de la Vallée Poussin en une
infinité tramsfinie de sous-classes numérotées au moyen des nombres
transfints de seconde classe de G. Cantor.

On voit bien que les sous classes ainsi définies sont sans élé-
ments communs deux b deux et que chague ensemble E mesurable B
appartient & une classe déterminée o et & une sous-classe déterminé §.

" 11 serait tous & fait désirable qu'on ait quelques résultats géné-
raux sur la sous-classification ainsi définie des ensembles mesu-
rables B.

La sous-classification et le théoréme de Buire. — On doit & M. Baire
un résultat de la plus haute importance, qui nous donne la condition
néeessaire et suffisante pour quon puisse considérer la fonction f(x)
déterminée par ses valeurs numériques sur le segment (0 <Cw<<1)
comme limite de fonctions continues, c'est-G-dire comme une fonction
de classe | de sa classification. On sait que la partie principale de
la démonstration de M. Baire lui-méme consiste & fournir un pro-
cédé régulier opératoire permettant, par une infinité dénombrable
d’opérations et & partir des valeurs numériques de f(x), de reconn-
aitre 51 f(x) est ou non de classe 1 et, dans le premier cas, de
trouver effectivement une suite de fonctions continues f;(z), f3(®),.-
tendant vers f(x). ,

Cependant, le procédé opératoire de M. Baire bien qu'étant dé-
nombrable, est essentiellement #ransfini, puisque les pas successifs
du procédé de M. Baire sont numérotés au moyen des certains
nombres transfinis de seconde classe de G. Cantor, en une infinité
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dénombrable. Clest la raison pour laquelle M. M. H. Lebesgtie ot
Ch. de la Vallée Poussin ont donné plusieurs démonstrations  du
théordme de M, Baire sans linfervention des nombres transfinis 15),
On sait que les difficultés de la démonstration de ce théoréme ont
été vaincues au prix de la perte du procédé régulier opératoire: c’est
Texistence seule d’une suite de fonctions continues f;(x), fy(z),...
tendant vers f(z) donnée qui a été obtenue et non pas la construction
effective de chacune des fonctions fq, f;,...1%)

Si nous reprenons maintenant le procédé opératoire de M. Baire,
nous ohservons immédiatement que la longueur du procédé de
M. Baire est différente pour les fonctions diverses: cette longueur
dépend entiérement de la fonction considérée f(z). Et comme la
longueur du procédé de M. Baire a pour mesure un nombre trans-
fini déterminé de seconde classe de (. Cantor, il est naturel de

1) Voir l'article de M, H. Lebesgue dans le Bulletin de la Socidtd mathé-
matique de France, 1904, Voir anssi la Note de M. H. Lebesgue Ddmonstration
d’un théoréme de M. Baire dans les Legons sur les fonctions de variables rdelles
1905 de M. Emile Borel et le Mémoire de M. H. Lebesgue Sur les fonctions
représentables analytiquement (Journal de Mathématiques, 1905, p. 188).

Ch. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, fonctions d'ensembles, classes
de Baire, 1918, p. 126. Cf. C. Kuratowski, Fund. Math, t. IIL, p, 104,

Je dois signaler que, en 1903, M. Emile Borel dans la Note Sur la repré-
sentation effective de certaines fonctions discontinues, comme limites de fonctions
continues (Comptes Rendus Acad. Sc., t. 137, 80 novembre 1903, p. 908) a insisté
sur I'intérét qu'on aurait i obtenir la démonstration du théordme de Baire sans
Pintervention des nombres transfinis et a indiqué qu'il y a des précédents dans
le cas du théoréme dit de Cantor Bendixon.

16) Dane son Mémoire Sur les fonctions reprdsentables analytiquement (Journ.
de Math,, 1905, p. 183), M. H. Lebesgue a fait une intéressante remarque en
plagant la question sur le terrain du réalisme: ,Tout procédd opératoire relatif aux
f?ncﬁonu les plus générales suppose que l'on sait effectuer certaies opérations rela~
tives & ces fonctions, Comme il n'y & aucune question, si simple qu'elle soit, que
Ton puisss résoudre pour la fonetion la plus générale, donnde d’une manidre quel-
conque, tout procédé opératoire est illusoire quand on cherche & Pappliquer au
cas général. Le procédé de M. Baire n'échappe pas & cette critique, car il sup-
pose que I'on sache trouver les points de discontinuité d’une fonction sur un en-~
semble parfait, ce que I'on ne sait pas faire dans le cas général. Mais, comme lo
plus souvent on sait effectuer cette rechorche, lo procédé de M, Bair:a est prati-
quement utile toutes les fois quil ne demande qu'un nombre fini d'opérations
Quand il exige un nombre infini d’opérations, il peut encore 8tre utile, non plul;

a proprement parler comme procédd opératoire, mais comme guide du raisson-
nement”,
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classer les fonctions f(x) de classe 1 suivant la longueur du procédé
opératoire de M. Baire. Nous sommes ainsi amenés & la répartition
des fonctions de classe 1 en sous-classes numérotées au moyen des
nombres transfinis de seconde classe de (. Cantor 7).

Si nous appliquons maintenant le procédé opératoire de M. Baire
aux fonetions f(z) de classe 1 ne pouvant prendre que lune des deux
valewrs O et 1, voici ce que nous copstatons: une telle ‘fonction f(x)
définit un ensemble E des points pour lesquels la fonction ala va-
Jeur 1; cet ensemble E est de classe 1 (ou bien 0) dans la classi-
fication d’ensembles de Baire—de la Vallée Poussin. Mais le point
capital consiste précisément b ce que le procédé opératoire de Baire
appliquée & une telle fonction f(x) est identique au développement de
Pensemble E en une série clairsemé (IL1) formée d'éléments de classe 1,
Cest-a-dire composée de points et d'ensembles parfaits, en une infinité
dénombrable. Cest cette décomposition d’un ensemble de classe 1
en série clairsemée d’ensembles fermés qui constitue la vraie essence
de la démonstration de M. Baire de son théoréme. D'ailleurs, les
sous-classes déduites du proecédé de M Baire coincident avec les
sous-classes définies au moyen des développements clairsemés et,
par suite, le procédé de M. Baire fournit les séries clairsemées dont
la longueur est la plus petite.

Comme tout ensemble de classe &, quel que soit @ fini ou trans-
fini de seconde classe de (. Cantor, est développable en série clair-
semée d’éléments, nous en concluons que le procédé opératoire de
M. Baire se conserve aux classes supérieures.

Méthode de M. Baire des définitions arithmétiques. — On sait
que M. René Baire lui-méme n'utilisait jamais la méthode d'appli-
cation sur le continu pour démontrer existence des fonctions de toute
classe. Cette précaution est trés naturelle au point de vue du réa-
lisme sévére, puisque considérer comme donnée une fonetion f(x) de
classe o déduite de I'application sur le continu de la famille & com-
posée de toutes les fonctions des classes inférieures & @, c’est regar-
der comme connue chacun fonction rentrant dans la famille & ce

17) M. A. Denjoy & signalé I'intérét qui s'attache & la repartition des fonetions.
totalisables en classes suivant la longueur du procédé de la totalisation, La repar-
titlon faite par M, A, Denjoy en 1916 dans son Mémoire sur la totalisation des
nompres dérivés non sommables (Annales de I'Ecole Supérieure, t. 33) ressemble

beaucoup 4 la répartition indiquée des fonctions de classe 1 suivant la longueur

du procédé opératoire de M. Baire.
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qu'on ne peut pas prendre au sérieux, la puissance de la famille &
étant non dénombrable 18),

C'est la raison pour laquelle M. René Baire lui-méme a préferé
construire en fait une fonetion f(x) déterminde de la classe consi-
dérée en lui donnant une définition arithmétique. Clest préeisément
par cette méthode que M. Baire a démontré l'existence constructive
des fonctions de classe 3. Voicei la fonetion de M. Baire:

si lom réduit en fraction continue wun nombre irrationnel x compris
entre 0 et 1

o=t
o+ 1
a2+'. . + 1
R a”+ te, 1
la fouction f(x) égale & 1 si les quotients incomplets oy, gy, Cupe
tendent vers Uinfini, et égule & O dans le cas contraire, est une fone-
tion précisément de classe 8.

On sait que les recherches de M. Baire !%) ont été arrétées sur
Pétude des fonctions de classe 8. Or, les idées sur lesquelles est
basée la théorie considérée des ensembles B et dont partie est em-
pruntée de M. H. Lebesgue 2°) et de M. R. Baire lni-méme, per-

18) La méthode d'application sur le continu a été employée: par M, Emile
Borel dans Note III de ses Legons sur les fonctions de variables rdelles, 190b
pour établir Iexistence des fonctions de toute classe finie; par M. Henri Lebesgue
pour établir I'existence des fonctions du toute classe (Journ, de Muath,, 1905,
P ig)), par Ch. de la Vallée Poussin (Intdgrales, Jonctions, classes de Baire,
p- .

Voir aussi 1a Note do M, W, Sierpitiski: Sur Vewistence de toutes les classes
d'ensembles mesurables B (C. R, Aead. Se,, novembre 1922) et 1a Note de M, C,
Kuratowski; Sur l'emistence effective des fonctions représentables analytiqaiwment
de toute classe de Baire (C. R. Acad. Se., Janvier 1923).

Une autre méthode dont la natore est peut-gtre difficile & préciser, est don-
née p.qr M. W. Sierpidski et par l'auteur. Poir notre Note: Sur les c’Zassea des
constituantes d'un complémentaire analytique (C. R. Acad. Se., séance du 12
novembre 1929). '

1) Voir son profond Mémoire Sur la reprisentation des Jonctions diseonti-
nues, deuxitme partie (dcta Mathematica, t. 3, 1909).

) La notion importante d'élément de classe o est due & M. Henri Lehesgue:
Uillustre anteur a appelé ensemble de rang o ce que nous appelons mniutenuné
diément de classe o ot » indiqué trés nettement le réle important de cos ensemblos
dans théorémes X et XVII de son fondamental Mémoire Sur les Jonctions reprd-
sentables analytiquement (Journal de Mathdmatiques, 1905, pp. 178 ot 191)
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mettent de prolonger #rés naturellement les recherches de M. R. Baire
au deld de la classe 3 et de pénétrer dans la structuréd-méme, des
ensembles de classes supérieures. En particulier, la possibilité se
présenta de donner des définitions arithmétiques & des fonctions de
classes supérieures. Voici un résultat fort intéressant des recherches
de Mie Keldych sur cette voie:

si Pon réduit en fraction continue wun nombre irrationnel x com-
pris entre 0 et 1

" 1
T=oF 1
al+'._+ 1
o+,

la fonction f(x) égale & 1 si parmi les quotients incomplels Gy, Clyyey Gpye
il ewiste une infinité des quotients incomplets différents dont chacun
est répélé une infinité de fois, et égale & O dans le cas conbraire, est
une fonction précisément de classe 4.

1l serait fort intéressant de pouvoir donnmer un exemple arith-
méthique de fonction d'une classe finie arbitraire de M. B. Baire
et, en particulier, de classe 5.

Les recherches de M. Lavrentieff. — Revenons maintenant  la
sous-classification des ensembles de classe . On peut se. demander
§i cette sous-classification n'est pas purement idéale, c'est-a-dire s'il
eviste effectivement des ensembles dans les diverses sous-classes dé-
finies précédemment. C'est M. Lavrentieff qui a ‘contribué & la théorie
précédente un résultat tout fondamental sans lequel ]a théorie ex-
posée serait purement formelle: il existe effectivenient des ensembles
de classe o et de toutes sous-classes ®').

D'ailleurs, il a démontré que les sous-classes se conservent dans
toutes les transformations homéomorphes. .

Séparabilité (Ca). — Nous avons introduit précédemment la no_tfon
de séparabilité (). Eusuite, nous avons démontré une p'ropossltloxT
fondamentale que nous avons appelé premier petit principe et qui
consiste & ce que deux éléments guelconques de classe o sans partie
commune. sont toujours séparables (a).

) Foir la Note de M. Lavrentieff: Sur les sous-classes de lo classificalion
de M. Rend Baire (C. R. Acad. Se., séance du 12 janvier 1925).

Fundamenta Mathematicae t. XVIL. 5
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1l est naturel de chercher & généraliser ce fait important et
d’étendre la théorie de séparabilité dans autres ensembles de classe
‘a. Bt il est naturel de commencer la construction de cette théorie
par l'étude de la séparabilité au moyen des complémentaires d'élé-
ments de classe o, cest-i-dire au moyen des ensembles accessibles
inférieurement de classe a.

Posons la définition suivante:

Nous dirons que deuzx ensembles de points By et By sont simulta-
nément séparables (Ca) §'il existe deww ensembles Hy et H, de classe
@ et accessibles inférieurement, n'ayant aucun point commun et con-
tenant respectivement By et L.

Avant d’indiquer le principe de cette théorie, il convient de faire
la remarque suivaute *2). Il serait inutile d’introduire. la notion de
séparabilité simultande au moyen de deux éldments Hy et H, de
classe @, puisque, dans ce cas, les ensembles 2, et K, considérés
seraient simplement séparables (¢). Au contraire, il est important
d'introduire la séparabilité (Ca), puisque nous verrons qu'il existe deux
ensembles H, ef H, de classe o accessibles  inférieurement, n’ayant
aucun point commun, qui ne sont pas séparables ().

Deuxitme petit principe. — La théorie de la séparabilité (Ca) est
basée sur Ja proposition fondamentale suivante que nous appelons
deuxiéme petit principe.

Deuxiéme petit principe. — St B, of K, sont deux dlé-
menis de classe a, les ensembles R, et Ry, que lon obtient en sup-
primant de Ey et Ky leur partic commune, sont toujours simultanément
séparables (Car).

Pour le démontrer, prenons deux schémes verticaux précédents
ol T'on ne suppose plus que les éléments donnés Z et & de classe

sont sans point commun. Done; F et 8 peuvent avoir des points
communs.

Posons
‘Hl=(“7'E1"“E1'81)+(51‘E2~E,-8,)+...

ot
H1_—"("?'81_81'];1)+(-E1‘85““€2'.E5)+»..

On voif bien que H, et H, ainsi définis sont: ou bien de classes
<o, ou bien de la base B,, ou bien des onsembles unilatéraux de

) Cf. ma note: Sur un principe géndral de

. la théorie des ensemd -
tiques (C. B, Acad. Se,, séance du 2 sept. 1929), naembles analy

.
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classe o accegsibles inférieurement. Bt comme H, et H, n’ont aucun
point commun et contiennent respectivement les ensembles By et R,
qu'on obtient en supprimant de E et & leur partie commune, le
principe énoncé est démontré.

Ensembles & plusieurs dimensions. — Pour fixer les idées nous
nous bornons au cas des ensembles dans I'espace & dewr dimensions.

Prenons Vespace euclidien 6 & deux dimensions. Soit, dans cet
espace, un systéme d'axes rectangulaires queleonque que nous dési-
gnerons par X0Y.

Appelons domainé fondamental & deusx dimensions Pensemble de
tous les points M (¥, y) du plan X0Y ayant les deux coordonnées,
x et y, irrationnels. Le domaine fondamental & deux dimensions sera
désigné par J,.

Tous les ensembles plans que nous aurons & considérer sont
formés de points du domaine fondamental J,.

Appelons portion du domaine J,, Pensemble des points M (z, ¥)
de ce domaine dont les coordonnées, z et y, appartiennent chacune
aux portions (a,b) et (¢, d) situées respectivement dans les domaines
fondamentaux linéaires J, et dJ,.

Un ensemble E de points du domaine &, , est dit de classe ini-
tiale K, ou de classe 0, si Vensemble £ et son complémentaire CE
(velativement & &) sont chacun une somme dun nombre fini ou
infini de portions du domaine fondamental d, ,.

Si nous cherchons & analyser toutes les définitions et considé-
rations que.nous avons donné précédemment relativement aux en-
sembles linéaires, nous constatons qu'elles sont encore toutes appli-
cables sans aucun changement aux domaines & plusieurs dimensions.

En particulier, nous avons les classes de Baire—de la Valée
Poussin :

Ky, Ky, Kyyoooy Kyyovvs Koo o2

et, dans chaque classe K,, nous avons des éléments, des ensembles
unilatéraux accessibles inférieurements et des ensembles inaccessibles
des deux cotés; si la classe K, est de deuxiéme espéce (c'est b.—d'ire
une classe limite), nous avons, dans cette classe, des ensembles bila-
léraux, dont lensemble est dit base B, de classe a. .

La définition des sous-classes et leurs propriétés restent intactes.
dans les domaines & plusiears dimensions.

D'ailleurs, le domaine fondamental 3 deux dimensions J, et le
5*
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domaine fondamental linéaire &, gont visiblement homéomorphes et,
par suite, nous avons les équations simultanées définissant cette ho-
méomorphie

z=0o), y=1v(
(T) { t=.’F(.70, )

"ot les fonetions ¢ ou 3 sont continues sur &, et la fonction #(x, y)
est continue sur J, ,.

La transformation (7') fait correspondre & tout ensemble de points
E dans &,, un ensemble linéaire ¢ dans &), et wice versa. Il est
mapifeste que cette transformation (7) conserve la classe et la
sous-classe si I'ensemble Z ou ¢ est mesurable B.

Ensembles wniversels et doublement wuniversels. — Soit I un en-
semble de points quelconque situé dans le domaine & deux dimen-
sions &, ,. Prenons un point #, quelconque dans &, et menons la
droite ===, paralléle & 'axe 0Y. La droite #==2, coupe l'en-
semble Z' en un certain ensemble linéaire que nous désignons par e.

On voit bien que, si E est un ensemble de classe @, l'ensemble
€ considéré comme un ensemble lindaire est de classe <Ca. Si K est
un élément de classe @, l'ensemble linéaire ¢ est ou bien de classe
< 0, ou bien un ensemble de classe o accessible supérienrement;
si B est un ensemble-complémentaire d'un élément de classe a, l'en-
semble linéaire ¢ est ou bien de classe <@, ow bien un ensemblo
de classe @ accessible inférieurement; si E est un ensemble de la
gzs?a%;s:’e;:?mble hnéal‘re ¢ est ou bien de classe <@, ouw bien

Posons la définition suivante.

Définition — Un élément E de classe a situé dans J,, est dit
universel si mous avons, en le coupant avec les paralldles & Paze 0¥ )
tou; les ensembles lindaires de classe < a et fous les ensembles acces-
sibles supérieurement de classe a.

.I'l exf'ste des éléments universels de toute classe; telle est la pro-
position 1mportante de M. Lavrentieff qu'il a obtenue au cours de ses
recherches sur l'existence effective dans ensembles de toute sous-
classe #8). De méme, il existe des complémentaires wniversels @'un

élément de toute classe: il suffit de prendre le complémentaire d’un
élément universel de classe considéré «, |

") C. R. 4ead, So., séance du 12 janvier 1925,
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Au contraire, il est impossible d'avoir un ensemble E universel de
classe @, quel que soit a. De méme, il est impossible d'avoir un en-
semble E universel bilatéral de classe a, quel que soit a de deuxiéme
espéce.

En effet, supposons que K est un ensemble de classe ¢ uni-
versel. Cela veut dire qu'on cbtient tous les ensembles linéaires e
de classe <C o en coupant £ par des paralltles & I'axe 0Y. Menons
la diagonale =1y et désignons par @ l'ensemble de points de
cette diagonale qui n’appartiennent pas & £; soit % la projection
de © sur Yaxe 0Y. Il est évident que # considéré comme un en-
semble de points du domaine &, est un ensemble de classe <Ca.
Done, il existe une paralléle & l'axe 0Y, x=u,, qui coupe 'ensemble
E précisément en 7, ce qui est impossible (le raisonnement par
diagonale de Cantor) e. qf d

Par le méme raisonnement, on démontre I'impossibilité dun
ensemble universel bilatéral de classe limite c.

Posons une définition trés utile. Un couple (E,, ;) d’éléments
de classe ¢ situés dans le domaine J,, est dit doublement universel
si, quels que soient les ensembles linéaires ¢, et e, de classe e,
ou bien de classe @ accessibles supérieurement, il existe une droite
x =, paralléle & l'axe 0Y qui coupe FE, et E; en ¢ et e, respe-
ctivement 24),

Il y a des couples doublement universels. Pour le démontrer, con-
sidérons, dans le domaine & deux dimensions J,,, un élément uni-
versel E. Cela veut dire qu'on obtient tous les-ensembles linéaires
de classe < @, ou bien de classe o accessibles supérieurement, en
coupant 'ensemble E par des paralléles t=1¢, & l'axe 0Y. .

Cela posé, prenons un domaine fondamental nouvel & deux d}-
mensions d,, et considérons une transformation d’homéomorphie
en domaine linéaire J,. Soit

{ﬁ=¢w,a;ww

() 2= Ft,, t)

cette transformation; ici les fonctions @ et ¢ sont continues sur s
et la fonction F est continue sur & ,.

34) Of. ma note: Sur un principe général de la théorie des ensembles analy-
lytiques (C. R. Acad. So., séance du 2 sept. 1929).
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Considérons maintenant la transformation du domaine &, en
d,, définie par les équations ’

t=g) y=y
Soit Z, la transformée de E. D'une maniére analogue, en posant
t=yl), y=y

nous transformons le domaine d,, en J,,; soit £, la transformée
de E. On voit bien que Z, et K, sont des éléments de classe a.
Tl est aisé de voir que le couple ([, E,) est doublement universel,
En effet, il existe toujours un x, tel que la droite x =, coupe
E, ot E, en deux ensembles linéaires ¢ et ¢, de classe <Ta, ou
bien accessibles supérieurement de classe e, ces ensembles étant
donnés & l'avance.

Existence de deux complémentuires d'édléments de classe @ non
séparables (). — Nous pouvons maintenant aborder la démonstration
de cette existence. Prenons, dans le domaine J, ,, un couple (K, k,)
d¢léments de classe o doublement universel et appliquons le deu-
xiéme petit principe aux éléments E; et E;. Soient B, et R, les
ensembles qu'on obtient en supprimant de E; de E, ‘leur partie
commune. D’aprés le principe, il existe deux ensembles de classe a
accessibles inférieurement H; et H, n’ayant aueun point commun
et contenant respectivement B, et R,.

Je dis maintenant que les ensembles H, et H, ne sont pas sépa-
rables (ct). )

En effet, &'l y avait deux ensembles 0, et @, de classe <a,
ou bien de la base B, sans point commun et contenant respecti-
vement H, et H,, chaque paralléle & l'axe 0Y couperait @, et 6,
en deux ensembles linéaires de classe <C @, ou bien de la base B,
Or, le couple (E,, E,) est doublement universel. Cela veut dire que,
quel que soit un ensemble linéaire ¢ de classe <@, ou bien de la
base B,, il existe une droite x = 2, qui coupe [, et £, précisément
en ¢ et Ce respectivement. Done, l'ensemble Z, est de la bage B,
et wniversel, ce qui est contradictoire ). c. q. f. d

s

15) Cette démonstration est identique & colle de l’existence de deux complé-
mentaires analytiques non séparables B. Voir ma Note: Sur un principe géndral
de la théorie des ensembles analytiques (C. R. Acad. Se,, séance du 2 sept, 1929).

icm

Ensembles mes. (B) et ensembles (4). 71

Généralités sur les ensembles mesurables B. — Liétude des en-
sembles mesurables B au points de vue de séparabilité 26) est & peine
ébauchde. Ici nous avons une infinité de problémes trés intéres-
sants et, parmi ces problémes, nous trouvons ceux qui sont de haute
importance.

L'idée qui m’a guidé est Dutilité qui me parait évidente de
distinguer entre les ensembles qui sont frés éloignés l'un de Puauire
et ceux qui sont trds approchés l'un de lautre. Lia mesure de I'éloi-
gnement doit étre descriptive, c'est-b-dire exprimée au moyen de
certains nombres transfinis,

Ounsidérons deux ensembles de points quelconques £ et & sans
points communs et séparables B. Soit H un ensemble mesurable B
qui contient I'ensemble £ et qui ne contient aucun point de len-
semble & nous appellerons ensemble séparatewr cet ensemble H. Parmi
los ensembles séparateur H, il y a ceux qui sont de classe la plus
petite. Soit « cette classe. '

Nous considérons les ensembles donnés E et. 8 d'autant plus ap-
prochés Tun de Pautre que le mombre a est grand 7).

Supposons les ensembles E et & mesurables B; soit y la classe
de & et 6 la classe de & Nous dirons que E et & sont éloignés
Pun de lautre, si le nombre « ainsi défini est rigoureusement infé-

“rieur & y et & d. Au contraire, si nous avons a@=y ou bien a=74,

les ensembles E et & seront dits asymptotiques I'un & Pautre.

Les ensembles E et & doivent étre regardés comme extrémement
dloignés U'un de Pautre lorsque a="0. Tel est, par exemple, le cas
ot les ensembles E et & sont simplement situés dans les portions
différentes (a, b) et (¢, d) du domaine fondamental & n'ayant aucun
point commun. ‘

Ces préliminaires terminés, nous allons porter notre attention
sur los éléments de classe a* Nous savons que deux éléments quel-
conques E et & de classe a sont toujours séparables (). Cela veut
dire qu'il existe un ensemble-séparateur H ou bien de classe <o,
ow bien de la base B, qui contient I'élément E et qui ne contient
aucun point de 'élément & Ceci nous améne & proposer la définition
suivante:

16) Cest & M. Felix Hausdorfl qu'on doit Iintroduction d’sdée générale de sé-
paration si féconde dans la Topologie et dans le domaine des Ensembles.

) On pourrait aussi mesurer la ,distance* de deux ensembles quelcongues
on faisant intervenir la sous-classe de I'ensemble-séparateur H.
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Nous dirons que deuxw dléments quelconques E et 8 de classe o
wayant aucun point commun sont voisins I'un de launtre lorsque,
@ éant de premiére espéce @ = a* -1, il n'exviste aucun ensemble-
séparateur de classe <Ca¥, et lorsque, a dant de deuxitme espéce, il
wexiste aucun ensemble-séparateur de classe < a.

On reconnait que

quel que soit un élément E de classe a, o dtant arbitraire, il existe
un élément 8 de classe @ wayant aucun point commun avee K et voisin
de E. Le cas exceptionnel est celui ol le complémentaire CL de I est
dénombrable.

Cette proposition paraitra sans doute bien banale, puisqu'on pour-
rait raissonner de la maniére suivante: nous prenons, dans la portion
(1,2) deux éléments K’ ¢t & absolument quelconques de classe «
n’ayant aucun point commun. D'autre part, divisons la portion (0, 1)
en deux ensembles complémentaires ¢ et 7 de classe ¢* si o ==
=a*+1, et de ln buse B, si ¢ est de deuxidme espéce. Les som-
mes ¢ E' sont évidemment des éléments de classe a woisins Vun
de Uautre.

Or, I'élément ¢ E' de classe & ainsi défini n'est pas un élé-
ment absolument queleonque de classe @ puisqu’il posséde une partie
parasite e, dans la portion (0, 1), ayant la classe inféricuwre ¢ a.

La proposition devient plus dificile lorsquion considére des 6lé-
ments dits canoniques de classe @ qui n’ont aucune partie parasite 24),
De tels éléments canoniques non homéomorphes I'un & Vautre sont
en nombre deux dans la classe 1, en mombre deur dans Ja classe 2.
On ne sait pas leur nombre dans la classe 8. Le probléme de détermina-
tion du nombre des éléments canoniques non bhoméomorphes deux
& deux dans chaque classe K, de la classification de MM. Baire—
de la Vallée Poussin est le plus beau probléme de la Théorie des
fonctions eontemporaine 29). ~
. e;?enlj;r: ;i?;“dﬂ::n;lii?::;:ui (ie cl::slse « 8 une p?rtie parasite @il exist.e
de classe y intermédiaire entre o et 8, ﬂ°‘<;<‘l‘;° zl: pl::;:: ;:n::t‘:: edfﬁ xtE Bo.lt
dois signalpr. ma conversation avec M. B. Knaste;‘.‘ o g8

*%) Mlle Keldych qui a considéré les difficultds de ce probléme important m’a

communigué que son sentiment est tel qu'il existe, dane chaque classe Ky, un

nombre fint (ot d'aillours trés limité) des éléments canoniques non homéomorphes

dfsux h dex'u: de sorte que tout ensemble mesurable B de clagse o est une somme
d'une infinité dénombrable d’élémeﬁts‘ cantniques de classes < ¢,

Cotte idde du choix, dans chaque classe Ky, d'un nombre find 'éléments
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Un autre probldme consiste & se demander il existe ou non un
complémentaire § d'un élément de classe o voisin du complémen-

‘taire B d'un élément de classe @, ce complémentaire £ étant donné

& lavance. Nous avons démontré précédemment qu'il y a, dans
chaque classe K, des couples (E, 8) de complémentaires d'éléments
de classe @ voisins l'un de l'autre, c'est-d-dire sans points eommuns
et non séparables (). La question se pose de savoir s'il est possible

ou non de prendre arbifrairement le complémentaire £.

Aprés d'avoir exposé les principes de la théorie indiquée des
ensembles mesurables B, nous allons reprendre I'analogie entre des
ensembles mesurables B et les ensembles analytiques non mesurables
B. Voiei quelques couples des propositions duales:

Il existe un élément de classe
« plan universel.

Premier petit principe. —
Deux éléments de classe « n'a-
yant aucon point commun sont
toujours séparables (a).

Deuziéme petit principe. —
Si E, et E, sont deux éléments
de classe @, les ensembles R et
R, que lon obtient en suppri-
mant de E, et K, leur partie
commune, sont toujours simulta-
nément séparables (Ca).

1l existe des couples (B, Ej)
des complémentaires d’éléments
de classe o n’ayant aucun point
commun et non séparables (a).

Il existe un ensemble analy-
tique plan universel.

Premier principe. — Deux en-
sembles analytiques n'ayant aneun
point commun sont toujours sé-
parables B.

Deuziéme principe. — Si Ey
et B, sont deux ensembles ana-
lytiques, les ensembles B, et R,
que l'on obtient en supprimant
de E, et E, leur partie commune,
sont toujours séparables (CA).

11 existe des couples (E,, Ey)
des complémentaires analytiques
n'ayant aucun point commun et
non séparables B,

Il est impossible de ne pas éire frappé de T'analogie que pré-
sentent les éléments de classe a et les ensembles analytiques non
mesurables B. Dans les deux cas, nous avons les mémes proposi-
tions. Nous sommes ainsi naturellement amenés & considérer un

canoniques aux types différents de homéomorphie et de la représentation de cha-
que ensemble mesurable B comme une somme dénombrable d’éléments de types

choisis présente un vif intérét.
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‘ensemble analytique non mesurable B comme un élément de olasse
o colossalement grande de maniére qu'il n’existe aucune possibilité
humaine ni d'éerire ce nombre a, ni de le définir au moyen d'un
systéme fini de notations ou de conventions. N'oublions pas que le
symbole Q que les idéalistes ont ’habitude d’écrire n'a en fait autre
but que de marquer limpossibilité de numéroter au moyen des en-
tiers positifs tous les nombres transfinis inférieurs 3 Q. Or, cette
impossibilité peut &tre ou bien objective, ou bien humaine. Mais, quel
que soit I'intérét métaphysique & faire cette distinetion, pratiquement
'est la méme chose, puisquon tire, daus les deus cus, les mimes
chaines de déductions

Cela nous explique analogie indiquée.

Mais il y a de plus: dans lés deux cag, nous avons non seule-
ment les mémes énoncés, mais les mémes démonsirations, Pest 1 le
point capital, pratiquement trés important, puisque pour étendre nos
connaissances des ensembles nalytiques non mesarables B, il nous
suffit d’approfondir nos connaissances des ensembles mesurables &
et, ensuite, de transformer, suivant les régles de dualité, les résul-
tats obtenus sur les ensembles mesurables B en propositions relatives
aux ensembles analytiques les plus généraux. A ce point de vue,
& chaque pas dans l'étude des ensembles mesurables B correapond
un progrés dans nos connaissances des ensembles analytiques.

Pour donner des exemples, nous considérons les _premier et

deuxiéme principes de la théorie des ensembles analytiques et, pour
~ fixer les idées, nous nous bornons & la considération des ensembles
analytiques linéaires,

Tout d'abord il faut mettre un ensemble analytique donné £
sous forme d'un élément de classe £; nous supposons que E est
situé sur l'axe 0X

Pour ceci, il suffit de prendre, dans le plan X0Y, un crible ¢
formé d'un infinité dénombrable dintervalles rectilignes paralléles
& l'axe 0X. On sait 30) que la droite # =&, parallélle & l'axe 0V
et menée par un point z, de 'ensemble E coupe le crible C en un
ensemble dénombrable e, qui n'est pas bien ordonné si nous con-

%) Les lectours désireux de renseignements plus techniques pourront se reporter
4 mon Mémoire Sur les ensembles analytiques (Fundamenta Mathematicae, t. X,

1926), ou & mes Logons sur les ensembdles analytiques qui paraitront chez Gaut-
hier-Villars, ‘ ‘
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venons que le rang des points de e, soit confom_:'me ala directzion
positive de Vaxe 0Y. Au contraire, si 2, n'appartient pas & E:, I'en-
gemble ¢, est bien ordonné, en adoptar.lt la }néme com.rentlon, ot
correspond & un nombre fini ou transfini 8, bien déterminé de se-
conde classe de G. Cantor. '

Cela posé, désignons par E, I'ensemble de tous leg pomts‘ Z,
de I'axe 0X en lesquels 'ensemble e, ou bien n'est pas b.len ordonné
suivant la direction positive de l'axe 0Y, ou bien est bien ordonm%
et 8,>=a. On sait que X, ainsi déﬁn.i est mesurable B et que, sl
E est non mesurable B, la suite décroissante

J=Fy>F>E>.>E,>..>E,>../2
est essentiellement transfinie (non dénombrable). Cela veut di‘re que
cette suite se prolonge transfiniment s;;]s présenter, & partir d'un
i lidentité B, == FE 1 =FE 3==...
ce"tgl;l ::iiigé Pensemble ayuulytigue don;é E est la partie commune
A tous les termes E, de la suite transﬁme.consldérée. '

Cela posé, pour avoir le premier principe de la théo‘ne des etxil-
sembles analytiques, il nous suffit de prendre deux schémes verti-
caux précédents prolongés trasfiniment-

g 9 9.9
554, B,
B AN
2 e BN,
e PN

et de former deux séries transfinies ,alternées‘
9B, —E, 8,46 B — B -6+ ...
9.8 — 6B+ B 6 —&E+ ...

On démontre que les sommes H, et H, de ces deux séries sont

des ensembles mesurables B. .
incipe, 1 mme
Pour avoir le deuxiéme principe, il nous suffit de former, ¢

i i nies
dans le cas du pelit principe correspondant, deux séries transfi

et

b termes positifs“
7 1
(J- By — K 81) + (51 E, —E, ‘gz) +

et (0781_‘81E1)+(E182_82-E2)+"'
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On démontre que les sommes H, et I, de ces deux séries sont
des complémentaires analytiques. Ceci achéve le démonstration des
deux principes.

Ces démonstrations transfinis étant obtenus, il est facile, dans
étape ultérieure et secondaire du travail, & supprimer toutes les
traces du transfini et, par suite, & donner une démonstration rigou-
reuse du deuxiéme principe ot le transfini n'intervient pas explici-
tement. C'est cette démonstration qui sera publide dans un autre
article de ce Journal.

Nous compléterons ces réflexions par la remarque suivante. Nous
avons dit que pour chaque élément £ de classe @ donné & Uavance
il existe un élément & de classe & voisin de & sauf le cas ot CE
est dénombrable. La proposition duale est une proposition d’impo-
seibilité, puisque ceci suppose que nous pouvons indiquer un point
n'appartenant pas 4 l'ensemble analytique F donné.

Or, il serait fort intéressant de reconnaitre la nature du probldme
dual du probléme précédemment posé- et relatif anx complémentaires
d’éléments de classe d.

Ce probléme dual : :

blant donné un complémentaire analytique E, trouver un autre
complémentaire analytique 8 wayant aucun point commun avec E et
non séparable B de E peut avoir, dans le domaine de la Logique
abstraite, une solution bien déterminéde, puisque nous avons ici deux
&tres négatifs, £ et 8, dont les relations peuvent 8tre bien détermi-
nées, dans le domaine de la Logique abstraite.
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Sur les e-séparations irréductibles.
Par

G. T. Whyburn?) (Baltimore).

Dans son ,Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes. Deuxieme
Partie® 2), que je viens de voir pour la premiére fois, Urysohn
a posé les problémes suivants:

1) Quels sont les continus C de dimension n qui admettent, pour
tout fooint x(C C et tout &> 0, une e-séparation irréductible®) effectuée
par un ensemble de dimension n—17? '

2) En particulier, existe-il des lignes Cantoriennes C, autres que
les arcs simples ab, satisfaisant & Uensemble des deux conditions
suivantes:

@) C est un continu irréductible ab;

B) quels que soit x(C C et €0, 4l existe une e-séparation irre-
ductible du point z effectuée par un ensemble B de dimension 0?

Dans cette note je vais prouver que la réponse 4 la premiére
question est: ,les continus localement connexes“, et & la deuxiéme
elle est negative.

Jaurai besoin des deux théorémes suivants qu'on trouve dans
mon article ,Concerning Irreducible Cuttings of Continua“ 4),

1) Fellow of the John Simon Guggenheim Memorial Foundation.

%) Verhand. der Akad. te Amsterdam, XIII, n% 4, voir pp. 147, 148. '

3) Nous disons, avec Urysohn, qu'un sous-ensemble B d'un continu C
est un ensemble e-séparant le point @, ou que l'ensemble B effectus une e-sé-
paration du point % dans C, si C=A - B-}- D, ol les ensembles 4 et D ‘sont
séparés, 4 Dz, et §(4 -4 B) <& L'ensemble B est dit ensemble e-sépnmnt'lrré-
ductible, si aucun vrai sous-ensemble de B n’est un ensemble e-sépa.::ant le point w.

4) Ce journal, t. 18, pp. 42—B7; voir théorémes 2 et 10 respectivement, I) est
un peu plus général que le théoréme 2, mais la démonstration donnée dans mon
article pour le théoréme 2 suffit sans changements pour démontrer I).
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