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(6.4). If, as in (6.2), the 2-cells Z,—>Z regularly relative to
0- and l-cycles and if J,—J regularly relative to O-cycles, then Z
is a 2-cell bounded by J.

For by (6.2), Z is a hemicactoid with base set B bounded by
J; by (6.3), it follows that under these conditions, Z reduces to its
base set B; and finally, by (6.1) [or(3.2)], J is a simple closed curve.
Thus B=7is a 2-cell bounded by J, and our theorem is proven.

In conclusion, we call attention to the fact that in all cases
considered in this paper, O-regular convergence for a sequence of
sets of type A has yieldled as limiting set a type of set B
which can be obtained by an upper semi-continuous decomposi-
tion ') of A4 into continua, or in other words, a type of set B which
can be the image of 4 under a ,monotone* transformation in the
sense of C. B. Morrey (loc. cit). This suggests that our results
above may be approached from an analytic or transformation
point of view. This is indeed the case, and a study of this method
of approach will be made in an article which is to follow the pre-
sent one.

1) 8ee R. L. Moore, Foundations of point set theory, Amer., Math. Soc,
Colloguium Publications, 1932, Ch, V.

The University of Virginia.

icm

Uber die Abbildungen von Sphiren auf Sphiren
niedrigerer Dimension.

Von
Heinz Hopf (Zirich).

Die Frage, fir welche Dimensionszahlen N und » mit N >
es moglich ist, die Sphire S¥ wesentlich auf die Sphire S§” ab-
zubilden 1), ist meines Wissens bisher nur in zwei Féllen beant-
wortet: 1) Fiir jedes N> 1 ist es unmdglich, die Sphéire SV wesen-
tlich auf den Kreis S' abzubilden; 2) es ist moglich, die Sphire S
auf die Kugelfiiche S* wesentlich abzubilden 2).

Die Frage scheint mir aus verschiedenen Grtinden der weiteren
Untersuchung wert zu sein. Erstens, versagt bei der Behandlung
der Abbildungen der S¥ in die S die tbliche Methode des Abbil-
dungsgrades; denn in S¥ ist jeder n-dimensionale Zyklus homolog
Null und wird daher mit dem Grade 0 abgebildet; infolgedessen
zwingt unsere Frage dazu, nach neuen Methoden zu suchen. Zwei-
tens, weisen eine Reihe bekannter Sitze darauf hin, daB sich in der
Existenz einer wesentlichen Abbildung eines Raumes B auf die S

') Eine stetige Abbildung f; des Raumes A4 auf den Raum B heifit ,wesentlich¥,
wenn bei jeder Abbildung f,, in welche sich f, stetig @berfithren luft, das Bild
fi(4) der ganze Raum B ist. Ist B eine Sphire, so bedeutet die Unwesentlichkeit
von fy, dal sich f; in eine solehe Abbildung f, stetig iiberfithren ldBt, bei welcher
fi(4) ein einziger Punkt ist.

®) H. Hopf, Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire auwf die
Kugelfiiche, Math., Ann. 104 Die Keantois dieser Arbeit wird fiir das folgende
vorausgesetzt, Kinen neuen Beweis fiir die wesentliche Abbildbarkeit der 8% auf
die S* hat W. Hurewicz gegeben: Beitrdge zur Topologie der Deformatiopen,
Proceed. Amsterdam XXXVIII (,Anwendungen®, 8. 117).
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wichtige gestaltliche Eigenschaften von R ausdriicken %), Drittens,
ist durch den von Hurewicez eingefithrten Begriff der ,mehrdi-
mensionalen Homotopiegruppe* die Frage, ob sich in einem vor-
gelegten Raume R jedes stetige Bild der S¥ auf einen Punkt zu-
sammenziehen 1aBt, in ein neues Licht gertickt worden ¢).

Die nachstehenden Bemerkungen fiihren einerseits zu dem Satz:
Fiir jedes k=1 existieren wesentliche Abbildungen der S*' auf
die %% — einer allerdings ziemlich sparlichen und unbefriedigenden
Verallgemeinerung des fritheren Satzes tiber die S* und S2; ande-
rerseits lassen sie Zusammenhinge unserer Frage mit anderen Siitzen
und Problemen sichtbar werden, welche mir Interesse zu verdienen
scheinen.

1. Zuerst muss ich kurz tiber die Methode berichten, die beim
Nachweis der Existenz wesentlicher Abbildungen der S? auf die S®
zum Ziele gefiihrt hat 9).

Es sei f eine simpliziale Abbildung einer Mannigfaltigkeit M*
in eine Mannigfaltigkeit I'%; ist £ innerer Punkt eines Simplexes
7* von I'? und 7% ein Simplex von M, das auf 7® abgebildet ist,
so ist die Originalmenge von £ in 7% eine Strecke, die man in
naheliegender Weise, auf Grund der Orientierungen von #2 und 7%,
orientiert; Summation tber- alle Simplexe 7' von M* die auf 72
abgebildet sind, faBt diese Strecken zu einem -eindimensionalen
Zyklus p(£), dem ,Originalzyklus“ von & zusammen. Wenn nun /3
die Sphare S3 ist, so haben je zwei Zyklen ¢(&), ¢(&) eine Ver-
schlingungszahl y; das Vorzeichen von y will ich, da es nachher
(Nr. 3) noch besonders betrachtet werden soll, vorliufig vernachlis-
sigen. Die Zahl |y| hingt von der Wahl der Punkte &, & nicht
ab. Sie labt sich auch folgendermafien charakterisieren: ist C? ein
von @(& ) berandeter Komplex in S8, so ist 4 der Betrag des Grades,
mit welchem C? in S abgebildet wird; dabei ist zu beachten, daB
dieser Grad wohldefiniert ist, weil der Rand ¢(&;) von C auf einen

%) Man vergl.: Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 1068; Borsuk,
Uber Schnitte der n-dimensionalen Euklidischen Rdiume, Math. Ann. 106
Bruschlinsky, Stetige Abbildungen und Bettische Gruppen der Dimensions-
zahlen 1 und 3, Math. Ann. 109; Freudenthal, Die Hopfsche Gruppe, Compos.
Math. 2; Hopf, Die Kiassen der Abbildungen der n-dimensionalen Polyeder auf
die n-dimensionale Sphdre, Comment. Math, Helvet, b.
+«*) Hurewicz, wie in FuBinote 2).
5) Vgl. FuBnote %),
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einzigen Punkt, ntmlich &, von I'? abgebildet wird; die Uberein-
stimmung dieses Grades mit der Verschlingungszahl |y| ergibt sich
daraus, daB y definitionsgem#fl die algebraische Anzahl der Schnift-
punkte von C? mit dem Originalzyklus @(&;) eines zweiten Punktes &,
also die Anzahl der auf C? gelegenen Originalpunkte von & ist.

Es zeigt sich nun weiter: die Zahl |y| ist eine Invariante der
Abbildungsklasse von f; damit ist {y| zugleich fiir beliebige sietige,
nicht notwendig simpliziale, Abbildungen f erkldrt. Insbesondere
folgt: wenn y == 0 ist, so ist f wesentlich.

2. Bis hierher 1aBt sich alles ohne neunenswerte Anderung auf
die Abbildungen der Sphire §*~! in eine Mannigfaltigkeit I bei
beliebigem 7 >> 2 ibertragen : zunichst sei wieder f simplizial und
T?-1 gin Simplex von M*~ das auf das Simplex z* von 1™ abge-
bildet wird; dann bilden die Originalpunkte eines inneren Punktes £
von 7" eine — wie eine leichte Dimensions-Abzuhlung zeigt —
(n— 1)-dimensionale Zelle in T'2*~*; bei geeigneter und naheliegender
Orientierung dieser Zellen und Summation iiber die Simplexe 7%-1
von M* entsteht der (1 — 1)-dimensionale Originalzyklus g (&) von £
in ¥, Ist M* ' = 8*7F, so ist die Verschlingungszahl |y| je
zweier Originalzyklen @(£) und @(&;) erklirt 8); sie hat dieselben
Eigenschaften wie im Fall » = 2; insbesondere gilt auch hier: 4st
y=0, so ist f wesentlich.

Man erh#lt also wesentliche Abbildungen von §%' auf A/ falls
es gelingt, Abbildungen mit y5=0 =zu konstruieren. Wir werden
sogleich sehen, daB dies nicht fir jedes » muoglich ist.

3. Hierftir ist die Betrachtung des bisher vernachlissigten Vor-

zeichens von y ausschlaggebend. Es sei, wie in Nr.1, C" ein von ¢(§,)

berandeter Komplex in S*-!; wir verstehen unter Ve, den Grad
der Abbildung von C”* in I'*; dann ergibt sich, wie schon in Nr.1
hervorgehoben wurde, daB |y,| mit dem Betrag der Schnittzahl
P(C", p(&,)) tibereinstimmt, wobei £, ein beliebiger, von £ verschie-
dener, Punkt von I'% ist; es ist also

PO, (b)) =& Ve,

®) Wenn man allgemeiner die Abbildungen einer MY nuf eine M” mit ¥ >
betrachtet, so haben die Zyklen @(&) die Dimension NV —#; damit die Verschlin-
gungszahlen D(p (§), @ (£,)) definiert sind, muf 2N—n)=N—1, also Ne=2p—1 soin,
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und hierbei ist == 4-1; auf die leicht durchzufiihrende Bestimmung
von & verzichten wir; jedenfalls ist klar: e hingt nur von den auf-
tretenden Dimensionszahlen, also von #, aber nicht von den Punkten
g, und &, ab. Die Verschlingungszahl von ¢(£,) und ¢(&,) wird durch

b(p ), p(5) = P(C" 9(&))

erklért; es ist also
(1) D) p(&y) =&+ Ve

Nun gilt fiir die Verschlingungszahl eines r-dimensionalen mit einem
s-dimensionalen Zyklus im R¥ oder in der SV (nattirlich mit
rd+s=N—1)"%

b (ef, 25) = (— 1)"* 0 (a3, 29).
In unserem Fall ist also, da r==s==n—1, und daher »s-}1=n mod.2
ist:

b (P& )= (—=1)"-v(p(&), 9(&))-
Hieraus und aus (1) folgt

@) Ye=(—1)"+y,.

Ziehen wir noch einen dritten Punkt £ heran, so ist ebenfalls
@) Y= (— 1)y,

2" Ye=(—1)"7.

Setzt man (2”) in (2) ein, so folgt

@) Ve, =7,

Dies lehrt erstens: die Invariante y ist auch beziiglich des Vor-

zeichens wohlbestimmi; und zweitens zeigt der Vergleich von (2')
und (27):

Satz I. Bei ungeradem n ist y=0 Sfir jede Abbildung der
Sphire 8™~ auf eime Mannigfaltigheit M.

Bei ungeradem 7 versagt also unsers Methode zur Auffindung
wesentlicher Abbildungen der S auf die S” und die Frage, ob
solche Abbildungen existieren, bleibt offen.

7) Man vergl. hierfir, wie #iberhaupt fiir die Verschlingungs-Eigenschaften

im BN (oder in der SN), das Kap. XI des Buches ,Topologie® (1. Band) von
Alexandroff und Hopf.
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4. Wir werden also den Fall n==2% betrachten; unser Ziel
ist der Beweis von

Satz I1. Fir jedes k=1 gibt es Abbildungen der Sphire S*~*
auf die Sphire 8* mit y==0, also wesentliche Abbildungen ™).

(Genauer:

Satz IT'. Fir jedes k=1 gibt es Abbildungen wvon S*~' auf
S%* mit y = 2.

Die Konstruktion von Abbildungen, welche die Behaupiung des
Satzes II’ erfiillen, beruht auf der Betrachtung der Abbildungen
der Produktmannigfaltigkeit P = 8] X §; =zweier »-dimensionaler
Sphiren — also einer der moglichen Verallgemeinerungen der To-
rusfliche — auf die Sphire S In P* wird eine r-dimensionale
Homologiebasis von den Zyklen

2= 8] X pa, Zz==p X 8
gebildet, wobei p,, p, Punkte in S} bezw. S; bezeichnen. Der Ho-
mologietypus einer Abbildung g von P¥ in die & wird durch die
Grade ¢, ¢, beschrieben, mit welchen die Zyklen Z;, Z; in die S”

abgebildet werden; wir sagen: die Abbildung g ist vom Typus (¢, ¢5).
Nun gelten die folgenden beiden Sttze:

Satz ITI. Wenn es eine Abbildung von S X S5 in die S™ vom
Typus (c,, ¢5) gibt, so gibt es eine Abbildung der S* in die S+
mit y==¢y - Cy.

Satz IV. Ist r ungerade, so gibt es eine Abbildung von S; X S5
auf die S" vom Typus (1, 2).

Es ist klar, daff der Satz II’, und damit der Satz II, aus den

Sttzen IIT und IV folgt, wenn man r=2k — 1 setzt; es handelt
sich also um die Beweise der beiden letztgenannten Sitze.

5. Als Vorbereitung fir den Beweis des Satzes III therzeugen
wir uns davon, daf sich das bekannte Heegaardsche Torus-Diagramm
der S% auf die Sphire S+ ubertragen laBt (» == 1).

Die S** sei im R*+* dureh die Gleichung

a4k, =1

™) Aus der Existenz von Abbildungen mit y = 0 ergibt sich leicht (vgl. moine
in Fussnote %) zitierte Arbeit): Es gibt unendlich viele Klassew von Abbildungoen
der S4-1 auf die S§2,
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gegeben, Wir zerlegen sie in die folgendermalien gegebenen Hilften
V¥4 und Pt

s $§+---+w§+1<w3+z+---x§z+z;

Vit Bt 2 =t 2

Jeder Teil P2+ ist, wie man leicht sieht, dem Produkt 57X £+

homdomorph, wobei E™' eine (r -} 1)-dimensionale Vollkugel ist.
In 8" X E™*' wird eine r-dimensionale Homologiebasis von einem
Zyklus der Form S X p gebildet, wobei p einen Punkt von K~

bezeichnet; in P*' und V! sind derartige Zyklen zum Belsp1el
die folgendermaﬁen bestimmten Sphiren ¥y und ¥7:

'”r+2+"'+m2ﬁl-z= 1 ._c!,

Lppg =0, Lpys

:Y{: .’L'Izc’ w2=-~'=xr+l=0y

Y x§+...+xi+,=1—cz, =... == Xy =0,

. . A . 1.
wobei ¢ eine beliebige Konstante mit c2<§ ist.

Der Durchschnitt V.V st zugleich die gemeinsame Be-
grenzung von P+ und V3+; er ist mit P¥= §{X S} homdomorph
und folgendermaBen bestimmt:

Proad 2t = 2 e By
Wihlen wir in der obigen Darstellung von Y7 und ¥ die Kon-
stante czy—l_z—, so erhalten wir zwei Zyklen Y;=2;, Yi= ZI,

welche dieselbe Bedeutung haben wie die in Nr. 4 eingefiihrten

Zyklen Zf, ZI und also eine r-dimensionale Bomologiebasis in P
bilden.

Der Zyklus Z{ berandet einen in V2 gelegenen Komplex C5t,

ndmlich das — geeignet orientierte — Element, das folgendermaBen
definiert ist:

; 1
e x1:|7§—, Ty =se =Ty =0,

m[ -

r+2 +...+ Dirn <

Die Schnittzahl von CI* mit einer Sphire Y7, welche im Inneren
von V3 liegt, ist 4 1; daher ist auch die Verschlingungszahl

6] O(Z, Yi)=41;

da jede Sphare ¥7 in VZ+, also im Komplementiirraum von Y3,
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mit Z7 homolog ist, laft sich (3) zu
(3" o(¥y, ¥g)=+1

verallgemeinern (dabei muf von den beiden Sphiren Y7, ¥Y{ wenig-
stens eine im Inneren VZ+! bezw. V7' liegen, damit sie fremd
zueinander sind, die Verschlingungszahl also definiert ist).

6. Beweis des Satzes III. Die Sphiren S$*+ und S™ gind
gegeben. Wir zerlegen St gemib Nr. b in die Hulften P+ und
V#+' mit der gemeinsamen Begrenzung P*; ferner zerlegen wir S
durch eine Aquatorsphire S” in zwei Halbkugeln E/* und JEpH,
Wir tiben eine Abbildung des Typus (¢, ¢) von P” auf S* aus.
Diese Abbildung erweitern wir sowohl zu einer Abbildang von P
in E{*" als auch zu einer Abbildung von V3 in Er+'8). Ks entsteht
eine Abbildung f von §*+*! in §”. Wir behanpten: fur diese Abbil-
dung fist y= 4 ¢ +¢,.

Wir dirfen f als simplizial voraussetzen; dann sind, wenn
£, & innere Punkte r-dimensionaler Simplexe von E[* bezw. EIt
sind, die »-dimensionalen Originalzyklen ¢ (&), @(&,) definiert, und
zwar liegt (&) in V¥*%, @(&) in V. Daher gelten Homologien

“) &)~ b, ¥ in V¥ fur i=1,2

Da Z{ durch f mit dem Grade ¢, in S abgebildet wird, wird
der von Z berandete Komplex C;it' (vgl. Nr.5) durch f mit dem
Grade ¢; in dus von S” berandete Element Ej*! abgebildet. Dies
bedeutet (vgl. Nr. 2), daB C;*' mit dem Zyklus @(§,) die Schnitt-
zahl 4 ¢, hat, und diese Schnittzahl ist die Verschlmgungazahl des
Randes Z7 von Oyt mit @(&;); es ist also

0(Zf; 9(&) = =+ 4.
Aus (3) und (4) folgt andererseits

b(Zf, @) = + b,.
Daher ist b, = -+ ¢,, das heifit

(Ba) &) ~ £ e Yy in VY,

%) Diess Erweiterungen lassen sich, da die Klemento Bt mit Vollkug'uln
bhomBomorph sind, sowohl vermdge des bekannten Satzes iiber dle Dlwmt:@rbmlcml
statiger Funktmne.n als auch durch spezielle Konstruktionen ausfihren, '

Fundamenta Mathematicae, t. XXV, 28
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ebenso ergibt sich
(51) &)~ £ ¥ in
Aus (5,), (B5) und (8") folgt

p(p&) 9(E)) = £ ¢~ o5

Aber die links stehende Verschlingunszahl ist 9, also ist in der
Tat y= + ¢, -¢,.

vire,

Falls y== ¢ +c, ist, ist damit der Satz III bewiesen. Fulls

y==— ¢+ ¢y ist, so nehme man zuerst eine Abbildung des Grades
— 1 der §**' auf sich und hierauf die soeben konstruierte Abbil-
dung f von §**' auf S vor; fiur die so zusammengesetzte Abbil-
dung f* ist y'==--¢; + ¢;. Damit ist der Satz III vollsténdig bewiesen.

7. Beweis des Satzes IV. Fur die Untersuchung der Abbildungen
der Produktmannigfaltigkeit Sy X Sj auf die Sphire S” deuten wir
die Punkte von S7X S; als Punktepaare (p,, p;) auf S’ Eine
stetige Abbildung g von 8] X S; in die S~ besteht dann darin, daB
jedem Punktepaar (p,, p,) von S” ein Punkt g=yg(p1, p;) von S~
zugeordnet ist, der stetig von p, und p, abhingt.

DaB die Abbildung g den Typus (c;, c;) besitat, bedeutet: die
Abbildungen g,,(p,)=g(p,, ps) von S" auf sich, die entstehen, wenn | A
bei festgehaltenem p, die Sphire S” durchliuft, haben den Girad ¢
und das Analoge gilt fiur die Abbildungen 9o( D) = 9(p1, ps) bei
festgehaltenem p, und den Grad c,.

Aus der Produktregel fur die Abbildungsgrade ergibt sich: wenn
g den Typus (¢, ¢;) hat und wenn hy, &, Abbildungen von S” auf
sich mit den Graden by, by sind, so hat die Abbildung A von 8] X S5
auf §”, die durch k(p;, p,) = g(hy(p1), ha(ps)) gegeben ist, den Typus
(byc1y byes). Aus diesem Grunde brauchen wir, um, wie es der
Satz IV verlangt, eine Abbildung des Typus (1,2) zu konstruieren,
nur eine Abbildung des Typus (4 1, 4 2) mit irgendwelcher Vor-
zeichenverteilung zu finden. :

Eine derartige Abbildung erhalten wir folgendermaBen: es be-
zeichne P, diejenige (r — 1)-dimensionale Ebene durch den Mittel-
punkt von §, die senkrecht auf dem durch ps gehenden Durch-
messer steht; dann verstehen wir unter 9 =9 (p1, p2) denjenigen
Punkt von &, in welchen p, bei Spiegelung an P, tibergeht.. Diese
Abbildung g ist offenbar stetig; wir behaupten: bei ungeradem r
bat sie den Typus (—1 +2.
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Erstens, ist klar: die Abbildung g, von 8 auf sich, die entsteht,
wenn p; bei festem p, die Sphire S durchliuft, hat den Grad
¢, ==—1, denn sie ist eine Spiegelung an einer (r— 1)-dimensio-
nalen Ebene. Wir haben noch den Grad ¢, der Abbildung g, bei
festem p, zu bestimmen.

Aus der Definition des Punktes g =g, (p,) als Spiegelbild von
p an P, ergibt sich fur die Abbildung g,: 1) jeder GroBkreis
der &, der durch p, geht, wird auf sich abgebildet; 2) fuhrt man
auf einem solchen Kreis eine Winkelkoordinate mit p, als Null-
punkt ein, so geht der Punkt p, mit der Koordinate ¢ in den
Punkt ¢ mit der Koordinate 2a—m uber. Aus diesen beiden
Eigenschaften ist ersichtlich, daf die Halbkugel H von &”, deren
Mittelpunkt p, ist, folgendermaBen abgebildet wird: ihre Rand-
sphiire §** wird auf p, abgebildet; ihr Toneres Hj — 8™ wird to-
pologisch auf §"—p, abgebildet (und zwar so, dab p, in seinen
Antipoden iibergeht). Die Abbildung der zu H komplementiren

Halbkugel H*{ ist durch die Abbildung von Hj infolge der Tatsache

bestimmt, daB je zwei antipodische Punkte p,, ;2 von S" denselben
Bildpunkt haben, .

Nun habe die topologische Abbildung 9s von HI den Grad
&= 1 1; wir setzen in Satz IV voraus, daB » ungerade ist; daher
hat die Abbildung von S” auf sich, die je zwel Antipoden mitein-
ander vertauscht, den Gtrad - 1; daraus folgt: die Abbildung g,

von 1;,’ hat ebenfalls den Grad e Mithin hat die Abbildung ¢,
von § den Grad 26=+2, w. z. b. w.

8. Durch den hiermit gefihrten Beweis des Satzes TV ist unser
Hauptziel, der Beweis des Satzes II, erreicht. Der Satz IV legt aber
die folgende Aufgabe nahe, mit der wir uns noch beschiftigen
wollen: man soll fiir jede Dimensionseahl r alle mdglichen Typen (cy, cy)
der Abbildungen von S X S5 auf S aufeihlen.

Nun sieht man sofort, daf es fur jedes »>1 Abbildungen des
Typus (¢, 0) mit beliebigem ¢ gibt: man hat, in der Bezeichnungs-
weise der vorigen Nummer, nur 9(p1; ps) = h(p,) zu setzen, wobei %
eine Abbildung des Grades ¢ von S auf sich bezeichnet; ebenso
lassen -sich Abbildungen des Typus (0,¢) mit beliebigem ¢ kon-
struieren. Die Typen (¢, 0) und (0, ¢) darf man als ,trivial* be-
zeichnen. Die erste Frage, die man sich bei Behandlung der obigen

28*
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Aufgabe stellen wird, ist: fiir welche » gibt es nicht-triviale Abbil-
dungen? Die Antwort lautet:

Sate V. Es gibt dann und nur dann nichi-triviale Abbildungen
von S; X S5 auf 8, wenn r ungerade ist.

In der Tat: die Existenz nicht-trivialer Abbildungen bei unge-
radem » ist im Satz IV enthalten. Wenn es andererseits fir ein
gewisses r eine nicht-triviale Abbildung gibt, so gibt es nach
Satz III eine Abbildung der Sphire S$*+' auf die Sphére S” mit
7= 0; dann folgt aus Satz I, daB » ungerade ist.

Die Aufgabe der Aufzshlung der Typen (e1y ¢) ist damit fuy
die geraden r geltst: es gibt die Typen (e, 0), (0, ¢) mit beliebi-
gem ¢ und nur diese; schwieriger scheint die Aufgabe fur die un-
geraden » zu sein; hier ist mir die vollstindige Losung nicht
bekannt. Besonderes Interesse verdient die Frage: gibt es Abbil-
dungen des Typus (1, 1)? Denn wenn es derartige Abbildungen
gibt, dann gibt es, wie in Nr. 7 gezeigt wurde, auch Abbildungen
vom Typus (b, b,) mit beliebigen b,, by; die Existenz von Abbil-
dungen des Typus (1, 1) ist also gleichbedeutend damit, daB Abbil-
dungen mit ganz beliebig vorgeschriebenem Typus existieren.

9. Die einzigen Dimensionszahlen #, fir welche mir Abbildungen
vom Typus (1, 1) bekannt sind, werden in dem nachstebenden Satz VI
genannt; dieser Satz enthilt zusammen mit dem Satz IV alles. was ich
tiber die Existenz von Abbildungstypen (c,, ¢;) bei ungeraden; r weib.

Satz VI. In den Fillen -

7‘=1, 1":7

gibt es Abbildungen des Typus (1, 1) von 87X 8 auf S".
'Beweis. Wir ziehen die folgenden Systeme &, hyperkomplexer
GroBen it r =+ 1 Einheiten tiber dem reellen Kérper heran: fiir
r= 1 (he. komplexen Zahlen; fir r—3 die Hamiltonschen Quater-
monen; fir r =7 die Cayleyschen Zahlen ?). Wir bezeichnen die

r=23,

) %) Die Cayleyschen Zahlen sind ein hyperkomplexes System mit 8 Einheiten
iiher .dem reellen Korper, welches frei von Nullteilern ist, in welchem jedoch das
asaozm‘tive Gesetz der Multiplikation nicht gilt. Man vergl.: L. E. Dickson
(;) Linear Algebrl-as, Transact. Amer. Math, Soc. 13 (insbesondere Seite 72);
(2) Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich (1927) § 133; (3) Linear Algebras,

Cambridge Tract., (1914) S.14. Ferner: % orn T .
.14, : /3 . 5
Abh. Math, Seminar Hambarg, Bd, 8, y eorie der alternativen Ringe,
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Grofen in jedem der drei Fille durch

P =2' 2y Ly,
=0
wobei 7, die hyperkomplexen Einheitep, g reelle Zahlen, die
,Komponenten“ von P, sind. Ferner setzen wir

/ Suiel
0=0
Dann haben: in allen drei Fillen die Systeme &, die folgenden
drei Eigenschaften: 1° die Komponenten des Produktes P ¢ sind
stetige Funktionen der Komponeaten der Faktoren P und @; 2° es
existiert eine ,Hins“, d. h. ein solches Element E, dab fur jede
GroBe E die Gleichungen EP = PE = P gelten; 38° fur die ,Be-
trage¢ P gilt die Produktregel |P|.|Q|=|PQ]|.

Deuten wir die Komponenten w, als cartesische Koordinaten
im B™, so sind die P mit |P]=1 eineindeutig den Punkten der
Einheitssphéire S” zugeordnet; wir bezeichnen den Punkt von 5,
der der GriBe P entspricht, selbst mit 2. Sind P,, P, zwei Punkte
dieser S, so folgt aus der Eigenschaft 3° auch das Produkt P, « Py
ist Punkt dieser S”; setzen wir g(Py, Py)== P, « Py flir je zwei
Punkte P, und P, der S, so ist dies also eine Abbildung von
87 87 in die 8”. Aus der Eigenschaft 1° folgt, daf diese Abbildung
stetig ist. Die Eigenschaft 20 besagt: Die Abbildung gg, (Py) =g (&, P,)
von 8” auf sich, wobei P, variabel ist, ist die Identitst, und ebenso
ist die Abbildung g, (P,) = g(Py, E) bei variablem P, die Identitit;
daher hat g — vgl. Nx. 7 — den Typus (1,1) ).

1) Der Versuch liegt nahe, durch Heranziehung #hnlich gebauter Systeme &,
auch fiir andere Zahlen » dbnliche Abbildungen zu konstruieren. Nun gibt es aber
nach Hurwitz, Uber die Composition der guadratischen Formen von beliebiy
vielen Variablen, Gottinger Nachr. 1898 (= Ges. Werke Bd. II, 8. b6B), aufler
&,,8;, &;, keine anderen Systeme &, welche die Produktregel 3° fiir die Betrige
erfilllen. Jedoch wiirde es fiir unsere Zwecke genfigen, Systeme @r zu haben,
welche anstelle der Eigenschaft 3° die schwichere Eigenschaft besitzen, keine
Nullteiler zu enthalten (man hitte dann fiir je zwei Punkte P,, P, von S~ unter
g(P,, I’ denjenigen Punkt der S” zu verstehen, in welchen das Produkt P,' P,
vom Nullpunkt aua projiziert wird), Ob es aufler fiir » =1, 3, 7 derartige nullteiler~
freie Systeme 6r gibt, ist mir nicht bekannt (die Giltigkeit des assoziativen Ge-
setzes der Multiplikation wird nicht gefordert).
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10. Der damit bewiesene Satz VI liefert zusammen mit dem
Satz III den

Satz VII. Es gibt Abbildungen
von 8% auf S% won ST auf S* wvon S5 auf S8
mit ’y:l

Da es fiir r=1, r=38, r =7 auf Grund des Satzes VI und
der in Nr. 8 festgestellten Tatsache Abbildungen von 87X S/ auf 8
mit beliebig vorgeschriebenem Typus (b, b,) gibt, kann man aus
dem Satz IIT sogar folgern:

Satz VII'. In den drei im Satz VII genannten Fillen gibt es
Abbildungen mit beliebigem y.

Ob es auch in anderen Fillen Abbildungen mit y =1 gibt, ist
mir nicht bekannt, ’

. 11. In den drei Fallen des Satzes VII existieren besonders
einfache und interessante Abbildungen mit y = 1 1),
Im R+ geien cartesische Koordinaten

xmwlﬁﬂawr)?/m?/la'--:yr

feingefiihrt; wir setzen voraus, daB r=1 oder » = 8 oder » =1
ist, und fassen die x, und Y, #ls Komponenten hyperkomplexer
(%‘rrﬁﬁen X bezw. ¥ der in Nr. 9 betrachteten Systeme &, auf; dann
sind die Punkte des R*** eineindentig den Paaren (J}, Y )’ zuge-
ordnet; mit anderen Worten: der R¥** wird als »8,-Koordinaten-
Ebene“ gedeutet. Unter einer ,&,-Geraden* durch den N allpunkt

des B*? verstehen wir: erstens j
¢ : erstens jede Punktmenge, deren Gleichun
in den &,-Koordinaten = ’

®) . Y=A4X

lautet, wobei 4 eine beliebi
ebige feste Grofle S st s,
Punktmenge aus &, ist; zweitens: die

(6.) - X=0.

1) Fiir r=1 ist dies diejeni i .
. : Jenige Abbildung der §3 auf dis S, die ;
beiden in FuBnote %) zitierten Arbeiten betrachtet wird, " S e
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Diese ©,-Geraden sind offenbar (r - 1)-dimensionale cartesische
Ebenen, welche zu je zweien aufler dem Nullpunkt keinen weiteren
Punkt gemeinsam haben !2).

Nun sei S¥+? eine feste Sphire im R*** mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt; sie wird von jeder der genannten Ebenen in einer
r-dimensionalen GroBkugel geschnitten, Je zwei dieser GroBkugeln
sind zueinander fremd. -Diese Grofkugeln bilden, wie man leieht
sieht, eine stetige Zerlegung der S**, und zwar liegt eine ,Fase-
rung® der- S**' im Sinne von Seifert vor, in der es keine
,Ausnahmefaser* gibt 13). .

Wir betrachten nun noch — unabhiingig von dem bisher benutzten
R¥* — eine Sphire S, die wir als einen durch einen Punkt co
abgeschlossenen R™ auffassen; in diesem R geien aqy,...,a,
cartesische Koordinaten, die wir als Komponenten der Grofien A
des Systems ©, deuten, so dab also die Punkte von B+ eineindeutig
den Grofen A zugeordnet sind, Bei Hinzufiigung des Punktes co
koénnen wir dann die dadurch entstehende Sphire S™+* die ,projek-
tive &,-Gerade“ nennen.

Nun kehren wir zu der S*+' im E?*? zuriick: jedem Punkt
von S¥+. der auf einer durch (6) gegebenen &,-Geraden liegt, ordnen
wir die betreffende GroBe A, jedem auf der &,-Geraden (6.) gele-
genen Punkt der S+ ordnen wir das Symbol co zu. Damit haben
wir eine Abbildung der S**! auf die S” konstruiert, die offenbar
stetig ist.

Die Originalmenge jedes Punktes £ der S” bei dieser Abbildung
ist eine der GroBkugeln, in welche die S**! zerlegt ist. Je zwei zu
einander fremde r-dimensiomale GroBkugeln der S**' haben die
Verschlingungszahl 1. Daraus folgt4): fir unsere Abbildung ist
y=1

1) Sind beide Geraden vom Typus (6), sind ihre Gleichungen also Y=AX,
Y=A'X mit A’ 4, so gilt fir die Koordinaten jedes gemeinsamen Punktes:
(A’ — A)X =0, also infolge des Fehlens von Nullteilern: X'= 0 und dsher auch
Y =0; ist eine der beiden Geraden die Gerade (6e), so folgt aus (6) ¥ =0.

13) Seifert, Topologie dreidimensionaler gefaserter Rdume, Acta math, 60.
Der dort eingefithrte Begriff der Zerlegung einer M3 in eindimensionale Fasern
148t sich ohne weiteres zu dem Begriff der Zerlegung einer MY in Fasern, welche
r-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind, verallgemeinern.

1) Man vergl, § b meiner in FuBnote ?) genunnten Arbeit.
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Das Ergebnis ist:

Satz VIIL Es gibt Faserungen (ohne Ausnahmefasern) der
Sphéren 8% 87, 815 mit folgenden Higenschaften : die einzelnen Fasern
sind Grofkugeln der Dimensionen 1,3, 7; die induzierten Faserrdume
sind Sphdren der Dimensionen 2,4,8; fiir die Faserabbildung ist y=1.

12. Die Frage nach allen Typen von Faserungen ) der Sphiren
scheint mir, auch unabhingig von Abbildungs-Problemen, Interesse zu
verdienen; ihre Beantwortung wiirde unsere Kenntnis von der
Struktur der Sphéren wesentlich férdern; bisher ist aber hiertiber
meines Wissens nicht viel bekannt, Die Betrachtungen der vorigen
Nummer fiihren zur Konstruktion weiterer Faserungen gewisser
Sphéren. :

Es sei r eine der beiden Zahlen 1 und 3 und ferner % eine
beliebige positive ganze Zahl. Die %(r - 1) cartesischen Koordinaten
des R*~+D fassen wir als Komponenten von k Griflen X, X,,..., X,
des Systems &, auf; wir deuten also den R**" als ,k-dimensionalen
affinen &,-Raum. Unter der ,&,-Geraden“, welche den Nullpunkt
mit dem Punkt (X,,..., X)) verbindet, verstehen wir die Menge
derjenigen Punkte (X;,..., X;), fir welche es Grofen 7' mit X, = 7'X,
fir i=1,2,..., %k gibt. Man zeigt leicht: je zwei dieser Geraden
haben nur den Nullpunkt gemeinsam 16),

Jede dieser ,&,-Geraden* ist eine (r - 1)-dimensionale Ebene
des R*+); sie schneidet eine feste Sphire S**+9-! mit dem Null-
punkt als Mittelpunkt in einer r-dimensionalen GroBkugel; diese
GroBkugeln sind paarweise zueinander fremd; sie hilden eine Fa-
serung der SHh-1

Damit haben wir, wenn wir noch diejenige Faserung bertick-
sichtigen, die in Nr. 11 durch Heranziehung des Systems &, geliefert
wurde, die folgenden Typen von Faserungen der Sphdren S¥ erhalten:
1) N=2k—1, & beliebig, die Fasern sind Kreise; 2) N=4k—1,
k beliebig, die Fasern sind 3-dimensionale Sphéren; 8) N=15, die
Fasern sind 7-dimensionale Sphiren,

Ich hoffe, auf die damit angeschnittenen Fragen noch n#her
eingehen zu konnen. '

15) Es sind hier immer Faserungen ohne ,Ausnahmefasern (im Sinne von
Seifert) gemeint,

18) Fu: diesen Beweis braucht man die Gititigkeit des assoziativen Gesetzes
der Multiplikation in ©,: daher muf » =7 hier ausscheiden.

————————————————
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Metrische Geometrie und Variationsrechnung.

Von
Karl Menger (Wien).

Einer der Haupteinwinde, die gegen die Lehre von den allge-
meinen Punktmengen und Raumgebilden seitens mancher Mathe-
matiker erhoben werden, besteht darin, daf diese Theorie keine
Anwendungen auf die Probleme habe, welche die Mathematiker seit
Jahrhunderten beschiftigen. V&llig abseits von der Entwicklung der
tbrigen Mathematik und ohne Zusammenhang mit ihr untersuche
man einige Absonderlichkeiten und stelle man einige Regelmifig-
keiten fest, welche angewendet auf die konkreten belangreichen
Probleme der Mathematik v&llig trivial sind. Verhslt sich dies wirk-
lich so? Ich will hier nicht wiederholen, was ich andern Ortes?)
gegen diese Auffassung gesagt habe, welche meiner Uberzeugung nach
vor allem durch die Entwicklung der Mathematik selbst widerlegt
werden wird, eine Entwicklung, welche durch die Propagierung der
dargelegten Auffassung hochstens etwas hinausgeschoben, nicht aber
aufgehalten werden kann. Aber ich mochte einige Punkte meiner
gegenteiligen Ansicht in dem Jubiliumsbande der Fundamenta Ma-
thematicae, welche ja in der Kultivierung der neuen Gedanken-
richtung eines ihrer Hauptziele erblicken, prézisieren und an eini-
gen neuesten Wiener Ergebnissen erliutern. ‘

Von grofiem Interesse fiir den (teometer ist beispielsweise die
Kenntnis der lokalen metrischen Eigenschaften von Raumgebilden.
Ein ganz auBerordentlich fruchtbares Mittel zur teilweisen Errei-
chung dieses Zieles lieferte zu Beginn der Neuzeit die Entdeckung
der analytischen Geometrie im Verein mit der bald daranf ent-

) z B. in den Akten des Internat. Math. Kongresses, Ziirich 1932, Bd. L
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