Quelques problémes concernant les espaces
métriques non-séparables.

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Dans la note précédente '), M. Montgomery a étendu & 'aide
d'une méthode trés intéressante plusienrs théorémes qui n’étaient
établis jusqu’a présent que pour les espaces séparables aux espaces
métriques les plus généraux: séparables ou non. Dans le méme
ordre didées je vais établir quelques résultats nouveaux et je vais
démontrer, en me servant des symboles logiques, plusieurs énoncés
de M. Montgomery d'une fagon qui me parait bien simple. En
oufre, je vais étudier de plus prés quelques problémes non résolus
concernant les espaces non-séparables. A cette occasion je vais dé-
montrer que tout espace métrique borné se laisse prolonger en un
espace vectoriel normé et complet (ce qui implique — du moins
pour les espaces bornés — le théoréme bien connu de M. Hausdorff
sur le prolongement des espaces métriques en espaces complets).

1. L’opération 87, considérée par M. Montgomery.

Soit {G,} une famille de sous-ensembles d’un ensemble donné &2

(Vespace), lindice £ parcourant un ensemble ordonné . Posons,
pour abréger ‘

(1) K§= G§ ——2 G"?’
dot <
@) K. K,=0 pour £k

') Non-separable metric spaces, ce vol,, p. 527.
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Ktant donnée une famille d’ensembles X,(C 8, avee £e E, ap-
pelons résultat de Vopération BN, effectute sur les ensembles Xy la

somme
§

(la famille G, étant considérée comme fixe).

Théoréme. Lopération N est additive, multiplicative et, dans
le cas ol =3 K, soustractive.
g

Démonstration. L'additivité de Vopération 87 est immédiate:
elle signifie que Pégalité X, = 3 X# (ol o parcourt un ensemble
o

d'indices arbitraire) entraine

¢ N e v y o

3) 2 X K, =2‘2 X¢ K, =22 X¢ K,.
£ £« o ¢

Pour démontrer que l'opération &7 est multiplicative, posons
Xy=II Xg 11 vient?), en vertu de (2)
[

(4) D% K=3 [ xex;=[] 3 x¢ k..
[ § o a £

Enfin, en posant X,== a0 — X}, il vient

» ’ \J o
6 XK=k -x)=Y K~ I KX,
§ § H §
car, d'une part

B =KX+ K X{, P Y K=I KX+ IK X
£ 3 §
et d’auntre part, selon (2)

(B: X (K, X)) =0, dou ( Yz, Xg) , (52' K, Xé) —o0
§

1) daprés la régle générale suivante: si quels que soient @, 8 et %4-£, on a
Ago’ dypg==0, alors I dg, = I3 4z,.
o App s t ba o g b

En eoffet, ai peJl3dgy, & chaque o correspond un & tel que pedg .
-

Par hypothdse, tous les £, ont une valeur commune & (pour p fixe) et il vient
Pell dgq C I T Ay g,
a ¢«
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Les formules (4) et (5) impliquent la soustractivité de l'opéra-
tion &% (dans le cas ol B =2 K,).
§

L’opération 7 étant ainsi distributive par rapport aux opérations
de 'addition et de la multiplication, 4l en est de méme de son rap-
port aux opérations de Hausdorff *) (et, en particulier, & opération @
de Souslin-Lusin). Plus précisément, si X, s'obtient des ensembles
X, X3,... & laide de lopération de Hausdorff & base B, et si §
sobtient des ensembles X, & l'aide de l'opération &% on parvient
au méme résultat en effectuant d’abord lopération a7 sur chaque
famille {X7}, avec n fixe, et puis en effectuant sur les ensembles
ainsi obtenus L'opération de Hausdorff i base &.

On g, en effet, X;= SITX}" oh 3¢ 1l vient
3 n

o Ixg=3 3w 5-3 [[| 3 x)
§ § 3 n 3on §
en vertu des formules (3) et (4).

2. Applications topologiques. Admettons, & présent, que @
solt un espace metrique et que les ensembles (F; soient ouverts,
Posons avec M. Montgomery

X = X Ky Blols, @2 69311
11 vient

Xg. K'§=2,‘ Xg, d’ott S:ZXg'Ifg =j2‘X£5
§

n=1 & n=1

et
¢(Xp, X =", powr g,

ee qui implique que l'ensemble X¢ est simultanément fermé et ouvert
relativement & la somme '3 D¢
¢

) 1};Etant donmés un ensemble § de suites infinjes d’entiers positifs et une
m:.xte d anen‘lbljss‘ X1, X3,..., on dit que Vensemble X s'obtient de cette suite
d’ensembles & l'aide de opération de Hausdorff i base &, lorsque

X=3IXx¥
3 n
N — [«1 .
oh 3 =31 32,.., 3",...] désigne une suite variable parcourant ensemble .

%) @(x) étant une fonction propositionnelle, K¢ (x) désigne I'ensemble de tous
les & qui lni satisfont. *

o(X, ¥) =Yorne inférieurs des distances lo—y| ot xeX et ye V.
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On constate aussitdt que, i X est fermé, il en est de méme
de X7 et de ?’Xé‘; done S est wun Fy (0. & d. somme dénombrable

d’ensembles fermés).
D'une fagon analogue, si X, cst non-dense, 2 X lest également
) £

comme somme d’ensembles non-denses et ouverts par rapport & elle h,
Lensemble S est dans ce cas de I catégoric (¢ & d. somme dénom-
brable d’ensembles non-denses).

En tenant compte du fait que l'opération 7 est additive et
multiplicative, on en conclut que les propridids suivantes sont des
invariants de Uopération ON: :

10 d’ére un cnsemble borelien de classe Ir,®) avee a>>0 (Fy, Iy ete),
20 d'élre de 1™ catdgorie,
80 propridté de Baire au sens large ®).

En ce qui concerne les classes ,, on voit d'abord que dans
le cas ot X, est un G, ln somme S est, en vertu de la sous-

tractivité de Popération 8%, un G par rapport i l'ensemble 3 K.
§

Ce dernier étant un [, (selon 1°), S est donec la partie commune
dun G4 et d'un .
Pour ¢ >>1 on econstate aussitdt que la propriété

40 Pétre de classe Gy (Gygr Gy €86.)

est un invariant de l'opération 9%,

D'une fagon analogue, en s'appuyant sur la form. (6), on con-
clut que la propridté d'étre le résultat dune opération de Hausdorff
effectude sur des ensembles I, est invariante par rapport & Topéra-
tion &1 Tl en est ainsi en particulier des ensembles @ de Souslin-
Lusin (ainsi que de leurs complémentaires).

1) Voir ma Topologie I (Monogr. Matem. 3, Varsovie 1933), p. 32.

1) Les cnsembles formds sont dits des Fy, les Fo pour o impair (pair), sont
des sommes (produits) dénombrables d’ensembles Fy, avec E< o Les Gy sont des
complémentaires des Fy.

%) Un ensemble £ est dit & propridié de Baire aw sens large #'il est somme
d'un ensemble borelion st d’'un ensomble do premidre catégorie, Si pour chaque
ensemble X, lonsemble J.X jouit de cette propriété relativement 4 X, il est dit
& propriété de Baire aw seng restreint.

On constate facilement que lo thdordémo considéré reste valable pour lu pro-
priété de Baire au sons restreint,
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[

2a. Cas oit 'ensemble E est bien ordonné. Dans ce cas g
propriété d'étre un Gy est un invariant de Uopération oM,

En effet, les ensembles K,, définis par la formule (1), satisfont
alors & égalité

\ @ \ M
(7) 2K§=2 G, dott ZAgK = G —'ZXéKéa
£ : ¢ ¢ :

en vertu de (5). L'ensemble 3 .X; K, étant un F, (ef NO 2, 19),
. §
Pensemble S= 3 X, K est un G,.
g

Remarque. L'hypothése du bon ordre est essenticlle.

Soient, en effet, X, = &= lintervalle 0 <{ <1, £ lensemble
non-dense de Cantor, G¢ lintervalle 0 <Ca@ << £ On voit aussitor
que, lorsque £ n’est pas une extrémité droite d’un intervalle con-

tigu, I'ensemble X, = G/, — 3 G, est vide, tandis que, dans le cas
7<§
contraire, il coincide avec cet intervalle contigu (ouvert) augmenté

de son extrémité gauche. L’ensemble S est donec somme de tous
les intervalles contigus (ouverts) et de leurs extrémités gauches. Evi-
demment S n'est pas un Gy (puisque les extrémités gauches ne
constituent pas un G)

La formule (7) conduit & une application intéressante concernant
la localisation des propriétés invariantes relativement & opération &%
(Vensemble £ étant supposé bien ordonné). Soit notamment P une
propriété de ce genre et désignons par E, Tensemble des points »
de E pour lesquels il existe un ensemble ouvert G(») contepant x
ot tel que B . G(x) jouit de la propriété P. L'ensemble &, jouit alors
de la propriété P 1),

En effet, rangeons tous les ensembles G (%) en une suite trans-
finie Gy, Gy,..., G,... et posons Xe=E Gy. 11 vient

-y
§ g §

L’ensemble X, jouissant de la propriété P, l'invariance de cette
propriété par rapport & lopération a7 implique que E, en jouit
<galement,

) Cf. Montgomery, 1, cit, ot S. Banach, Fund, Math, 16, p. 895 (loca-
lisation de la notion de premiére catégorie),
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3. Un théoréme sur les fonetions propositionnelles de denx
variables, Soit 82 un espace métrique arbitraire, Imaginons le bien
ordonné en une suite transfinie p,, py,..., pg,... Soit G, Gy,..., Gy
une suite d’ensembles ouverts tels que G@== 3 G;. A chaque point «

de T'espace faisons correspondre I'indice minimum &(z) tel que 2 ¢ G-
Posons 0 (¥) = pgy. On a donc I'équivalence: '

®) {pg=w(2)} = {we ¢—3 G,,} = {re K}
7<§
Soit P une propriété d'ensembles invariante par rapport i lopé-

4

ration 9% (I'ensemble E étant supposé bien ordonns) et par rapport
% la multiplieation eartésienne ') par I'espace 522). Les applications & la
Théorie des fonctions faites par M. Montgomery de sa méthode
reposent, au fond, sur le théoréme suivant:

Théoréme. litant donnde une fonction propositionnelle ¢ (z,y) de
deuw variables (parcourant Uespace ), si quel que soit x, l'ensemble.
E p(x,y) jouit de la propriééé P, lensemble X @lw(x),y] en jouit

. . ‘
c}"galement.

Démonstration. Iin employant, comme d'habitude, I'opérateur
logique 3 dans le sens: ,il existe un £ tel que...“ on a les équi-

§
valences:

\ Y -
o0l y1= Y0l ) [pe=wi@)= So(py,1)|ze(6:— Y G,,)]
§ § 7<§
I1 vient 8)

\ y Al e
E o w(x), y| ==1*12' P (Per 9) {“(%—2 (’17)]_
xy xy -~ <t
£ 4
% ~ y S LY —
- S{eviny ecfe- 30
§

7
==_2'{E<p(mv 9)-BlocGy)— Y Bre Gv}‘
: xy xy 77<§ xy

1) Le ,,produit cartésion” AX B dos ensembles 4 ot B 8 Compose par définition
des couples (@, b) olt aed et beB. Voir par ex, .’l’opglo,qw I, p. 7. )

%) Telles wont en particulior les propridtés 1'—4° da ITI2 (c'f. 1. cit. P 140_, 11X
ot 161). Cependant la propridté de Buire au sens restreétni nes't; pas :nvurmnt:
par rapport i la multiplication cartésienne par l'espace (du moxnsrsn 1'on adme
I'hypothése du continu), Cf. W, Siecrpinski, Fund, Math, 82, p. .)4: ‘

) Pour los rbgles du caleul avec 'opératenr ¥, d'ailleurs trés simples, voir
par ex, Topologie I, §§ 1 ot 2,
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Posons B @ (pg, y) = X; et Exe G = Gf.
xy xy
Par conséquent X=X E@(ps, y) ot Gf = a X Gg, dotr
¥y

on conclut que G est un ensemble ouvert (dans l'espace &2 &©)
et que X, jouit de la propriété P.
Il vient, en méme temps,

E @ lw(x), y) =2 (Xg g —2 G;;:)
el

<8

et la propriété I’ étant invariante par rapport i Lopération on,
elle appartient 4 l'ensemble E ¢ [w (2), ).
) xy

4. Applications & la Théorie des fonetions. Considérons,
& présent, le cas ol G, est la sphére (ouverte) de centre p; et de
rayon */,. Désignons par w,(¥) la fonction w(%) de la formule (8).
On a évidemment

9) |w,(2) — x| <Y,. dou lim w,(x) = .

Nous établirons, & présent, les deux théordmes de M. Montgomery.

1) Toute fonction de deuw variables f(z,y), continue par rapport
@ x et de classe @ > 0') par rapport & y*), est de classe a - 1 (par
rapport & 2,y).

Il s'agit de démontrer que, " étant un ensemble fermé, I'ensemble
E{f(z,y)eF} est de classe ¢ - 1 multiplicative.
xy

Or, désignons par S, la sphére ouverte de centre I et de rayon 1/,.
- D'une fagon générale, si la suite 2, z,,... converge vers 2, on a

Péquivalence 8)
{zeF} E”z‘zn+k€ S,.
n k

Done, en posant z — f(@,y) et 2, = flw,(x),y] et en tenant compte
de Pégalité li:n Sl (@), 9} = flim w, (z), y] = f(a, ¥), qui résulte de la

!) Pour & =0, voir Topologie I, p. 181,
?) Une fonction y = f(x) est dite de classe @, lorsque l'ensemble Kf(x)e F
N . - . . *
est de classe o multiplicative (c. & d, Fy ou @ suivant que o est pair ou impair),

quel que soit I'ensemble fermé F' situd dans l'espace des y.
%) Ibid., p. 184 (i).
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continuité de la fonetion / par rapport & x et de Végalité (9), —
il vient

el = I[ 2‘/ 1waal)yl e S,
d'olt ; (’;
!f{f(»by y)ye '} m”Zfo {f 1w () 5] € 5,).
nel  f=l

Posons dans le théordme du NO© 38

@@ y) = {f(x,y)eS,)

L'ensemble X ¢ (x,y) étant, pour chaque », de classe o additive

(puisque la fonotion J est do classe @ par xapport & y), il en est
de méme de Vensemble JJ¢[w,.(x),y]. L'ensemble B {f(z,y)eF}
xy xy

est done de classe @ —-1 multiplicative, ¢. ¢. f. d.

D'une fagon analogue, loute fonction de deux wvariables, continue
par rapport & une eb jouissant de la propriété de Buire (aw sens
large) ¥) par rapport & Uautre, jouit de la propridté de Baire.

2) La fonction f(x) étant de classe a, Uensemble I = B {y = f(x)}
xy
est de classe o multiplicative.

En effet, 'inégalité (9) entraine I'équivalence

{o==1b} = ” [w, (@) —b| < Y,y
d'olt !
ty=r@y = Jfllw.y) — f@)| <
et "

I=1{y = fla) = J B{lw.lp) — @) <o

n=1

Posons dans le théordme du N° 3
‘p(“'a:’/) = {Iy '"‘f(m” < ! il
L’ensemble 17 ¢(z,y) étant, pour chagque y, de classe o multi-

1) Uno fonetion /' jouit de la propriété do Baire, lorsque, pour chague ' fermé,
V'enserablo Jif(i)e I jouit de cetho propriété.
x
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plicative (puisque f est de classe a), il en est de méme !) de len-
semble T p[2,1,(y)) = B {|w(y) — f@)| < Yuk
xp X,

L’ensemble I est donc de classe « multiplicative.
D'une fagon analogue, si f jouit de la propriéié de Baire au
sens large, I en jouit également.

5. Probléme de la représentation analytique. Liant donnde une
fonetion f(xc) de 172 classe?) qui transforme Uespace 52 en Vespuce % existe-t-il
un espace. QF* qui contient topologiquement et une suite de fonetions con-
tinues fo(x) dont les valeurs appartiennent d 9/* telles que '}'1_120 Tn(®) = fla) 2

Ce probléme n’est résolu jusqu'a présent que dans I'hypothése que I'espace

est séparable: dans ce cas on peut admetire pour 9’* Pespace de Hilbert?).
S5i la solution du probléme est positive, on pourra en déduire que l'ensemble des
points de discontinuité d’une fonction de 1% classe est de I*® catégorie ), théoréme
qui n'est établi que pour 9¢ séparable 5).

Il est, peut-8tre, intéressant de remarquer que le probléme considéré se laisse
réduire au suivant: étant donnée une fonetion f(x) de I** classe qui transforme
'espace G0 en sous-ensemble d'un espace vectoriel normé et complet 8), existe-t-il
une suite de fonctions continues f, (%) dont les valeurs appartiennent & 9f et telles
que Tim fala) = f(z)?

n=00

Cette réduction du probléme repose sur le théoréme du N suivant.

6. Prolongement d’espace métrigue en espaee veectoriel.
g P

&2 et 2 étant deux espaces métriques arbitraires, on désigne par y‘%’
I'espace de toutes les fonctions continues bornées qui transforment &2
en sous-ensembles de 2/; la distance entre deux fonctions f et g
est donnée par la formule:

[f— g| = borne supérieure de | f(z) — g(z)|.
Si & est complet, y&? l'est également '), De plus, si ==

1) Nous admettons que @ > 0. Pour ¢ =0 la démonsiration est immédiate.

%) Bien entendu, le méme probléme peut &tre formulé pour une classe
o arbitraire.

3) Cf. Topologie I, p. 187, 1X.

4) Ibid., p. 189 ’

%) Ce. qui impliquerait la solution positive du probléme pos§ par M. Momnt~
gomery & la fin de sa Note.

®) Pour la définition, voir 8. Banach, Théorie des opcrations lindaires,
Monogr. Matem. 1 (1982), p. 53.

_7) Voir Topologie I, p. 199.
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o
Jensemble des nombres réels, ?/éL est vectoriel et normé (avee les
définitions habituelles de somme de deux fonetions et de multipli-
cation par un coefficient réel).

Théoréme. Tout espace borné 88 est isométrique & un sous-
0
ensemble de lespace Sa‘.

Il ¢'agit de faire correspondre & chague élément p de z une
fonetion f,, & valeurs réelles, continue et bornée de fagon que Yon ait

(10) lp—ql =1/ — /5.
Or, posons f,(w) == |w - p|.
Il vient, d’aprés la ,régle du triangle%:
(@) —Se@l=llw--p| «lr—g||<|p—qg|, Xt | f,—f] < |p—gf

of, dautre part, | f,(p) ~ f,(p)| == |p — g¢|, d'od la formule (10).
Chaque espace métrique étant homéomorphe 4 un espace borné,
on a le

Corollaire. Tout espace mébrique est homéomorphe & un sous-
ensemble d'un espace vectoriel normé et complet.

7. Fonetions ponctuellement discontinues sur tout en-
semble formé ). y = f(x) dtant une fonction de ce genre et
F un ensemble fermé et owvert (dans Vespace des y), lensemble
B = ,?( S(&) e} est ddveloppable en une série alternde (transfinie)

d'ensembles ®) fermds déeroissants.

Notre théoréme sera démontré dés que nous aurons établi que,
pour chaque ensemble fermé X, Iégalité X =X E.X — F entraine
X=08%,

'Or, supposons que X==0. Il existe alors, par hypothése, un
point de continuité p de la fonetion partielle g = f/X. Par conséquent

Vinelusion X(C X Z implique que g(p)eF, donc que f(p)erF.

') Une fonctlon /' est dite ponotuellement discontinue sur Pensemble 4, lorsgue
les points de continuité de la fonction partielle f/4 (¢, & 4, de la fonction f dont.
les arguments sont restreints & l'onsemble 4) constituent un ensemble dense
dans 4,

*) ¢ & . en un ensemble de la forme A, A Ay —dy Ay — Agfpaton

%) Voir Topologie I, p. 61, V, 10,
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Par raison de. symétrie, on conclut que linclusion X C X — K
implique que f(p)e % — F et, comme I est ouvert, il en résulte
que f(p)e Y — F, ce qui est incompatible avec f(p)eZ"

Le théordme gque nous venons d'établir se rattache au probléme de linva-
riance de le séparabilité, Nous en déduirons, notamment que la séparabilité de
Vespace est invariante por ropport aux transformations [ ponctuellement discon-
tinues sur tout emsemble Gg').

Supposons, en effet, que l'espace 9F = f(4l9) ne soit pas séparable. [l con-
tient alors un eusemble ?/’* fermé, isolé et de puissance N: ¥, ¥,,... Yg,...
E<DY

Posons

a?*=-€f(w)e ?/* ot Fe=(yy, ¥ps0 Ye)

L’ensemble g0* étant un Gy (puisque f est de I classe)?), la fonction par-
tielle f* = f/4810% est ponctuellement discontinue sur tout ensemble fermé (dans ag*",
méme sur tout Gg). L'ensemble F; étant fermd et ouvert dans Q¥ on conelut
du théordme préeédent que l'ensemble A= Ff*#(x)e Iz est développable en une

X

aérie d'ensembles décroissants fermés (dans Z0%). On parvient aingi, en faisant
varier 'indice & & une famille bien ordonnée et indénombrable d’'ensembles A§
-développables croissants. 5)2* ne peut donc 8tre séparable4); il en est de méme
de & c. q. f. d.

Le probléeme s'impose d'dtendre le thdoréme précédent aux fonctions de
clnsse =1,
Or la solution est positive 8'il en est ainsi de la solution du probldme de la
représentation analytique (du N° 5). En effet, la condition f(x)==1lim f,(«) entraine
w00

'inclusion f(4R) CZ‘/",,(@. Done, si f,(82) est séparable, il en est de mé&me
n
de Ef,,(@?) et de f(812). De plus, si f, est continue, f, (510) est séparable,
n

Il est aussi & remarquer que l'on obtiendrait ia solution positive du problédme
considéré, si l'on savait démontrer que chague espuce séparable indénombrable con-
tient un ensemble non-borelien®), Considérons, en effet, I'ensemble 9f*= (Y11 Yaree &)

1) Si l'espace &0 est complet et ?/ séparable, ces transformations coincident
avec les fonctions de I classe, donc avec les fonctions ponctuellement discontinues
aur tout ensemble fermé.

3) Voir Topologie I, p. 264, 8.

%) Cf. Montgomery, p. 533.

4) d’aprés un-théoréme de M. Zalcwasser, Fund, Math. 3 (1922), p. 44.
Cf. Topologie 1, p. 207.

5) Cette dernidre proposition résulte facilement de I'hypothése du continu.

Bans restreindre la généralité on peut admettre que lespace est contenu dans
Lintervalle, puisque chaque espace séparable est une image continue d'un sous-
engemble de I'intervalle, On rapprochera ce dernier probléme de colui de M. H aus-
dorff: étant donné un ensemble K de puissance N, démontrer que, pour chaque
suite infinie d’ensembles 4,, A,,..., il existe un sons-ensemble de & qui n’est pasla
limite supérieure d'une suite extraite de la suite donnéde (Fund. Math, 20, p. 286).

icm

Espaces non-séparables b45

de la démonstration préeédonto of faisons corvespondre i chaque ¢ un g tel que
Fwg) = yg. Llonsombo A=(2,, wy... 2,...) ost done indénombrable, Wil contient
un ensemble non-horelien (relativement & lui), I fonetion / ue peut dtre do clagse
car, autroment — chague sous-ensernble do y étant formé — chaque soumn-’
semblo de 4 sorait borelien (lo clusse ),

8. Awtres problémes non résolus.

1) Une fonction /" do classe e ost-elle limite d'ume suite uniformément con-
vergente de fonctions f, de classo @ telles que l'ensemble des valeurs de la
fonetion fj, soit isolé?

2) Etant données deux fonctions a:(f) ot 4(5) de classe o (resp, 4 propriété
de Baire), la fonction 2(f), olt # == (w, y), est-olle de classe o (resp. & propriétd
de Baire) ? ’

8) Etant dounde wune fonetion [/ jouissant de ln propriété de Baire sar
Tespace G, existe-t-il un enwemble F» de [re catégorie tel que la fonction par-
tielle /()X - P) solt continue?

Tous cos problémes so laissont rérowlre positivemont

duns Ihypothdse que
les espaces conalddrés sont séparablos 1),

1) Cf. Topologie 1, pp. 186, 182, 194 of 199,

Fundaments Mathemuticas T, XXV, 36
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