Gestufte Raume.

Von
F. Hausdorff (Bonn),

Wenn jeder Teilmenge A einer Menge £ eine Menge A, zuge-
ordnet wird, die den Kuratowskischen Axiomen tiber die abgeschlos-
sene Hiille mit Ausnahme von A,,==4, gentigt, so wollen wir E
einen gestuften Raum nennen. Insbesondere erzeugt jeder Fréchet-
sche L-Raum einen gestuften Raum, und andererseits jeder gestufte
Raum einen topologischen Raum, so dass die gestuften Réume als
Bindeglied zwischen L-R#umen und topologischen R#éumen einer
kurzen Untersuchung nicht unwert sind, die vielleicht einige be-
kannte Tatsachen der Raum-Axiomatik !) in hellerem Lichte er-
scheinen l4sst.

§ 1. Topologisehe Riiume.

Dieser Ausdruck wird hier im folgenden Sinn verstanden: in £
ist ein System § von Mengen F'(CE, den abgeschlossenen Mengen,
mit den Eigenschaften gegeben 2):

(Y) Der Raum E selbst und die Nullmenge O sind abgeschlossen.

(2) Die Summe von zwei (also von endlich vielen) abgeschlossenen
Mengen ist abgeschlossen.

(8)  Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist
abgeschlossen. '

(4)  Einpunktige (also endliche) Mengen sind abgeschlossen.
) Vgl. M. Fréchet, Les espaces abstraits (Paris 1928).

%) Wieviel man schon mit (1) und (8) allein bheweisen kann, zeigt W. Sier-
piiski, General topology (Toronto 1934), Chapt. 1.
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Die Komplemente der abgeschlossenen Mengen heissen offene
Mengen; eine offene Menge, die den Punkt x oder die Menge A
enthilt, heisst Umgebung von x oder A. (4) mdge auch das erste
Trennungsaxziom heissen; es besagt, dass, fur x ==y, x eine zu y
disjunkte Umgebung hat. Das zweite Trennungsaxiom, wonach zwei
verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen haben, wird nicht vor~
ausgesetzt.

Die Axiome (1)—(4) ermoglichen die Einfithrung der kleinsten
abgeschlossenen Menge A, d. h. der abgeschlossenen Hille 4,
von A mit den Eigenschaften

(5) Oa=07 ACAU.CE5 (A+ B)(I = A(l + B(!! A(M! =‘A‘a1 wa = w!
die man auch mit Herrn Kuratowski?!) als Axiome an die
Spitze stellen kann.

Eine und dieselbe Menge kann durch verschiedene Systeme
%, 3, abgeschlossener Mengen zu verschiedenen topologischen Réu-
men K, E, gemacht werden. Wir nennen E; einen (topologischen)
Oberrawm zn E, E einen Unterraum zu E,, wenn &, (CF. Alle im
Oberraum abgeschlossenen Mengen sind also auch im Unterraum
abgeschlossen, aber (falls , =) nicht umgekehrt; der Oberraum
hat weniger abgeschlossene Mengen und demgemiiss grossere ab-
geschlossene Hiillen :

Am(Ei) D.Aa(E)'

Der unterste aller wdglichen R#ume ist der, wo alle Mengen
abgeschlossen sind (also alle Mengen offen, alle Punkte isoliert,
E ein ,diskreter* Raum), der oberste der, in dem nur die (von den
Axiomen geforderten) endlichen Mengen und E selbst abgeschlossen
sind. Ist eine Menge von topologischen, als Punktmengen simtlich
identischen, Réumen Z; (wo der Index ¢ irgend eine Menge 7' durch-
lsuft) mit den Systemen g; abgeschlossener Mengen und den ab-
geschlossenen Hiillen A, (H,) gegeben, so hat dieses Raumsystem

gemeinsame Ober- und Unterriume. Unter den Oberrfumen £,

fir die ja FCF, sein muss, gibt es einen untersten, fiir den das
System der abgeschlossenen Mengen

§=”%z

1) C. Ruratowski, Sur l'opération A de I'dnelysis Situs, Fund. Math, 3
{1922), p. 182—199. )


GUEST


488 F. Hausdorff:

das Produkt (der Durchschnitt) der sdmtlichen §, ist, das offenbar
die Axiome (1)—(4) erfiillt. Fur die abgeschlossenen Htillen in
diesem untersten Oberraum gilt

AB)D Y AB;

die genaue Formel wird in (10) gegeben. Ebenso gibt es unter den
Unterriumen £ mit ED&‘ einen obersten; fur ihn ist

¥ Y8 4 4.5,

und zwar § das kleinste System tber I, das die Axiome (2), (8)
= ¢

erfiillt.

Es sei y=g(r) eine eindeutize Abbildung des topologischen
Raumes  (mit den abgeschlossenen Htllen 4,) auf den topologischen
Raum H (mit den abgeschlossenen Hiillen Bg); ¢(4) sei das Bild
von AC E, ¢7(B) das Urbild von B H. Die Abbildung ist im
Punkt & stetig, wenn fiir jede Menge A mit z¢ 4, zugleich (%) e p(4)
ist; sie ist iberall stetig, wenn

9(ds) C p(A),

#

(4C £)

oder auch
9 (B)a C ¢7(By) (BC H)

ist. Damit gleichbedeutend ist: die Urbilder der in H abgeschlossenen
(offenen) Mengen sind in Z abgeschlossen (offen). Die identische
Abbildung von E auf den, als Punktmenge mit £ identischen,
Raum H ist stetig, wenn jede in H abgeschlossene Menge auch in
E abgeschlossen, d. h. H Oberraum zu E ist. Die schlichten
(= eineindeutigen) stetigen Bilder von % sind also mit den Ober-
rdumen von E topologisch aquivalent (hom&omorph).

. H .
Es sel E=§ E, eine Zerlegung der Menge Z in disjunkte

Summanden == 0, wobei der Index y zuniichst eine reine Menge H
durchlguft. Indem wir y — (x) statt 2 ¢ E, schreiben, also jedem
Puokt z den Index der ihn enthaltenden Menge E, zuordnen, er-

halten wir eine eindeutige Abbildung von E auf H, bei der

9 '(y) =E, das Urbild von y ist. Wemnn nun £ topologisch ist,
80 suche man auch H so zu topologisieren, dass die Abbildung
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y = p(x) stetig wird; ist dies moglich, so heisst L= 3 F, eine
stetige Zerlegung. Die Aufgabe verlangt, nur soleche Mengen B(” H
als abgeschlossen zu erkliren, deren Urbilder ¢~ (B) abgeschlossen
sind; es steht aber frei, alle diese Mengen oder nur einen Teil von
ihnen als abgeschlossen zu erkliren. Andererseits sind die Punkte y
durch Axiom (4) als abgeschlossen vorgeschrieben, und ihre Urbilder,
die Summanden X, der Zerlegung, miissen also abgeschlossen sein.
Dies ist aber auch die einzige !) notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir eine stetige Zerlegung. Bezeichnen wir dann mit B das
System der B, deren Urbilder

P~ (B) :231 E,

abgeschlossen sind, so gibt jedes System & (H)(C B, das den Be-
dingungen (1)--(4) gentigt, einen zulfissigen topologischen Raum H.
Da das System B selbst diesen Bedingungen gentgt, so ist der
Raum H mit §(H) == der unterste aller dieser Raume, die ihrer-
seits die Oberrdume (schlichte stetige Bilder) dieses Minimalraums
sind. Die abgeschlossenen Hiillen des Minimalraums werden in (12}
angegeben,

§ 2. Gestufte Riume.

Wir denken uns jeder Menge 4(C % eine Menge 4, zugeordnet,
die die Eigenschaften (5) von 4, hat bis auf 4,,=A4,, also
6 - 0,=0, ACA4,CE, (A+B),=4,+ B, z,==

‘Wir nennen K einen gestuften Baum, 4, seine Stufenfunktion.

Das System der Mengen mit A,=—A4 erfiillt die Forderungen
(1)—(4). Es gentigt (3) zu beweisen; aus der dritten Gleichung (6)
folgt, dass A, monotone Funktion von Aist (mit 4 (B ist 4,C5)),
und wenn also A=1IT 4, A,=A, ist, so ist

¢ .
AAC]IAU, =”At=ACAA7 4, =4
¢ ¢

Wenn wir also die Mengen mit 4,==4 als abgeschlossen erkliren,
80 entsteht ein topologischer Raum. In bekannter Weise findet man,

1) Uber weitere in der Literatur auftretende Bedingungen vgl. § 4.
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dass ‘die abgeschlossene Hiille 4, die grosste Menge ist, die durch
endliche und transfinite Wiederholung der A-Operation aus 4 ent-
steht, also die grosste Menge in der Folge

(7) AOZA, A1=AR«’ A2=A},Z’ veey flm,..-, AE""

wobei
A .
&<y

?

dpy = 4y, (y Limeszahl).

Wir schreiben kurz
®) A=At dyt Ayt

Der Aufstieg tiber die ,Stufen” (7) fihrt also schliesslich zur hsch-
sten Stufe, zur abgeschlossenen Hiille. Man hemerkt sofort, duss
verschiedene gestufte Riume denselben topologischen Raum ergeben
konnen, z. B. die Réume mit den Stufenfunktionen 4,; oder 4,
(§>0). Ein topologischer Raum ist selbst ein gestufter Raum, in
dem die Stufenbildung 4, sofort abbricht (4,, = 4,).

Eine und dieselbe Menge kann durch verschiedene Stufenfunk-
tionen A4, (), 4,(Z,) zu verschiedenen gestuften Riumen E, K,
gemacht werden. Wir nennen Z, einen (gestuften) Oberraum zu £,
E einen Unterraum zu F;, wenn

A (B) D 4,(E).

(in transf.).

Hieraus folgt
AulBy) D Ag(E),

E, ist also auch im topologischen Sinne Oberraum zu E. Der un-
terste aller gestuften Riume ist der diskrete Raum mit A4 a=4d,
der oberste der, wo A,=24 fiir endliches, 4,—F fiir unendli-
ches 4; diese beiden Extremalriume sind topologisch und dieselben
wie im topologischen Fall (§ 1).

Eine Menge gestufter, als Mengen identischer, Réume Z, mit
den Stufenfunktionen A, (F,) hat gestufte Oberriume Z mit

4,(B)D Y 4,(E),
t
hierunter einen untersten mit

(9) Ai. (EJ 22 A,q, (Et)1

icm

Gestufte Riume 491

weil dieser Ausdruck die Eigenschaften (6) hat. Die Menge A ist
in Z dann und nor dann abgeschlossen (AAE‘)::A), wenn sie in

jedem E; abgeschlossen ist; E ist also auch als topologischer Raum
der unterste Oberraum der topologischen Réume E,. Die abgeschlos-
sene Hiille A,(Z) ergibt sich aus dem A,==A,(E) durch (8), und
diese Formel vereinfacht sich im Allgemeinen auch dann nicht,
wenu die E, als bereits topologisch angenommen werden, sodass
also die abgeschlossene Hiille 4, im untersten Oberraum durch

(1) 4= 4u(B), Av=A+ A+ 4y +... (in transf)
t

gegeben wird. Entsprechend giht es zum System der X, gestufte
Unterriume £ mit

4, C flf 2uE)

und unter diesen einen obersten; ob er das auch im topologischen
Sinne ist, bleibt fraglieh.

Insbesondere haben die simtlichen gestuften Riume E;, die den-
selben topologischen Raum Z mit den abgeschlossenen Hiillen 4,
erzeugen, einen obersten Unterraum E, von dem aber fraglich ist,
ob er noch & erzeugt, ob es also eine kleinste Stufenfunktion gibt,
die vermoge (8) zu gegebenen A, fithrt. Hierzu sei bemerkt: wenn
A4, =A+ D mit endlichem /) ist, so ist A, =4, D, =
=Ad+D)+D=A4-D=A, und demgemiss 4,=A - D;
umgekehrt ist bei A, == 4 - D mit endlichem D auch 4;= 44 D
fiir jede Stufenfunktion, die 4, erzeugt. Demnach enthilt 4, alle X,
mit X(CA und endlichem X,—X (vgl. dazu die Anmerkung S.496).

Sind E£,H gestufte Riéume mit den Stufenfunktionen A4, B,,
so ist nach Analogie mit dem topologischen Fall die Abbildung
y=e@(x) von Z auf H im Punkt x stetig zu nennen, wenn fiir jede
Menge 4 mit we A, zugleich ¢(x)e @(4),, und tberall stetig, wenn

W
(a) (p(AA)C(p(A)y, (ACE)
Hierans folgt, wenn man A4 = ¢~'(B) setat, also B = @(4):
(h) pA)C B, A= (B (BC H)
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und durch die Abbildung ¢~ wegen 4, ¢ ¢(4,), -
(©) 97 (B, C 97 (B,) (B C H);

aus (c) aber folgt wieder (a), denn wird B==¢(4), also 4 ¢~*(B)
angenommen, so kommt 4, ¢7'(B,) und durech die Abbildung ¢:
¢(4;) C B, =¢(4),. Die Bedingungen (a), (b), (c) sind also aqui-
valent. Aus der gestuften Stetigkeit (iiberall, nicht bloss an einer
Stelle) folgt die topologische, denn nach (e) ist mit B= B, auch
¢~ (B) = ¢'(B), abgeschlossen. Sind Z, H als Punktmengen
identisch, so ist die gestufte Stetigkeit der identischen Abbildung
von B auf H damit gleichbedeutend, dass E gestufter Unlerraum
zn H ist.

H
Um eine Zerlegung £ ==23 F, des gestuften Raumes £ (mit der
¥

Stufenfunktion 4,) durch geeignete Stufung von H stetig zu machen,
hat man die Stufenfunktion B, der Bedingung (b) zu unterwerfen,
wobei ¢(4,) = ¢(¢p~*(B),) eine bekannte Funktion von B ist, von
der man sich sofort itberzeugt, dass sie selbst eine zulissige Stufen-
funktion mit den Eigenschaften (6) ist. Die Raume, die wir suchen,
sind also: der Raum H mit

- (1) B,=¢(4,), A=9¢7(B)

als unterster (Minimalraum) und seine gestuften Oberriume. H ist
auch im topologischen Sinn der Minimalraum (§ 1); n#mlich: B ist
dann und nur dann abgeschlossen, weon A abgeschlossen ist. (Aus
4,=A folgt B,=@p(4)==B; aus B,=B folgt 4,Cep~p(4,)=
=@ (B,)=9¢7'(B)=4, also 4,= A). Die abgeschlossenen Hiillen
in H werden gemiss (8) durch

By=B+B,+4 B, +...

geliefert, und dies vereinfacht sich im Allgemeinen auch dann nicht,
wenn E bereits topologisch ist; die abgeschlossenen Hillen im
Minimalraum werden dann - durch

(in transf.)

(12) B,=g9(4), A=9¢7'(B, B=B-B,+B,,+.. (in transf)
gegeben.
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§ 3. L-Ritume.

Ein Fréchetscher L-Raum entsteht aus der Menge Z, wenn unter
den Punktfolgen (x, x,, a4,...) gewisse als konvergent mit einem
Limes z ausgezeichnet werden. Das System & dieser Konvergenzen
z,—> x soll folgende Eigenschaften haben :

(@) Eine konvergemte Folge hat nur einen einzigen Limes.

(B) Eine (konstante, d.h,) aus lauter gleichen Punkien x bestehende
Folge konvergiert nach ax.

() Jede Teilfolge einer nach a konvergenten Folge konvergiert nach x.

Der Punkt # heisse Limespunkt der Menge A, wenn es eine
Folge z,¢ 4, x,—>x gibt; A, sei die Menge der Limespunkte
von A. Dann erfillt A, die Forderungen (6) filr Stufenfunktionen,
wie leicht zu sehen; jeder L-Raum induziert also einen gewissen
gestuften Raum und einen zugehdrigen topologischen Raum mit den
abgeschlossenen Htillen (8).

Eine und dieselbe Menge kann durch verschiedené Konvergenzen-
systeme &, & zu verschiedenen L-Réumen Z, %, gemacht werden.
Wir pennen E Unterraum zu E, oder E; Oberraum zu E, wenn
KC &, Dann ist auch A, (E)C A,(E,), E also auch als gestufter
(und als topologischer) Raum Unterraum von Z,. Der unterste
L-Raum, mit den wenigsten Konvergenzen, ist der, wo nur die
durch (8) geforderten konstanten Folgen konvergent sind; das ist,
als gestufter Raum, wieder der diskrete Raum mit 4, = A. Einen
obersten L-Raum kann es wegen der sogleich zu besprechenden
Forderung der Vertriiglichkeit offenbar nur in dem trivialen Fall
geben, dass F endlich ist; sein & besteht aus den schliesslich
konstanten Folgen. Wohl aber gibt es L-Riéume ohne echten Ober-
raum, deren Konvergenzensystem also nicht erweiterungsfihig ist; in
diesem Fall befindet sich z B. ein kompakter metrischer Raum Z,
denn eine in ithm nicht konvergente Folge enthult Teilfolgen mit
verschiedenen Limites und kann wegen (y), (@) in keinem Oberraum
zur Konvergenz gebracht werden.

Ein System von L-R#umen E, als Mengen identisch, mit den
Konvergenzensystemen &; kann einen L-Raum als gemeinsamen
Oberraum nur haben, wenn sie vertrdglich sind, d. h, ¢ine Punktfolge in
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allen E;, wo sie konvergent ist, denselben Limes hat, Ist dies der
Fall, so ist
iy
i

ein zuldssiges Konvergenzensystem; es definiert einen IL-Raum E
welcher Oberraum und zwar unterster Oberraum aller L, ist. Offen-
bar gilt dann (9) und Z ist also auch als gestufter Raum (sowie
als topologischer Raum) der unterste Oberraum der %, Die Vertrig-
lichkeit der E, ist inshesondere gesichert, wenn sie ein geordnetes
System bilden, d. h. von zweien der eine ein Unterraum des andern
ist. (Sind die X, als L-Riume unvertriiglich, so haben sie doch als
gestufte Réume einen untersten Oberraum, der also dann entweder
nicht durch einen Z-Raum erzeugbar ist oder nur durch einen
solchen, der nicht Oberraum der L-Réume Z, ist). Hingegen haben
die E,, ob vertriglich oder nicht, stets gemeinsame L-Unterriume A
mit § C ItI & und darunter einen obersten, durch R:Itl.@t defi-

niert; denn dieses Konvergenzensystem erfillt die Axiome (e)—(9).
Ob dieses E auch als gestufter Raum der oberste Unterraum der- Z,
ist, bleibt fraglich.

Die Abbildung y = p(2) des L-Raumes £ auf den [-Raum H
ist im Punkte 2 stetig, wenn fir jede Folge a, - x zugleich
P(x,) —> () ist. Sie ist dann auch als Abbildung der zugehsrigen
gestuften Riume in x stetig, d. h. aus xed, folgt p(x) e p(4),;
der Beweis liegt auf der Hand. Die Stetigkeit der identischen
Abbildung von & auf H (£ und H als Punktmengen identisch) ist
damit gleichbedeutend, dass jede Konvergenz aus E auch in H
gilt, also ®(E)C R(H), Z Unterraum von H ist.

Ein L-Raum heisse mazimal, wenn sein Konvergenzensystem
nicht erweitert werden kann, ohne den zugehtrigen gestuften Raum
zu 4ndern. Hieriber gelten folgende Stitze:

L. Ein maxtmaler L-Raum erfillt ausser (o), (B), (y) noch das Awiom:
(6) Wenn jede Teilfolge x, von =, eine nach x konvergente Teil-
folge x, enthilt, so konvergiert die ganze Folge xz, nach x.

Beweis. £ sei L-Raum; wir definieren eine neue Konvergenz-
relation x, % x, die bedeuten soll: jede Teilfolge 2, von x, hat eine
Teilfolge 2,—> 2. Diese Relation erfiillt (a), denn aus @, % x, x, * y
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folgt: x, hat eine Teilfolge x,—>x, =, eine Teilfolge z,~>y, also
x==1y. Sie erfullt auch (8) und endlich (y): jede Teilfolge 2, einer
Teilfolge », hat eine Teilfolge x,—> z, also %, % . Demnach erzeugt
diese Relation einen L-Raum Z* Mit 2,->2 ist z, X %, also E*
Oberraum zu Z; beide L-Ritume erzeugen aber denselben gestuften
Raum, A, (E¥)= A, (LK), denn zu @,e 4, x,% x gibt es eine Teil-
folge @, —>xz, also A, (E*)C A,(B)C 4, (&%). E* erfullt (6): wenn
jede Teilfolge z, von z, eine Teilfolge 2, * z hat (also diese eine
Teilfolge z,—> ), so ist x, ®* . Wenn £ selbst schon (0) erfullt,
ist mit @, 5 auch 2,—>x, Z* mit Z identisch. Wenn Z also (d)
nicht erfillt, ist £* echter Oberraum von A mit demselben gestuften
Raum, B nicht muximal; ist B maximal, so ist in ihm (6) erfiillt,

IL Jeder gestufte Raum, der durch einen L-Raum erzeugt werden
kann, wird durch cinen maximalen L-Raum erzeugt, nimlich durch
den obersten aller ihn erzeugenden L-Riume. ’

Zum Beweise sei zunichst £ ein L-Raum, 4, die Menge der
Limespunkte von 4, x,—>x eine konvergente Folge und X = Yz,

die Menge ihrer verschiedenen Punkte. Dann ist
(1 3) -X-’ + X = Xl'

Es braucht hierzu vur X, X4 gezeigt zu werden; nun ent-
halt aber jede Folge aus Punkten ¢ X entweder eine Teilfolge, die
zugleich Teilfolge von a, ist, oder sie enthalt ein x, unendlich oft;
sie kann also, wenn konvergent, nur nach x oder z, konvergieren.
Die Formel (18) gilt ebenso, wenn z, eine beliebige Teilfolge von z,
und X= Iz, ist, und in dieser Allgemeinheit angewaudt zeigt sie,

»

dass der Limes einer konvergenten Folge durch die Folge selbst

und die Kenntnis der Stufenfunktion A, eindeutig bestimmt ist.

Denn entweder gibt es unter den X = Ja, ein X=X, und dann
r

ist # =X, — X, oder es sind alle X=X,; in diesem Falle, wo z
allen X angehort, muss offenbar schliesslich x, = 2 sein, denn wiren
unendlich viele #, 5= », so wirde X= Y2, den Punkt z nicht

P
enthalten. Hieraus geht nun hervor, dass alle L-Riume, die die-
selbe Stufenfunktion 4, haben, mit einander vertriglich sind und
einen untersten Oberraum hahen, der wegen (9) dieselbe Stufenfunktion
4, bhat, womit IT bewiesen ist.


GUEST


496 F. Hausdorff:

Man kann dem Beweis auch folgende Wendung geben. I sei
mit der Stufenfunktion A, versehen, seine Erzeugbarkeit durch
einen I-Raum wird noch nicht vorausgesetzs. Wir definieren dann
eine Konvergenzrelation x, 5 #, die bedeuten soll: fir jede .ng'l.
folge x, und X ::%' w, gilt X+ x=2X,. Das System & dieser

Konvergenzen erfillt die Limesaxiome, wobei insbesondere der Be-
weis der Eindeutigkeit (o) wortlich derselbe ist wie oben; es erzeugt
also einen L-Raum E, mit A, (E)C A;. Wenn nun insbesondere X
selbst ein L-Raum mit dem Konvergenzensystem & ist, so folgt aus
x,—> uach (13) z, 3w, also RC R, demnach A, 4,(Z,) und
folglich A, (By) = 4; der Raum Fj, ist der oberste, mit dem grossten
Konvergenzensystem &, unter allen L-Réumen, die den gestuften

Raum E induzieren.
Ubrigens folgt unter den Voraussetzungen von (18) noch 1)

(14) Xtx=2X,
(wieder fur jedes X =S a,); denn (13) gibt X, =(X-42),=
=X, +a,=X+= —{f x =X+ x=X,, sodass X, bereits die
abgeschlossene Hiille von X ist. Man kann demgemiiss fiir einen
topologischen Raum £ eine Konvergenzrelation 2, 5 x der Bedeu-
tung definieren: fiir jede Teilfolge 2, und X =§' xz, gilt X+ao=2X,;
sie erzeugt einen L-Raum E, mit 4,(E,) A, 4q (B)CA,. Wenn E
selbst durch einen L-Raum erzeugt wird, dessen Stufenfunktion 4,
von A, verschieden sein kann, so ist B,=Z, der maximale L-Raum
(wie aus der Vergleichung von (13) und (14) folgt), der den ge-
stuften oder den topologischen Raum erzeugt.

Wir haben frither (S.494) aus der L-Stetigkeit an einer Stelle »
auf die gestufte Stetigkeit geschlossen; umgekehrt gilt:

1L Es sei y=(x) Abbildung des L-Raumes E auf den mawi-
malen L-Rawm H; ist diese Abbildung an der Stelle = fir die
gestuften Riume stetig, so ist sie auch fir die L-REdume stetig.

Beweis. 4,,B, seien die Stufenfunktionen in %, H; voraus-

gesetzt wird, dass mit xe 4, auch @(2)ep(4), ist; gezeigt werden
soll: mit @, — 2 ist auch y, = @(x,)—> p(x)==y, und wegen der

1) Aus (14) folgt nach den Bemerkungen 8. 491, dass jeder gestufle Raum
der denselben topologischen Raum wie der L-Raum B erzeugt, eine Stufenfonktion
D4, hat; die Stufenfunktion des L-Raums ist die kleinstmdgliche, )
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Maximalitdt von H ist also zu beweisen: fir jede Teilfolge g, und
Y=f,'y,, st Y4 y==Y,. Fur X=Ig, ist %= lim %,e X,, also
n

p(x)ep(X), oder ye¥,, demnach Y- y(” Y,; esbleibt ¥, eV y
zu zeigen. Sei ze'Y,, sodass es eine Folge Zy—>2, 2,eY gfibt. Wie
beim Beweis von II schliessen wir: entweder sind unendlich viele 2y
einem festen y, gleich, dann ist z2==1y,, oder z, enthilt eine Teil-
folge, die zugleich eine Teilfolge y, von ¥, ist. 'Wenn hierin un-
endlich viele y, =y sind, ist 2=1y; andernfalls lasse man die
endlich vielen y, =y fort und hat nunmehr eine Teilfolge y,—> 2
von g, .mit.y,,:f:y. Aus z,—a folgt auf Grund der gestuften
Stetigkeit wie oben y e Y, mit ¥’ = %’ Y, anderseits aus (13) wegen

uy—~>2: Y, =Y'-}-2, demnach ye ¥ 4 2 und, da ynomel', z=y.
In allen Fyllen ist also 2 ¥ -y und damit III bewiesen.
Schliesslich betrachten wir noch in einem topologischen Raum &
die Konvergenzrelation x, % # mit der Bedeutung: Jede Umgebung
von x enthdlt fast alle »,. Dieses Konvergenzensystem R, erfillt
zwar (B), (y), aber im Allgemeinen nicht das Eindeutigkeitsaxiom (a);

) c oy 2 . :
es kann gleichzeitig #, 3@, @, %y, x4y sein (wir haben das
zweite Trennungsaxiom nicht vorausgesetat).

Ist £ ein L-Raum und topologisch Unterraum von B, so ist
mit z,—> 2z (in E) zugleich 2, 4 . Denn wenn U offen ist und
die unendlich vielen x, nicht enthult, so ist X=232,CE—~U

und wegen der Abgeschlossenheit von % — U auch anCE — U,
z=Ilimz,e X,C £— U, U ist keine Umgebung von z. ,
Da der S. 496 definierte L-Raum K, Unterraum von & ist, folgt
inshesondere: wenn z, 3 x, so ist @, % . Also R C &,.
Aus =z, 2 x, X:?w,, folgt zeX,, da sonst E— X, eine
Umgebung von x wire, die kein x, enthielte. Aus z, 2x x,ed
folgt also 2¢ 4,. Wenn R, auch das Axiom (o) erfiillt und also

einen L-Raum #, erzeugt, so ist 4,(E)C 4, und Ao (By) C A,,
E, Unterraum voun F.

IV. 1Ist der topologische Roum E von einem L-Raum erzeugt, so

erfllt & das Aziom (@) und B,= E, ist der mazimale L-Raum,
der K erzeugt.

.Zunaehsb zeigen wir: wenn @, —>2 wnd z, %y, so ist Y=
Sei X ==;‘Jw,,; nach (14) ist X,= X -+ abgeschlossen. Sind

Fundamenta Mathematicae, t. XXV. 32


GUEST


498 F. Hausdorff:

unendlich viele x, =1y, so ist ohnehin #==y; andernfalls kamn
man nach Weglassung endlich vieler x, annehmen, dass y nicht
zu X gehort; wire nun auch noch y ==, so wire B — X, eine
Umgebung von y, die kein z, enthielte, im Widerspruch zu z, 2 y.
Sodann sei x, 2z, 2,4y, x=y: hieraus wollen wir einen Wider-
spruch ableiten. Wire unendlich oft z, =2, so wtrde jede Umge-
bung von y den Punkt  enthalten, also #==y sein; demnach ist
schliesslich #,=F2, ebenso #,==y, und mit Weglassung von Anfangs-
gliedern kann man annehmen, dass x,y nicht zu X= %’x,, gehoren.

Dann darf z, iberhaupt keine konvergente Teilfolge «,~>2 enthalten,
weil hieraus mit x, % #, wie anfangs bewiesen, 2 === und ebenso
z=y folgen wilrde. Also ist X abgeschlossen und &'— X wire eine
Umgebung von  (und von y), die kein x, enthielte.

R, erzeugt also einen L-Raum E,, Unterraum von A; vorher
hatten wir & (C &, bewiesen, und & ist maximal, also & =§;.

Wenn E kein L-Raum ist, braucht der L-Raum E,, wie gesagt,
nicht zu existieren, es sei denn, dass K das mweite Trennungsaxiom
erfiillt; existiert E,, so bleibt es fraglich, ob ®, echte Teilmenge
von &, sein kanp.

§ 4. Stetige Zerlegungen.

) H
Wir nannten die Zerlegung £ = X E, des topologischen Raunes
¥

E in disjunkte Summanden ==0 stetig, wenn sich die Menge H
derart zum topologischen Raum machen lisst, dass die Abbildung
y = @(x) (mit xeE, gleichbedeutend) stetig wird. Wie wir fanden,
ist die Abgeschlossenheit der £, hierfiir notwendig und hinreichend;
unter den topologischen Riumen, die dann die gestellte Forderung
erfiillen, gibt es einen untersten, den Minimalraum H, in dem alle
und nur die Mengen als abgeschlossen gelten, deren Urbilder abge-
schlossen sind; die tibrigen sind die Oberriume von H. Gregentiber
dieser einfachen Losung?) werden die stetigen Zerlegungen vielfach
noch anderen Bedingungen unterworfen, von deren Ursprung wir
uns teilweise Rechenschaft ablegen wollen.

1) Vél. R. Baer und F.Levi, Stetige Funktionen in topologischen Réumen,
Math, Zeitschr, 34 (1931), 8. 110—180.
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(A) Verlangen wir, dass die stetige Abbildung von E auf H
doppeltstetig, d. h. dass (nicht nur das Urbild, sondern auch) das Bild
jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen sei. Dazu ist notwendig,
dass das Urbild des Bildes von 4 :

(15) A=9 p(4)

mit A zugleich abgeschlossen und dass H der Minimalraum sei
(denn ist 4 == ¢~(B) abgeschlossen, so ist p(4)= B abgeschlossen);
beides zusammen ist auch hinreichend, denn dann hat bei abge-
schlossenem 4 das Bild @(4) ein abgeschlossenes Urhild 4 und
ist abgeschlossen.

Diese Bedingung findet sich implicite bei Herrn Alexan dr off?
und zwar auf folgendem Wege. Betrachten wir im Raum Z die
Urbilder, d. h. die Mengen

B
9-'(B)=3'E, (BC_H)
k4
Jede Menge A (C 4 enthilt ein grosstes Urbild 4, die Summe der
B,C 4, und ist in einem kleinsten Urbild 4 enthalten, der Summe

der £, mit A K, = 0; das letztere ist durch (15) gegeben. Offenbar
hat man

(16) E—Ad=K-—4 F—A=E— A

Nun kommen die Festsetzungen a. a. O. (S. 557 oben) darauf hin-

~aus, einen Raum mit den offenen Mengen V= p(U) zu erkliren,

wo U die offenen Mengen von E durchliuft. Dieser Raum erscheint
von unserem Standpunkt aus als willkirlich, da er im Allgemeinen
kein stetiges Bild von £ ist; um ihn zu einem solchen zu machen,
muss man  verlangen, dass die Urbilder ¢~'(V)=1U (U ist ein
Urbild, also Urbild seines Bildes) offen seien, d. h. dass mit U/ auch
U offen sei, und das ist wegen (16) damit gleichbedeutend, dass
bei abgeschlossenem A4 auch A abgeschlossen ist. ,

Beiléufig konnte man auch verlangen, dass (nicht nur das Ur-
bild, sondern auch) das Bild jeder offenen Menge offen, die Abbil-
dung eine ,innere“ sei; daftir wire notwendig und hinreichend,
dass 4 mit A zugleich offen und H der Minimalraum sei.

)P, Alexandroff, Uber stetige Abbildungen kompakter Rdwme, Math,
Anmn. 96 (1927), 8. BBE—571.

g2+
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(B) Wir fordern, dass der Minimalraum K ausser dem ersten
Trennungsaxiom 7, (von zwei verschiedenen Punkten hat jeder eine
zum andern disjunkte Umgebung, d.h. die Punkte sind abgeschlos-
sene Mengen) noch eines der tbrigen Trennungsaxiome erfiillt:

T,: zwei verschiedene Punkte
T,: ein Punkt und eine ihn nicht enthaltende abgeschlossene Menge

T, zwei disjunkte abgeschlossene Mengen

haben ein Paar disjunkter Umgebungen. (7, ist Verschérfung von
Ty; Ty mit T; Verschirfung von Tp; 7, mit T, Verschirfung
von Tj). Die Bedingung T, driickt sich in den Summanden E, so
aus: zwei verschiedene Summanden E,, E, lassen sich in disjunkte
offene Mengen U,, U, einschliessen, die zugleich Urbilder von der

Form U= EVE,=<p‘“1(V) gind. Entsprechendes gilt von T3, 7.
Y

Um den Zusammenhang dieser Trennungsforderungen (B) mit
der Bedingung (A) der doppelten Stetigkeit zu erkennen, bemerken
wir zun#chst: ‘

[1] Das doppeltstetige Bild eines. Ty- Raumes*) E' ist ein Ty-Rawm H.
Denn H ist Minimalraum; ist U(C B offen, so ist U offen und
V=¢(U) offen. Sind B, B’ disjunkt und abgeschlossen, so sind

ihre Urbilder 4, A’ disjunkt und abgeschlossen, haben also disjunkte
Umgebungen U, U’. Da U das grosste Urbild (C U war, ist bereits
ACU, ACU4 die Bilder V=¢(U), V' =¢(U’) sind dann
disjunkte Umgebungen von B, B’

Andererseits haben wir in der Bikompaktheit (P. Alexandroff,
P. Urysohn) eine mit der Abgeschlossenheit nahe verwandte
Eigenschaft, die bei stetiger Abbildung erbalten bleibt und also zu
doppelter Stetigkeit fiihren wird. Wir nehmen als Definition: der
Raum E heisst bikompakt, wenn jedes £ tberdeckende System
offener Mengen (E = 3U) ein endliches, £ tberdeckendes Teilsy-
stem hat. Demgemiss ist eine Menge A(CE bikompakt, wenn jedes A
tiberdeckende System in 4 offener Mengen (4 = JAU, U in £ offen),
d. h. jedes 4 tiberdeckende System in Z offener Mengen (4 ( SU)
ein endliches, A tiberdeckendes Teilsystem hat. Es gilt bekanntlich:

1) d. h. wo T (vielleicht ohne 7,) gilt. Wenn wir von einem Raum schlecht-
hin sprechen, sotzen wir kein Trennungsaxiom, sondern nur dis Axioms (1), (2), (3)
iiber abgeschlossene Mengen voraus.
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[2] Das stetige Bild H eines bikompakten Raumes B ist bikompalt.

(8] Eine im bikompakien Raum E abgeschlossene Menge A ist
bikompalkt.

[4] Line bikompakte Menge A im Ty-Rowm E ist abgeschlossesn.

(6] Bin bikompakier Ty-Rowm ist auch T,-Raum.

[6] Zwei disjunkte bikompakte Mengen eines Tj-Rawmes haben
ein Paar disjunkier Umgebungen.

Zur Bequemlichkeit des Lesers geben wir die einfachen Beweise:

(2] Wird H von den offenen V, also Z von den offenen U = ¢—!(V)
iiberdecks, so wird £ von endlich vielen U, H von endlich vielen

V= g@(U) tiberdeckt.

[8] Wird 4 von den U uberdeckt, so wird £ von £ — A und
den U, also von Z — 4 und endlich vielen U/, 4 von endlich vie-
len U tiberdeckt. '

[6] Zuntehst sei A bikompakt, x, ¢ B — 4; x, und 2 ¢ 4 haben
ein Paar (von « abhingiger) disjunkter Umgebungen U,(z), U(x).
A wird von endlich vielen U(xz,) tberdeckt, dann sind U= 23Uz
und Uy = ITU,(x,) disjunkte Umgebungen von 4, z,

Hieraus folgt alsbald [4], denn da die abgeschlossene Menge
E—Uy DA den Punkt x, nicht enthalt, so gehort z, der abge-
schlossenen Hiille 4, nicht an: z, ¢ & — 4, Also B— A(C E— 4,
4,C A4, A,=A. Sind weiter 4,, 4 disjunkt und bikompakt, so
kann der Schluss wiederholt werden: 4, und x ¢ A haben disjunkte
Umgebungen Uy (x), U(x); U= 2 U(x,) und Uy= 11Uy (x,) sind
digjunkte Umgebungen von 4, 4,. (6] folgt dann aus [3] und [6].

Weiter gilt:

(7] Jede stetige Abbildung eines bikompakien Roumes E auf einen
T3-Raum H ist doppelistetig.

Denn eine in E abgeschlossene Menge ist nach [3] bikompakt,
ihr Bild nach [2] bikompakt und nach [4] in H abgeschlossen.
Die Verbindung von [1] und [7] gibt nun z B. folgenden Salz:

(8] Die stetige Abbildung des bikompalkten Ty-Raumes B auf den
Ti-Raum H ist dann und nur dann doppeltstetiy, wenn H ein
T5-Raum ist,

Denn ist H ein 7;-Raum, so ist die Abbildung nach [7] doppelt-
stetig. Ist andererseits die Abbildung doppeltstetig, so ist, weil &
nach (5] 7,-Raum ist, nach [1] auch H ein T,-Raum, also, weil
als 7;-Raum vorausgesetzt, auch 7,-Reum.
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(0) Wieder aus anderer Quelle entspringt eine Zusatzbedingung

z - .
fiir stetige Zerlegungen £ =3 F,, wenn K ein L-Raum ist und
oy

die Abbildung y = @(2) durch Wahl eines L-Raums H stetig ge-
macht werden soll. Das Konvergenzensystem von H muss dann
das System £, bestehend aus den Konvergenzen

o(@,) > @) fir z,—>ax

enthalten. Anders ausgedriickt: eine Konvergenz y,—y des Systems £
ist damit gleichbedeutend, dass es Punkte z, ek, , xel, mit x, >z
gibt. Benutzen wir den unteren abgeschlossenen Limes lim 4, einer
Mengenfolge 4,0 (die Menge aller Punkte limz, fur =, e 4,),
so ist y, —>y damit gleichbedeutend, dass es einen Punkt x gibt,
der gleichzeitig zu %, und zu lim E, gehort, also mit

B, -lim B, 0.

Man sieht nun, dass € zwar die Limesaxiome (8), (y), aber nicht
notwendig das Eindeutigkeitsaxiom (@) erfullt, da ja lim B, mit ver-
schiedenen E, gemeinsame Punkte haben kann; zur Sicherung der
Eindeutigkeit ist notwendig und hinreichend, dass lim E, hochstens
mit einem FE, gemeinsame Punkte hat, also: o

mit E,-lim B, 40 ist lim 5, C &,

Wenn dies fir alle y, y, erfullt ist, definiert & einen Z-Raum H,
der unsere Aufgabe lost; die tbrigen Réume dieser Art sind die
Oberrsume des Minimalraums H. Ubrigens ist die Bedingung mit
der folgenden, anscheinend schirferen, gleichwertig :

wit Z,-lim &, 4=0 ist HH_I_EJ,"CE_',,,

wobei der obere abgeschlossene Limes lim 4, die Menge aller
Punkte lim 2, (4, Teilfolge von 4,, =z, ¢ A,) bedeutet %).

Auf weitere thnliche Bedingungen fir stetige Zerlegungen wollen
wir nicht eingehen. Die betrachteten drei, so verschiedener Her-
kunft sie auch sind, erweisen sich doch im Falle eines kompakten
metrischen Raumes Z als gleichwertig,

'} C. Kuratowski, Sur les ddcompositions semi-continues d'espaces mdtriques
compacts, Fund, Math. 11 (1928), p. 169—185; insbesondere p. 171. Vgl auch
P. Alexandroff, a. a. O, 8, 568.

————————————
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Grundziige des Systemenkalkiils.
Erster Teil %,
Von
Alfred Tarski (Warschau),

Die Ergebnisse, die in der vorliegenden Mitteilung dargestellt
werden, gehSren zur allgemeinen Metamathematik (die
ich frither auch als allgemeine Methodologie der deduk-
tiven Wissenschaften bezeichnet habe), also zu einer Disziplin,
deren Avufgabe es ist, den Sinn von allgemeinen metamathema-
tischen Begriffen, die sich uns bei der Untersuchung der verschie-
densten konkreten deduktiven Theorien aufdréingen, zu préizisieren
und die Grundeigenschaften dieser Begriffe festzustellen. Dabei sollen
hier nur diejenigen Theorien bertioksichtigt werden, deren Aufbau
eine logische Basis in groBerem oder kleinerem Umfange, mindes-
tens aber den ganzen Aussagenkalkill voraussetzt.

In einer fruheren Mitteilung: Uber einige JSundamentale Begriffe
der Metamathematik (im folgenden als 7} zitiert)?) habe ich ein

¥) Anmerkung der Redaltion. Der mweite Teil der vorliegenden Abhandlung
ist gleichzeitig mit dem ersten eingegangen und wird — im Einverstindnis mit
dem Verfasser — im nfichsten Band der ,Fundamenta Mathematicae® versfen-
tlicht werden,

1) C. R. des séances de la Soc. d. Se. et d. L. de Varsovie XXIIL, 1930,
Classe III, 8, 23—29. Uberdies werde ich mich in den weiteren Uberlegungen aunf
meine folgenden Arbeiten berufen: .

Fundamentale Begriffe der Methodologie der dedulctiven Wissenschayten, I,
Monstsh, f. Math, v, Phys. 87, 1930, 8. 361—404 (das ist die Ausfithrung desje-
nigen Teils der Mitteilung 7, der deduktive Wissenschaften von beliebigem. Cha-
rakter behandelt; hier als 7', sitiert); :

Sur les ensembles définissables de nombres réels, I, ¥und. Math, 17, 1981,
8. 10289 (sitiert als 77)

»
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