Uber unerreichbare Kardinalzahlen.

Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Auf den Begriff der unerreichbaren XKardinalzahl ist man
in den mengentheoretischen Untersuchungen schon seit langem
gestossen (wenn auch der Ausdruck ,umerreichbare IKardinalzahl®
selbst erst vor kurzem in die Fachlitteratur eingefithrt wurde)?).
Anfangs hat man aber die unerreichbaren Zahlen eher als eine
Kuriositét betrachtet; so spricht z.B. Hausdorff in seinem bekann-
ten Werke Grundziige der Mengenlehre die Meinung aus, diese Zahlen
seien von einer so ,exorbitanten” Gréfle, daB sie fir die iiblichen
Zwecke der Mengenlehre kaum jemals in Betracht kommen wer-
den ?). Brst spiater wurde die Bedeutung des betrachteten Begriffs
fiir die Grundlagenfragen erkannt?). Und in den letzten Jahren hat
es sich herausgestellt, daf die unerreichbaren Zahlen auch fiir ge-
“wisse sachliche Probleme der Mengenlehre nicht bedeutungslos sind,
ja sogar in manchen Untersuchungen eine wesentliche Rolle spie-
len4). Aus diesen Griinden scheint es heute der Mithe wert, den
Begriff der unerreichbaren Kardinalzahl einer genaueren Betrach-
tung zu unterwerfen; einen Beitrag zu diesem Problem soll der
vorliegende Aufsatz liefern.

§ 1. Definition und charakteristische Eigenschaften
der unerreichbaren Kardinalzahlen. Dem vorliegenden Aus-
fiihrungen wird das Zermelo-Fraenkelsche Axiomensystem zu-
grunde gelegt®). Soll das Operieren mit Kardinalzahlen auf dem
Boden dieses Systems ermdglicht sein, so kann man folgendermafBen
verfahren. Man betrachtet den Begriff .die HKardinalzahl (bzw.
die Mdchtigkeit) der Menge M, in Zeichen , JM*, als einen neuen
Grundbegriff und man schaltet in das System zwel neue Axiome
ein, nidmlich:
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Axiom I. Jeder Menge M entspricht ein m derart, daf M=m.

Axiom II. Zwei beliebige Mengen M und N sind dann und
nur dann gleichmdchtiy, wenn M=N.

Man konnte freilich ohne diese Axiome auskommen: man

miBite dann aber stets iiber die Mengen selbst statt iiber deren
Michtigkeiten sprechen.
Wir definieren nun:

Definition 1. Die Kardinalzahl m heifit im weiteren Sinne
unerretchbar, wenn m von 0 verschieden ist und folgenden Bedin-
gungen geniigt:

Br. Ist X eine beliebige Menge von einer Mdehtigkeit <m wnd
ist jedem Element xe X eine Kardinalzahl n.<m zugeordnet, so gilt

Y
2, e <<t
xeX
@o. Ist n<m, so gibt es eine Kardinalzahl p derart, daff n<<p<m.

Definition 2. Die Kardinalzahl m heift im engeren Sinne
unerretchbar, wenn m von 0 verschieden ist und der Bedingung
By sowie folgender Bedingung geniigt:

By Ist n<m und p<m, so ¢ilt nP<m 8.

Wir geben nun in einer Reihe von Sitzen, die zum Teil ganz
elementar sind, verschiedene charakteristische Eigenschaften beider
Arten von unerreichbaren Zahlen an.

Hilfssatz 1. Die Kardinalzahl m geniigt dann und nur dann
der Bedingung &1, wenn entweder m<2 ist oder es eine Ordnungszahl
a gibt, so daff m=8, und w. eine regulire Anfangszahl ist.

Beweis. Aus der einleuchtenden Formel: m=(m—1)+1 er-
sieht man sofort, daB keine endliche Zahl m>2 der Bedingung &;
gentigh. Ist m unendlich, so kann man m auf Grund des Wohl-
ordnungssatzes als Alef betrachten: m=s.. Man kann ferner eine
Folge von Zahlen 1n: vom Typus e derart angeben, daB

(1) s,,z‘z,'n; und  mg<m  fir jedes

e
§<C o

Wire nun o, singuldr, d.h. cf(a)<<a, so hitten wir

§<wcf(a) 7)-

Nep(wy== [£< wcf(ﬂ)] <Ne,

und die Formeln (1) wiirden der Bedingung &; widersprechen.
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Wenn also m=i, diese Bedingung erfiillt, so muf w, regulir
sein. Ebenso leicht kann man zeigen, daf sowohl die Zahlen 0,1
und 2 als auch jede Zahl m=x, mit regulirer Anfangszahl w, der
Bedingung &; geniigt. Hilfssatz 1 gilt demnach in beiden Richtungen.

Hilfssatz 2. Die Kardinalzahl m genilgt dann und nur dann
der Bedingung $Ba, wenn entweder m=0 ist oder es eine Ordnungs-
zahl o gibt, so daff m=8, und dabei a gleich O oder eine Limeszahl ist.

Beweis: mit Riicksicht auf den Wohlordnungssatz einleuchtend.

Satz 3. Die Kardinalzahl m ist dann und nur dann im weiteren
Sinne unerreichbar, wenn es eine Orvdnungszahl o gibt, so daff m=y,
und daf  entweder a=0 oder wy, eine regulire Anfangszahl mit
Limesindex ist.

Beweis. Der Satz ergibt sich aus Definition 1 sowie aus Hilfs-
sitzen 1 und 2.
Aug Satz 3 folgt unmittelbar

Satz L.y, ist die kleinste im weiteren Sinne wnerreichbare
Kardinalzahl.

Hilfssatz 5. Die Zahlen 0, 2 und 84 geniigen der Bedingung Bs;
es gibt keine endliche, von 0 und 2 wersehiedene Kardinalzahl m, die
dieser Bedingung geniigt.

Beweis. Die Bedingung #; wird durch die Zahl 0 in trivialer
Weise erfiillt. Die Definition der Potenz von Kardinalzahlen ergibt
0’=1"=1 und 0'=0; die Zahl 2 geniigt demnach der Bedingung &,
die Zahl 1 aber nicht. Auch keine endliche Zahl m>2 geniigt
dieser Bedingung, da ja z.B. n=2<m, p=m—1l<m und trotzdem
W=2""">m isb. Sind schlieflich die Zahlen n und p endlich, so ist
auch n® endlich, die Zahl &, geniigt also der Bedingung &;.

Satz 6. 2 ist die kleinste und 8, die néchstgrifere im engeren,
Sinne unerreichbare Kardinaleahl.

Beweis: nach Definition 2 sowie nach Hilfssiitzen 1 und 5.

Es ist zu bemerken, daB verschiedene Sitze, die urspriinglich
nur fiir unendliche unerreichbare Zahlen formuliert und bewicsen
wurden, sich auch fiir die Zahl 2 (dagegen fiir keine andere endliche
Kardinalzahl) als giiltig erweisen 8). My seheint deshalb zweckmiillig
zu sein, den Begriff einer im engeren Sinne unerreichbaren Zahl
so zu fassen, daB auch 2 unter diesen Begriff fillt.
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Hilfssatz 7. Jede Kardinalzahl m, die folgender Bedingung

- geniigt:

By Ist p<m, 2P<m,

gentigt auch der Bedingung &> und ist demnach entweder gleich 0
oder unendlich.

Ist m==2, so sind die Bedingungen Bs und B, dquivalent.

so gilt

Beweis. Nehmen wir an, m geniige der Bedingung ;. Aus
der Oantorschen Ungleichung n<2" ersehen wir sofort, dafl m auch
der Bedingung . geniigen muB; gem#f Hilfssatz 2 ist also m
entweder gleich 0 oder unendlich.

Ist m=0, so geniigt m offenbar der Bedingung ;. Ist aber m
unendlich, so leiten wir &y aus &, folgendermaBen ab. Es sei n<m
und p<<m; esgilt dann bekanntlich n-p<nt, wonach auf Grund von &,
2™P<m ist; da anderseits nP<{(2"P=2"®, 5o ist schlieflich n*<m.

Geniigt umgekehrt die Zahl m=2 der Bedingung &; so ist
nach Hilfssatz 5 m>2 (vom trivialen Fall m=0 abgesehen); &, ist
dann in &; als ein Spezialfall enthalten. Hiermit ist der Beweis
zu Ende gefiihrt.

Aus Definition 2 und Hilfssatz 7 ergibt sich unmittelbar

Satz 8. Damit m eine von 2 verschiedene (bzw. unendliche) im
engeren. Sinne wnerreichbare Zahl ist, ist es notwendig und hinreichend,
daf m von 0 verschieden ist sowie den Bedingungen By und &, geniigt.

Satz 9. Jede von 2 verschiedene (bzw. unendliche ) im engeren Sinne
unerreichbare Kardinalzahl ist auch im weiteren Sinne unerreichbar.
Ist die Cantorsche Alefhypothese:
oNe—=yw, .y fiir jede Ordnungszahl a

riehtig, so ist auch umgekehrt jede im weiteren Sinne unerreichbare
Kardinalzahl im engeren Sinne unerreichbar 8).

Beweis. Der erste Teil des Satzes ergibt sich sofort aus
Siitzen 7 und 8 auf Grund der Definition 1.

Setzen wir nun die Giiltigkeit der Cantorsehen Alefhypothese
voraus. Ist die Zahl m im weiteren Sinne unerreichbar, so ist sie
nach Satz 3 von der Form m=N., wobei a gleich 0 oder eine Limes-
zahl ist. Gilt p<<m, so ist sicher 2°<<m, falls p endlich ist; ist aber p
unendlich, also p=3g, so folgt aus der Cantorschen Alefhypothese,
daB 2°=2%=yx;;; und demnach wiederum 2°<NX.=m ist. Folglich
geniigt die Zahl m der Bedingung @; und ist nach Satz 8 im en-
geren Sinne unerreichbar, w.z. b.w.
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Satz 10. Die Kardinalzahl m ist dann wund nur dann im en-
geren Sinne unerreichbar, wenn m von 0 verschieden ist und folgender
Bedingung geniigt:

B5. Ist X eime beliebige Menge von einer Michtighett <m und

ist jedem Element weX eine Kardinalzahl ne<m zugeordnet, so gilt

[J[ne<m.

xeX

Beweis. m sei eine im engeren Sinne unerreichbare Kardinal-
zahl. Nehmen wir an, daB jedem Rlement x einer Menge X von
der Machtigkeit X=p<m eine Zahl 1, zugeordnet ist. Bs gilt dann

nach &%;
Wl
2 <<

reX
und hieraus nach &;
LT\ .
(2 n,\‘)<nl;
. \‘xeX
da anderseits
) o
[[re<( 3w
xeX 'xeX

(vom trivialen Fall: X=0 abgesehen), so erhilt man schlieBlich
H ne<<m. Die Zahl m geniigt also der Bedinguﬁg B;.

xeX
Setzen wir umgekehrt voraus, daf m=-0 die Bedingung &;
erfillt, Die Bedingung & ist als ein Speziallfall in &; enthalten:

es gilt ja
w=[[n.

xel¥

falls fz:p und n.=n jedes weX ist. @; ergibt sich aus @5 auf
Grund der bekannten Ungleichung:

S [

xelX xeX

(diese Ungleichung gilt nicht, wenn unter den Zahlen 1, die Zahl 0
vorkommt oder wenn alle Zahlen 1, gleich 1 sind; die beiden Aug-
nabmsfille kénnen aber ohne die geringste Schwierigkeit erledigt
werden). Die Zahl m=k0 gentigh also den Bedingungen &; und, @,
und ist demnach im engeren Sinne unerreichbar, w. z. b. w.
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Btwas tiefer als die vorangehenden Sitze liegt der weiter unten
angegebene Satz 13, der wohl die einfachste Charakterisierung der
im engeren Sinne unerreichbaren Kardinalzahlen liefert. Wir schicken
diesem Satz zwei Hilfssitze voran.

Hilfssatz 11. Geniigt die unendliche Kardinalzahl m der Bedin-
gung B1, so gilt fir jedes p0
mpzm-zwn".
ndn
Beweis. Es gilt zuniichst ganz allgemein
. PR
. » mP- <m-m®
m 2,11 <mem E[n<m]\m m*-m
nom n

und hienach, da m unendlick und 'p>() ist,

(1) m-zvn"<m”.

n<m

Beim Beweis der inversen Ungleichung:

(2) me<me D'
ndm
sind drei Félle zu unterscheiden, je nachdem p<®, Ne<<p<<m
oder p=m ist.
Ist p endlich, so gilt (2) sicher, denn man hat ja dann m’=m.
Ist p unendlich und <m, so setzen wir:

(3) M=y, und P=N..

Nach Hilfssatz 1 muB dabei w, eine regulire Anfangszahl
sein, so daB
(4) y<efla)=a.

Ist nun a eine Limeszahl, so hat man nach einem bekannten
Satz ?) (mit Riicksicht auf (3) und (4)):

m’=x§7'=2s§7‘:2'n“<27n”,
&<a Nesn<m n<m

und hieraus erhilt man sofort (2). Ist dagegen o keine Limeszahl,

so muB a von der Form a=p-1 sein (da nach (4) a==0 ist). Nach
der Hausdorffschen Rekursionsformel?) gilt dann

PN —¢ N
MP=Rph =Ny 1+ Ny

woraus sich unmittelbar (2) ergibt.

- P
Y==K,
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Betrachten wir schlieflich den Fall p>m. Wir haben dann
belanntlich mP=2° 10); aus dieser Formel folgt aber wiederum
die Ungleichung (2). ' .

Die Ungleichungen (1) und (2) ergeben sofort die zu bewei-
sende Gleichung.

Hilfssatz 12. Jede Kardinalzahl m, die folgender Bedinguny
gentigt:

By, Ist 0<p<im, so gilt m*=m,
genilgt auch der Bedingung By, B

Die Umbkehrung dieses Satzes ist der C antorschen Alefhypothese
dquivalent. ‘

Beweis. Nehmen wir zunichst an, m gentige der Bedingung ;.
Sei X eine beliebige Menge von der Michtigkeit A'=p<m; jedem

A4 . .
Blement zeX sei ferner eine Zahl m.<m zugeordnet. Setzen wir
noch me=m fiir weX. Da me<m, fir jedes e, so folgt aus einem
bekannten Satz von Zermelo™), daB

Zm- <]]—mx=m”a

xeX xeX

und hienach auf Grund von &g

2m~<m.

xeX

Die Zahl m geniigt somit der Bedingung &;.

Setzen wir jetzt die Giiltigkeit der Cantorsehen Alefhypothese
voraus und betrachten eine Zahl m, die &; erfiillt. Ist m endlich,
so muB m nach Hilfssatz 1 eine der drei Zahlen 0,1,2 sein; jede
dieser Zahlen geniigt offenbar der Bedingung @ s sel nun m
unendlich und 0<p<m. Nach Hilfssatz 11 gilt dann

(1) m"=m-2n"<m-2(2“)"=m-2yzm’.
nm nim nm

Ist n<m und p<m, so ist auch n-p<<m; aus der Cantorvschen
Alefhypothese ist dann leicht 2™*<{m zu schliefen, wonach auf
Grund von (1)

n
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Da die inverse Ungleichung m<m® einleuchtet, erhidlt man
schlieBlich, daB mP=m, d.h. daB & erfillt ist.

Es bleibt noch, aus der Behauptung:
(2) Jede Kardinalzahl m, die der Bedingung &y gendigt, geniigt auch

der Bedingung &4
die Cantorsche Alefhypothese abzuleiten. Zu diesem Zweck be-
trachten wir eine beliebige Ordnungszahl a. Da weys reguldr ist,
S0 geniigt m=Neq; der Bedingung &; (vgl. Hilfssatz 1). Mit Riick-
sicht auf (2) geniigt also N1y auch der Bedingung &s; fir p=x.
erhalten wir hieraus s[‘f&:x“ 44+ Bekanntlich ist aber diese Formel

der Formel 2% =g,y dquivalent). Damit ist der Beweis zu Ende
gefiihrt.

Satz 13. Die Kardinalzahl m ist dann wnd wur dann im
engeren Sinne unerreichbar, wenn m von 0 verschieden ist und den
Bedingungen Bz und Hs geniigt.

Beweis. Ist die Zahl m im engeren Sinne unerreichbar, so
gentigt sie nach Definition 2 den Bedingungen &; und ;. Nach
Satz 6 ist dabei m entweder gleich 2 oder unendlich. Die Zahl m=2
geniigt der Bedingung &;. Ist m unendlich, so ergibt sich aus Hilfs-
satz 11 die Formel

m":m~2ﬁn"

nm
fir jedes p>0; ist hiebei p<m, so erhdlt man daraus mit Hilfe
von @;
mP<<m-m-m=m

und ferner mP=m. Die Zahl m geniigt also wiederum der
Bedingung &g.

Erfillt umgekehrt m==0 die Bedingungen &3 und &g s0
ersieht man sofort aus Hilfssatz 12 und Definition 2, da8 m im
engeren Sinne unerreichbar ist, w.z.b.w.

Satz 14. Damit m eine won 2 verschiedene (bzw. unendliche)
im engeren Sinne unerreichbare Kardinalzahl ist, ist es notwendig
und hinreichend, daf m von 0 verschieden ist und den Bedingungen
By und Bp gendigyt.

Die Bedingung &, kann hierbei durch folgende Bedingung ersetzi
werden:

By, By gibt keine Kardinalzahl p, fir die 2°=m ist.
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Beweis. Den Sitzen 8 und 13 gemifl erfiillt jede im engeren
Sinne unerreichbare Zahl m=:2 die Bedingungen &, und #4; aus @,
ergibt sich unmittelbar &; (auf Grund der Ungleichung: p<<2®).
Nehmen wir nun an, die Zahl m==0 geniige den Bedingungen &
und &;. Nach Hilfssatz 12 gentigt dann m auch der Bedingung &,.
Aus @; ersieht man sofort, daff m>2 sein muB. Ist also p<im, so
gilt 2°<{m® und hienach 2°<{m wegen &4; da nach &; 2°%=m ist, so
hat man ferner 2°<m, die Zahl m erfilllt also &,. Nach Satz 8 ist
tolglich m eine von 2 verschiedene im engeren Sinne unerreichbare
Zahl. Satz 14 ist somit bewiesen.

Satz 15. Damit m eine von 2 verschiedeme (bzw. unendliche)
im engeren Sinne unerreichbare Kardinalzahl ist, dst es notwendig
wnd hinreichend, daf m=E0 ist und der Bedingung &y sowie foljender
Bedingung geniigt:

Bg. Ist p0, so gilt mP=m 2%

Beweis. Nach Satz 14 geniigt jede unendliche im -engeren
Sinne unerreichbare Zahl m den Bedingungen &, und &, Ist also
0<p<m, so erhilt man 2°<m=m" und hienach

(1) mP=1m.2%.

Ist aber pzm, so gilt bekanntlich m<mP=2% 1), woraus sich
wiederum (1) ergibt. Somit besteht die Formel (1) fiir jedes p=x0;
mit anderen Worten: m geniigt der Bedingung .

Nehmen wir nun umgekehrt an, die Zahl m-s:0 ertiille die
Bedingungen &; und &g Fir jede Zahl p, O<p<m, ist algo 2°<m
und es gilt (1); da hiebei nach Hilfssatz 7 m unendlich ist, #o
erhilt man m?=m. Die Zahl m geniigh demnach der Bedingung &,.
Mit Riicksieht auf Satz 14 ist folglich m eine unendliche im engeren,
Sinne unerreichbare Zahl, w.z.b.w.

_ Hilfssatz 16. Sei M eine beliebige Menge von der Michtigheit
M=m. Damit m eine von 2 verschiedene und der Bedingunyg &y geniigende
Kardinalzahl ist, ist es nmotwendig und hinreichend, daff M folgende
Bedingung erfulli:

Q. M st mit dem Mengensystem [¢7 [(XCM wund X-< M]
1 Jensy ",

gleichmdichtiy. X
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. Be.weis. Vom ftrivialen Fall m<yx, wollen wir absehen (man
ersieht ja leicht, daB eine endliche Zahl m>2 weder s noch &
erfiillt). Es sei nun mz=8,. Binem Satz von Sierpifski zufolge 12)
hat das System H'[XC M und X< ] die Michtigkeit Dme 1)

T .

pm

die Bedingung @ ist also der Formel

l =

(1) m='m*
p<m

dquivalent. Es ist aber leicht diese Formel aus &, abzuleiten; man
hat ja auf Grund von &y

. N’
m<2 mP < mem=mt.
p<m
Ebenso leicht kann die inverse Implikation gewonnen werden.
Die Bedingungen &; und (1), bzw. @, sind somit dquivalent, w.z.bh.w.

Satz 17, Ist M eine beliebige Menge von der Michtigheit 2 =1,
so ist m dann und nur dann eine von 2 verschiedene (bzw. unendliche )
im engeren Sinme unerreichbare Zahl, wenn M nicht leer ist und der
Bedingung € sowie folgender Bedingung gendigt:

Cs. Hs gibt keine Menge P, so daf M mit dem Mengensystem
E [XCP] gleichmdchtig ist.

X

Beweis: nach Satz 14 und Hilfssatz 16 (die Bedingung @
dritckt ja im Grunde dasselbe aus wie &;).
Hilfssatz 18. Sei o eine beliebige Ordnungszahl und N eine

beliebige Menge von der Michtigkeit ﬁ<xa; jeder Qrdnungszahl
§<wa sei ein Mengensystem N: zugeordnet, und zwar derart, daf:

(1) N=f'1xCy,
X
(ii) N:= E fX C‘Z‘N,‘, und f<su] firjedes Eund  0<E<we;
X ne< g
ser ferner
(idd) =S¥

oy
Dann gilt Folgendes:
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(1) M genigt der Bedingung

9. Ist XeM und YCX, so ist auch Yell;

(I1) geniigt die Zahl m=3¥. der Bedingung &4, so geniigt M
der Bedingunyg

Dy, Ist XeM, so ist anch ['[YCX]eM;

Y
(IIX) geniigt die Zahl m=y, der Bedingung &s, 0 ist das Mengen-
systemn M von der Mdichiigkeit M=y, und gentigt dabei der Bedinguny
D3 Ist XCM und f<]jli, so ist Xel;
(IV) ist N=0 wnd geniigt die Zahl m=x. der Bedinguny &,
so geniigt M der Bedingung
24 M= E [(XCM und X< M)

Beweis. Aus (i) und (i) ergibt sich sofort:
(1) Ist E<wa, XeN: und YCX, so ist auch YeNg
mit Riicksicht auf (iii) erhalten wir hieraus:
(2) Ist XeM und YCX, so ist auch YeM; m.a. W. M geniigt
der Bedingung 2.
Da l:\/;<xa, so folgt ferner aus (i)-(iii), daf
(3) T<®e fir jedes XeNg E<wa, und allgemeiner fir jedes XeM.
Nehmen wir nun an, die Zahl 8. geniige der Bedingung &..
Hat dann eine Menge X die Michtigkeit X =p<Rq, S0 hat be-
kanntlich das System E [YCX] die Michtigkeit 2P, also auch

Y
eine Michtigkeit <. Mit Riicksicht darauf erhalten wir aus (1),
(3) und (ii):

(4) geniigt m=8. der Bedingung %4 und gilt E<w. sowie XeNy,

s0 st E[YCX]CN CZ N, E[yclxksu und schlieplich
n-E+1 Y

E [YCX] € Neys.
Y

Aug (4) und (iii) ergibt sich unmittelbax:
(B) geniigt m=\, der Bedingung #; und ist XNeM, so ist auch
E [YCX]eM; die Menge M genigt also der Bedingung Do
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Wir wollen nun zeigen, dag
(6) M>Se.

Auf Grund von (iii) gilt (6) sicher dann, wenn es eine Zahl

E<w, gibt, fir die
DN>x

g
ist. Wenn es aber keine solche Zahl & gibt, so schlief3t man aus (ii), daBl

o= fy[xc 35,
n<E
fiir jedes &, 0<é<we, gilt. Hieraus folgt sofort, daf jedes Mengen-
system N von einer groBeren Michtigkeit ist als die Summe
aller vorangehenden Mengensysteme; man hat demnach:

(1) —ZN +0  fir jedes & 0<E<w.

s

Aus (iii) ergibt sich anderseits die Formel:

8) M= N0+2 ( 2‘1\7,,}.

0<&<w, n< €
Mit Riicksicht auf (7) wird durch (8) eine Zerlegung des
Mengensystems M in 8. disjunkte nicht leere Teilsysteme be-
stimmt; M muB also die Formel (6) erfiillen.
Aus (3) und (6) gewinnen wir sofort:

(9) Ist XeM, so ist X<MN.

Wir setzen nunmehr voraus, die Zahl 8, geniige der Bedingung &s.
Mit Hilfe der transfiniten Induktion wollen wir zeigen, daf

(10) Ne<Ne

tiir jedes E<w, gilt. Ist in der Tat £=0 und setzt man N=p, so
ersieht man aus (i), daB N; die Michtigkeit 2° hat; da aber p<ie,
so folgt aus @ daB N,=2°<si<n, ist.

BEs sei nun 0<<é<w, Angenommen, daf alle Mengensysteme
N, mit n<¢ von einer Miichtigkeit <N, sind, erbalten wir
> N,,—nQSa E[ﬂ<§]<xa Re=~RNg.

i

i
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Tst 1<<Rq, %0 schliefen wir aus (ii), daf
3= fr 3,
X 3 E

und demnach ﬁzz 2" ist; hieraus ergibt sich (genau wie im Talle
£=0) die Formel (10). Ist aber n==se, s0 setzen wir in Hilfssatz 15:

m=8a’ M—_—Z'N;;
T
und erhalten sofort (wiederum auf Grund von (ii) und &) .ﬁ:xa.
Somit ist (10) fiir jedes £&<w. bewiesen. Nach (iii) folgt hieraus,
daB M < Ra-Ne=Rq; mit (6) zusammen ergibt diese Ungleichung
(11) M =¥

Betrachten wir nun ein beliebiges Mengensystem X, derart
daB XCM und X< M. Mit Riicksicht auf (iii) und (11) haben wir

(12) XCDN:  und X<Ne
S<ag
Wir wenden jetzt Hilfssiitze 1 und 12 an. Da N, der Be-
dingung #; geniigt, so muB w, regulir sein, d.h.
(13) Re == Ref(e)-
Auf Grund eines bekannten Satzes¢) schlieft man aus (11)
und (12) auf die Existenz einer Zahl & 0<é<w., fir die

gilt; mit Riicksicht auf (11), (ii) und (iii) erhélt man hieraus XeN
und XelM.
Formulieren wir das SchluBergebnis dieser Betrachtung:

(14) Geniigt m=N. der Bedingung &, so st das Mengensystem M von
der Mdchtigheit M =38, und es geniigt dabei der Bedimgung D

ist XCM und X<M, so ist XeM.

Um schlieflich 2, zu begriinden, betrachten wir folgende
Implikation:

15) Ist XeNg sodst XCM.
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Ist 0<é<<wa, s0 ergibt sich (15) unmittelbar aus (ii) und (iii).
Fir £&=0 gilt (15) im allgemeinen nicht. Ist aber ¥=0, so ersieht
man aus (i), da N, die Nullmenge als das einzige Element enthilt;
unter dieser Voraussetzung besteht also (15) auch fiir =0 und
demnach fiir jedes £<<w,. Auf Grund von (iii) erhélt man dann:

(16) Ist XeM, so st XCM.

Nehmen wir nun an, daB N=0 ist und daB zugleich 8. der
Bedingung &, geniigt. Bs bestehen dann drei Implikationen: (9), (16)
sowie, mit Riicksicht auf (14), die Implikation 23; diese drei Impli-
kationen konnen offenbar in eine Formel:

M:E[XCM und X<M)
X

zusammengefalt werden. Bs gilt folglich:
(17) Ist N=0 und geniigt m==yx. der Bedingung &s, $0 gendigt M
der Formel 24;: M= E [XCM und X< M
X

Nach (2), (), (14) und (17) hat das Mengensystem M alle
behaupteten Eigenschaften.

Hilfssatz 19. Damit die Zahl m eine von 2 verschiedene und
der Bedingung % geniigende Kardinalzahl ist, ist es notwendig und
hinreichend, daf es ein Mengensystem M mab der Michtigkeit M=m
gibt, das die Bedingung D3 erfulll.

Dabei kann 93 duwrch die Bedingung 24 ersetzt werden.

Beweis. Der Fall m<y, ist leicht zu erledigen: es gibt, wie
sofort ersichtlich, nur zwei endliche Zahlen m==2, die &4 erfillen,
nimlich m=0 und m=1, und es gibt auch nur zwei endliche Men-
gensysteme, die der Bedingung 23, bzw. 9y, geniigen, nimlich die
Nullmenge und das System, das die Nullmenge alg das einzige Element
enthilt.

Es sel nun m>=8, und zwar m==Rq. Wir setzen N=0 und
definieren durch Rekurrenz die Mengensysteme N fiir E<w, mittels
der in Hilfssatz 18 angegebenen Formeln (i) und (ii); durch die For-
mel (iii) wird ferner das Mengensystem M bestimmb (die Existenz
der Systeme N und I ergibt sich aus dem Axiom der Ersetzung).
Nehmen wir an, m genfige der Bedingung &s. Nach der Behauptung
6

Fundamenta Mathematicae. T. XXX.


GUEST


82 A. Tarski:

des Hilfssatzes 18 hat dann das System M die Michtigkeit M ==m;
es erfilllt dabei die Formel 9, und umsomehr die Bedingung 2,
die eine unmittelbare Folgerung aus 2, ist.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, es sei ein Mengensystem M
voh der Michtigkeit M=m==s, vorhanden, das 9; erfiillt. Aus
2, folgt, daf das System

X
ein Teilsystem von M ist. Anderseits ist M mit einem Teilsystem
von N gleichmiichtig, und zwar mit dem System

P= E [XCM wnd X=1].
X .

Dem Cantor-Bernsteinschen Aquivalenzsatz zufolge sind also
die Mengensysteme M und N gleichméehtig. Durch Anwe;}du‘ng
des Hilfssatzes 16 schlieBen wir hieraus, dafl die Zahl m=M der
Bedingung &#; geniigt, w.z.b.w.

Im Zusammenhang mit Hilfssatz 19 wollen wir bemerken,
daB sich die Bedingung &; filr m=R8.+1 aut die Formel

Nee
R =R, bzw. Me=y,

reduziert (vgl. den Beweis des Hiltssatzes 12). Sefzt man also ins-
besondere m=y;, so ersieht man, dafl die Kontinuumhypothese

2N°=N1
der folgenden Behauptung fquivalent ist:

Es gibt eine Menge M mit der Mdachtigkeil M =¥, die der
Bedingung 23, bzw. 25 geniigt.

Satz 20. Sei m_eine beliebige Kardinalzahl und N eine Menge
mit der Mdchtigheit N=n. Die Zahl m ist dann und nur dann eine
von 2 wverschiedene (bzw. wnendliche) im engeren Simne wnerreichbare
Kardinalzahl, die >n ist, wenn es ein Mengensystem M mit der
Miichtigkeit M=m gibt, das den Bedingungem 2, Do, D3 gendigt und
diec Menge N als Hlement enthdlt.

Beweis. Nehmen wir an, die Zahl m<=2 sei im engeren Sinne
unerreichbar und >w. Von der Menge N ausgehend, konstruieren
wir das Mengensystem M auf die in Hiltssatz 18 angegebene Weise.
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Da m den Bedingungen &, und & geniigt (Satz 14), so ist M von
der Michtigkeit M=m und erfiillt die Bedingungen Dy, Dy, Dy
aus den Formeln (i) und (iji) (Hilfssatz 18) ergibt sich dabei, daBl Nelf.
_ Sei, umgekehrt, ein Mengensystem M mit der Miehtigkeit
M=m gegeben, das die Bedingungen 9, 9, 9; erfiillt und N
als Element enthiilt. Da M nicht leer ist, 80 ist m==0. Betrachten
wir eine Zahl p<<m. Es gibt sicher ein System XYCM mit der Michtig-
keit X=p; nach 9; ist XeM. Setzen wir:

U=f'[¥Cx) V:E[I’CU].
Y Y

und

(1) <M =m.
Wir haben anderseits
(2) U=2"<T =22

die Ungleichungen (1) und (2) ergeben sofort 2°<m. Die Zahl m
geniigt also der Bedingung &,. Auf Grund von Hilfssatz 19 ergibt
sich ferner aus 24, daB auch die Bedingung @, erfiillt ist. Wir kénnen
nun den Satz 14 anwenden: es stellt sich heraus, daB m eine un-
endliche im engeren Sinne unerreichbare Zahl ist. Da schlieBlich
NeM ist, so gilt nach 2

Jlircyicu;

=
man ersieht hieraus, daB m=2M groBer als n— N ist. Die Zahl m
hat demnach alle gewiinschten Eigenschaften, und Satz 20 ist in
beiden Richtungen bewiesen.

Satz21. m ist dann und nur dann eine von 2 verschiedene (bzw.
unendliche) im engeren Sinne unerreichbare Kardinalzahl, wenn es
ein nicht leeres Mengensystem M mit der Michtigkeit M=m gibt,
das den Bedingungen D1, D2, Dy gendigl.

Die Bedingungen 21 und 23 kinnen dabei durch 24 ersetet werden.

Beweis. Um den ersten Teil des Satzes zu begriinden, geniigt
es in Satz20 n=0 zu setzen. Will man dagegen zeigen, daf die
Bedingungen 2 und 25 durch 2, ersetzt werden kénnen, so muf
man von Hilfssatz 18 fiir N=0 Gebrauch machen: der Behauptung
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dieses Hilfssatzes zufolge erfiillt das System M nicht nur die Be-
dingungen 9;, s, 93, sondern auch 92;. Anderseits sind 92; und 2
offenbar Folgerungen aus 2.; geniigt also M den Bedingungen Dy
und 2, so muB m (nach dem ersten Teile des Satzes) eine von 2
verschiedene, im engeren Sinne unerreichbare Kardinalzahl sein,

§ 2. Axiomatische Einfiihrung der unerreichbaren
Zahlen. Im Zusammenhang mit den Sitzen 4 und 6 taucht in
natiirlicher Weise die Frage auf, ob esim engeren oder zumindest
im weiteren Sinne unerreichbare Zahlen gibt, die >, gind. Dieses
Problem ist bis jetzt unentschieden und kann aller ‘Wahrseheinlich-
keit nach iiberhaupt nicht entschieden werden. ‘Wenn es sich nament-
lich um die im engeren Sinne unerreichbaren Zahlen handelt, so
148t es sich ganz streng nachweisen, dag ihre Iixistenz auf dem
Boden des Zermelo-Frankelschen Axiomensystems nicht be-
griindet werden kann?). Will man die Bxistenz beliebig grofer
im engeren Sinne unerreichbarer Kardinalzahlen gewéivhl‘le_isten, 80
muB man das Zermelo-Fraenkelsche System um em leues
,Brzeugungsprinzip®, also, formal genommen, um ein neues Axiom
bereichern. Mit Riicksicht auf Satz 20 kann dieses Axiom folgender-
magen formuliert werden:

Awmiom Q. (Awiom der unerreichbaren Mengen). Zu jeder
Menge N gibt es eine Menge M mit folgenden Eigenschafien:

&. NeM,;

. st XeM wnd YCX, so ist Yell;

Q. ist XeM und ist Z die Menge, die alle Mengen ¥ CX und
keine anderen Dinge als Elemente enthdlt, so ist ZeM;

@,. ist XCM und sind dabei die Mengen X. wnd M nicht
gleichmdichtig, so ist XeM.

Ubrigens sind verschiedene #quivalente Umformungen dieses
Axioms bekannt. Man kann z.B. Bedingungen @ -, beziehungs-
weise durch folgende Bedingungen ersetzen (und zwar jede Bedin-
gung unabhiingig von den anderen):

@r. NCM; '

Ay, ist XeM und YeX, so ist YeM (m. a. W.: ist Xel,
so ist XCM);

Qy. st XeM, so gibt es eine Menge ZeM, dic alle Mengen ¥ CX
als Elemente enthill;

Q. ist XCM wund ist M mit keiner Menge
mdehtig, so ist XeM.

YCX gleieh-
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Das Axiom & ist logisch so stark, daB seine Einschaltung
verschiedene Vereinfachungen des Axiomensystems ermoglicht: einige
andere Axiome werden dadurch zu beweisbaren Sitzen und kénnen
deshalb weggelassen werden. So ist z.B. einleuchtend, daf das
Axjom der Potenzmenge aus Axiom &, und zwar aus @; und @,
mit Hilfe des Aussonderungsaxioms hergeleitet werden kann (wie
bekannt, 148t sich seinerseits das Aussonderungsaxiom aus dem
Ersetzungsaxiom ableiten 15)); das Analoge betrifft das Axiom des
Unendlichen; ferner ist das Axiom der Paarung eine Folgerung
aus Axiom & und aus dem Axiom der Ersetzung. Werden in @
die Bedingungen & und @; durch @y und @y ersetzt, so wird
neben den genannten Axiomen auch das Axiom der Vereinigung
ableitbar.

Alle diese Folgebeziehungen sind ziemlich trivial. Interessanter
scheint die Tatsache zu sein, daf auch das Auswahlaxiom auf dem
Boden des erweiterten Axiomensystems zu einem beweisbaren Satz
wird. Die Ableitung des Auswahlaxioms ist aber nicht so einfach.
Daher wollen wir hier den Gedankengang des Beweises skizzieren 6).

Wie bekannt, ist das Auswahlaxiom eine Folgerung des Wohl-
ordnungssatzes 1"); es geniigt also, den Wohlordnungssatz aus Axiom
@ ohne Hilfe des Auswahlaxioms abzuleiten. Zermelo hat bekann-
tlich zwei Beweise dieses Satzes gegeben, die sich beide auf das
Auswahlaxiom stiitzen 18). Analysiert man nun den zweiten Zermelo-
schen Beweis, so gewinnt man folgenden Hilfssatz, der sich bereits
ohne Auswahlaxiom begriinden l4f3t:

I. Ist M eine beliebige Menge und F eine Funkiion, die jeder
echten Teilmenge X wvon M ein Element F(X)e M—X eindeutig
zuordnet, so kann die Menge M wohlgeordnet werden.

Man kann nun diesen Hilfssatz folgendermaBen verschérfen:

I1. Ist M eine beliebige Menge und F eine Funktion, die jeder
mit M nicht gleichméchtigen Menge XCM ein Element F(X)eM —X
eindewtig zuordnet, so kann die Menge M wohlgeordnct werden.

Die Grundidee des Beweises bleibt dabei unveridndert. Der
Unterschied besteht im Folgenden: sind die Voraussetzungen von I
erfiillt, so kann man ,effektiv eine binire Relation definieren,
durch welche die Menge M wohlgeordnet wird; im Beweise des
Satzes II kann man nur eine ,effektiv® wohlgeordnete Teilmenge
PCM konstruieren, von der man zeigen kann, daf sie mit M gleich-
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miichtig ist (daraus schlieft man sofort, dafl auch die Menge M

wohlordnungsfihig ist, aber man ist nicht imstande, M ,effektiv®
wohlzuordnen).
Aug 11 ergibt sich folgender Hilfssatz:

ITL. Jede Menge M, die der Bedingung &y gendigt, kann wohl-
geordnet werden.

Um dies nachzuweisen, betrachten wir die Funktion #,
bestimmt durch die Formel:

F(X)= E [YeX und Y noneY]
Y

(wird die Moglichkeit YeY durch ecin besonderes Axiom ausge-
sehlossen 18), so setzt man einfach F(X)==.X). Diese Funktion F
ordnet jeder Menge XX eine Teilmenge I(X)CX zu. Man kann dabei
zeigen, daB F(X)none X gilt1?). Ist nun XCM und XM, so ist
auch F(X)CM und F(X)=M (hier wird offenbar der Cantor-Bern-
steinsche Aquivalenzsatz gebraucht; will man das vermeiden, so
muf man &@; durch @, ersetzen); nach @ gilt also F(X)e M und
folglich F(X)e M —X. Die Funktion F geniigt demnach der Voraus-
setzung von IT, und die Menge M 148t sich wohlordnen.

Auf Grund des Axioms & kann man nunmehr aus III den
allgemeinen Wohlordnungssatz ableiten:

IV. Jede Menge N kann wohlgeordnet werden.

Es sei, in der Tat, N eine beliebige Menge. Denmy Axiom &
gemifl gibt es eine Menge M, die den Bedingungen €;-&,; geniigt
(&3 kommt iibrigens in diesem Beweise nicht in Betracht; auch @,
wird tberfliBig, falls man &, durch @ ersetzt). Nach Satz III
kann M wohlgeordnet werden. Bs ergibt sich anderseits aus @
und &, daB} N mit einer Teilmenge von. M gleichmiichtig ist, und
zwar mit der Menge

P= E [XCN und X==11.
X

Hieraus schlieit man sofort, daf auch N wohlgeordnet werden
kann.

Zum Schluff sei Folgendes bemerkt. Mit Riicksicht auf die
Ergebnisse, die auf dem Gebiet der Metamathematik in den letzten
Jahren erzielt wurden, wire es irrig zu meinen, daff day Axiom
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der unerreichbaren Mengen lediglich in hochst abstrakten mengen-
theoretischen Untersuchungen eine Rolle spielen kann. Man kann
ja innerhalb der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre die ganze
Analysis und insbesondere die reine Zahlentheorie aufbanen. Man
kann deshalb nach der von Godel entwickelten Methode gewisse
Sétze konstruieren, die ginzlich in Termen der reinen Zahlentheorie
formuliert werden und die sich auf Grund des Zermelo-Fraenkel-
schen Systems weder beweisen noch widerlegen lassen; diese Satze
werden aber entscheidbar, falls man in das System das Axiom &
einschaltet 18). . ‘

Es wiire anderseits naiv zu glauben, dafl das Problem, die
intuitive Cantorsche Mengenlehre in ihrem vollen Umifange zu
axiomatisieren, durch die axiomatische Einfithrung der unerreich-
baren Zahlen endgiiltig geldst oder zumindest wesentlich geférdert
wird; man kann ja ohne weiteres neue Arten von Kardinalzahlen
definieren, deren Existenz sich auf dem Boden des erweiterten
Axiomensystems nicht begriinden 146t und erst durch neue ,Er-
zeugungsprinzipien® gewihrleistet werden kann. Das Problem der
Axiomatisierung des ,,Cantorschen Absoluts” (ein Problem, dessen
prizise Formulierung selbst erhebliche Schwierigkeiten bietet) bleibt
nach wie vor offen, wenn es iiberhaupt gelost werden kann.

Bemerkungen.

Uber die in diesem Aufsatz enthaltenen Ergebnisse hat der Verfasser
am 18. VI. 1937 in der Polnischen Mathematischen Gesellschaft, Abteilung
Warschau, berichtet.

1) Zum ersten Mal dirfte wohl F. Hausdorif in seiner Arbeit Grundziige
einer Theorie der geordneten Mengen, Math. Ann, 65, 1908, 8. 443, die Frage auf-
geworfen haben, ob es regulive Anfangszahlen we mit Limesindex e« gibt. Die

diesen Anfangszahlen zugeordneten Alefs Ne stimmen mit den Kardinalzahlen

{iberein, die in der vorliegenden Abhandlung als im weiteren Sinne uner-
reichbar bezeichnet werden (von der Zahl 8, bzw. w, abgesehen, die hier mit-
gerechnet wird und bei Hausdorff nicht; vgl. weiter unten Definition 1 sowie
Sitze 3 und 4). Der Ausdruck ,unerreichbare Kardinalzahlen™ (nombres car-
dinaux inaccessibles*) wurde von C. Kuratowski vorgeschlagen. Der Begriff
der im engeren Sinne unerreichbaren Kardinalzahlen wurde, soviel ich
weil, von mir eingefihrt und zum ersten Mal in der gemeinsamen Arbeit von
W. Sierpinski und mir: Sur une propriété caractéristique des nombres inacces-
sibles, Fund. Math. 15, 1930, S. 292 definiert.

) §. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S.131
(man beriicksichtige dabei die vorangehende Anmerkung, insbesondere beziiglich
der Zahl Ng)-
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3) Vgl. hiezu (neben der unter?') zitierten Abhandlung von Sierpinski
und Tarski): C. Kuratowski, Sur I'dat acluel de Vaxiomatique de la théorie
des ensembles, Ann. Soe. Pol. Math. 8, S.146f.; A. Tarski, Sur les principes
de Varithmétique des nombres ordinaum (transfinis), ibid., 8. 148 £.; A. Linden-
baum et A. Tarski, Communication sur les recherches de lo Théorie des Ensembles,
C. R. Soc. Se. Vars. 19, CL III, 1926, S.3221ff.; R. Baer, Zur Axiomatik der
Kardinalzahlen, Math. Ztschr. 29, 1929, §.380ff., inshesondere S. 382 f.;
E. Zermelo, Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche, Fund. Math. 16, 1930, 8. 29 ff,,
insbesondere S8. 43-47 (die von Zermelo betrachteten Grenzzahlen decken
sich mit den Anfangszahlen we, die den im engeren Sinne unerreichbaren Alefs
N« entsprechen).

4) Vgl. hiezu die unter 1) zitierte Abhandlung von Sierpiiiski und Tarski
sowie folgende Arbeiten: 8. Banach, Uber additive Maffunktionen in abstrakten
Menqen, Fund. Math. 15, 1930, S. 97 £f.; A. Kozmewskl et A. Lindenbaum,
Sur les opérations daddition et de multiplication dans les classes &’ ensembles, ibid.,
S. 842 ff.; 8. Ulam, Zur Maftheorie in der allgemeinen Mengenlehre, Fund. Math.
16, 1930, S.140#f.; W. Sierpinski, Sur un théoréme de recouvrement dans la
théorie générale des ensembles, Fund. Math. 20, 1933, S. 214 ff.; S. Ulam, Uber
gewisse Zerlegungen von Mengen, ibid., 8. 221ft.; A. Tarski, Uber additive und
multiplikative Menqenka'r‘per und Mengenfunktionen, C. R. Soc. Sc. Vars. 30,
1937, 8. 151 £f, Vgl. anch das Buch von W. Sierpinski, Hypothése du continu,
Monogr. Matem. 4, Warszawa-Lwéw 1934, insbesondere S.107 und 8. 152 ff.
In diesem Zusammenhang sind noch gewisse éltere Untersuchungen aus der
Theorie der geordneten Mengen zu beriicksichtigen, namentlich die unter?)
zitierte Arbeit von Hausdorff, z.B. 8.477f., sowie die Abhandlung von
P. Mahlo, Uber lineare transfinite Méngen, Leipz. Ber. Math.-phys. Kl. 63,
(1911), 8. 187 ££.

5) Vgl. z.B. A. Fraenkel, Hinleitung in die Mengenlehre, Berlin 1928, -

S. 268 ff.
8) Vgl. hiezu die unter ') zitierte Abhandlung von Sierpinski und Tarski,

8. 292 ff. (Définition 1, Théoréme 1 und Théordme 2); die Kenntnis dieser Arheit
wird hier nicht vorausgesetzt.

) Das Symbol ,.cf(e)* bezeichnet den Index der kleinsten mit der Zahl we
konfinalen Anfangszahl. Zu (1) vgl. A. Tarski, Sur les classes d’ensembles closes
par rapport & certwines opérations élémentaires, Fund. Math. 16, 1930, 8. 185,
Lemme 2°.

8) Das betrifft z. B. die weiter angegebenen Sitze 10 und 13 sowie den
Hauptsatz der unter!) szitierten Abhandlung von Sierpinski und Tarski
(8. 300, Théordme 5; vgl. hiezu die unter4) erwihnte Arbeit von KoZniewski und
Lindenbaum, S. 854 £.).

%) 8. A. Tarski, Quelques théorémes sur les alephs, Fund. Math. 7, 1925,
S. 7 (Théoréme 7).

1) 8. z.B. A. Schoenflies, Entwickelung der Mengenlehre und threr An-
wendungen, Leipzig und Berlin 1913, S. 186 £.

1) Ibidem, 8. 66 £,

12) Vgl. z.B. meine unter 7) erwihnte Arbeit, S. 194.

13) Ibidem, 8. 195, Lemme 10",

14) Ibidem, 8. 185f., Lemme 3°.
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1) Vgl. z.B. die unter 3) zitierte Abhandlung von Zermelo, 5. 31.

18) Vgl. z.B. das unter 2) zitierte Werk von Hausdortf, S. 1331f. Zum
Folgenden vgl. noch die Ableitung des Wohlordnungssatzes und des Auswahl-
axioms in der Arbeit wvon J. v. Neumann, Die Awxiomatisierung der Mengen-
lehre, Math. Ztschr. 27, 1928, S. 726 ff.

17y Vgl. E. Zermelo, Untersuchungen iber die Grundlagen der Mengen-
lehre, I, Math. Ann. 65, 1908, S. 264 f.

18) Vgl. hiezu K. Godel, Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I, Monatsh. Math. Phys. 1, 1931, 8. 1871f,,
sowie A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Stud.
Phil. 1, 1935, insbesondere S. 397, Anm. 1%), und 8. 400 ff.
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