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[m--x(m)]—x(m)_existe, donc qu’il existe un seul nombre cardinal p
tel que m--x(m) =p-+s(m). Or, cette formule est vraie pour p=m
et pour p=m--8(m) (puisque 8(m)-x(m)==yr(m)). On aurait done
m4x(m)=m, d’olt s(m)<m, contrairement 4 la définition du
nombre s(m). On n’a donc pas m-8(m)>8(m); par conséquent
m-R(m) =8(m), d’ot m<xr(m), ce qui prouve que m est un aleph,
Notre hypothése entraine done que tout nombre cardinal non fini
est un aleph, d’ou résulte, comme on sait, I'axiome du choix.
Notre théoréme est ainsi démontré.
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Séparabilité et multiplication cartésienne des espaces
topologiques ).
Par

Edward Marczewski (Wroclaw).

Dans les espaces métriques, la séparabilité peut étre formulée,
comme on sait, de diverses maniéres équivalentes, p.ex. comme
T'existence d’'une base dénombrable d’ensembles ouverts, ’existence
d'un ensemble dénombrable partout dense, la dénombrabilité de
toute famille d’ensembles ouverts disjoints, ete. '

Par contre, dans les espaces topologiques plus généranx, ces
propriétés cessent d’étre équivalentes. Ce phenoméne se présente
d’'une facon naturelle surtout dans 1'étude des produils cariésiens
transfinis.

J’examine dans ce travail d’abord plusieurs propriétés des
espaces topologiques généraux qui dans les espaces métrigues équi-
valent & la séparabilité (n® 1); ensuite j'établis quelques théorémes
sur les produits cartésiens (n®2) et, enfin, je discute l'invariance
des propriétés en question envers la multiplication cartésienne (n® 3)%).
Les résultats acquis entrainent en particulier quelques propriétés du
discontinu généralis¢é de Cantor et de quelques autres espaces
connus (3.4).

Espace topologique ou bien espace tout court est entendu ici comme un
egpace satisfaisant aux trois axiomes énoneés dans la Topologie I de M. Kura-
towski [1, p. 15] ou, ce qui revient au méme, comme »T,-Raum® au sens de
Alexandroff-Hopf [1, p.59]. En outre, la démonstration d'une partie du
théoréme 3.2 fait appel & Pexistence dans espace de deux ensembles ouverts
disjoints et non vides, ce qui a lieu en particulier dans chague ,,Ts-Raum*® {cf.
Alexandroff-Hopf [1, p. 67]) ne se réduisant pas & un point. Dans le n® 3 tout
entier, on suppose quwaucun des espaces considérés X (i) ne se réduit &4 un point.

1y Les résultats principaux de ce travail ont été présentés dans une séance
organisée par la Faculté des Sciences de PUniversité de Lwéw en mai 1941.

2} Rappelons ici que, pour la bicompacité, le probléme analogue est résolu
par la généralisation de E. Gech [1, p. 830] du théoréme de A. Tychonof.f 11,
d’aprés laguelle la bicompaeité est un invariant de Ia multiplication cartésienne
transfinie.
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1. Séparabilité et quelques propriétés apparentées
d’espaces topologiques.

1.1. Propriétés (s) et (k). Considérons d’abord la econdition
suivante pour une classe K d’ensembles:

(s) 'Chaque sous-classe de K d’ ensembles digjoints deux & deux
est au plus dénombrable.

Cette condition se présente p. ex. dans le probléme bien connu
de Souslin3), dans certains théorémes concernant I'opération (4)
dans des recherches sur les produits cartésiens, etc.t).

Dans ce travail, nous considérons également la condition:

’

(k) Chague sous-classe indénombrable de K econtient une
sous-classe indénombrable d’ensembles qui ont des points communs
deux & deux.

Tvidemment:

(i) Chaque classe ayant la propriéié (k) posséde aussi la pro-
priete (s).

L’attention sur le rOle de la propriété (k) dans divers problémes
de la théorie des ensembles et de topologie a été attirde par
M. B. Knaster. En particulier, &-la svite d’un probléme posé par
Tui et résolu par M. W. Sierpifski, on sait qu’il existe une classe
d’ensembles jouissant de la propriété (s) et ne jouissant pas de la
propriété (k) 9).

Cependant, lorsqu’on uherche & constater si les diverses classes
connues ayant la propriété (s) posseédent la propriété (k), on est
conduit en général soit & une réponse positive, soit & un probléme
non résolu. Ainsi B. Knaster a démontré que pour la classe K
des intervalles d'un ensemble ordonné continu, le probléme de
-savoir si (s) entraine (k) équivaut & celui de Souslin 8. Cf. aussi
les questions posées plus loin (1.1, p.130; 1.2, p. 181).

Dans certains raisonnements, il est commmode d’énoncer la con-
dition (k) sous une autre forme. En effet:

(i) Pour qu'une classe K ait la propriété (k), il faut et il auszt
qu'il ewiste dans chagque suite transfinie {Es} de type @ d’ensembles
non vides appartenant ¢ K une suite extraite {Eu} de type Q telle
que Fay- Baz=0 pour n<i<.

3) Voir p.ex. Sierpinski[l], p. 152,

) Voir mes travaux [1, p. 238], [4] et [5).

5) Sierpinski[2], et ma note [5].

¢) Knaster [1].
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La suffisance de cette condition est évidente et pour démon-
trer sa néecessité, distinguons deux cas:

10 11 existe un terme de la suite {E:} qui se repéte une infinité
indénombrable de fois. Autrement dit, il existe une suite extraite
{Ba} de type £, telle que Ee, —EaZ pour 9<{<Q. On a done
a fortiori He, " Beo=+10.

20 Chaque terme de 1a suite {E¢} se repéte au plus une infinité
dénombrable de fois. Par conséquent, il existe une suite extraite
{E@} de type 2 d’ensembles différents deux a4 deux. En vertu de
la pmpneté (k), il existe donc une suite extraite {Hg,} de type Q
d’ensembles qui ont des points communs deux & deux. En posant
¢g =Py, nous obtenons la suite {Hag.

Démontrons maintenant, & titre d’exemple, que:

(iil} La classe P des ensembles linéaires mesurables (L), de mesure
positive, jouit de la proprieté (k).

Soient {I,} la suite des intervalles & extrémités rationnelles
et P, la classe des ensembles mesurables E tels que

(*) mes (E1,;)>1/, mes I,.

Comme on le sait, il existe pour chaque E mesurable de mesure
positive un entier positif n tel qu’on ait (¥); en d’antres termes:
P=P,+P,+...

Si deux ensembles K, et E, appartiennent & la méme classe Py,
ils ont des points communs; en effet, l'inégalité (*) pour E=F;
et B=E, donne:

mes (ByB,) = mes (BB,1,) = mes (I)— mes [(1,—Ey) + (L—E)]>
> mes (1,) — mes (I,—E;) — mes (I,—F,) >0.

Soit maintenant 3 une classe indénombrable contenue dans P.
11 existe donc un entier n, tel que la classe MP, soit encore indé-
nombrable et nous savons déji que les ensembles appartenant
3 P, ont des points communs deux & deux.

Appelons mesure chaque fonction p d’ensemble, dénombrablement additive,
non négative et finie, définie pour une classe M d’ensembles dénombrablement
additive et complémentative. Une mesure u s’appelle séparable lorsqu’il existe
une suite ensembles Vpe M telle que, pour chaque >0 et chaque Ee M 1
existe un entier n tel que u[(Va—E)+ (E—Vn)l<y 7).

7) Cf. p. ex. mes notes [2] et [31

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIV.
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Soit maintenant P la classe des ensembles appartenant & B, de wme-
sure g positivel On démontre aisément que la classe P posséde la propriété (s),
En outre, il est facile de montrer que pour chaque mesure u séparable, P est
une classe i propriété (k) 8), Je ne sais pas si hypothése de la séparabilité de w
peut &tre omise.

1.2, La propriété (B) et ses conséquences: (D), (K)et (8).

Appelons base (on bien classe des entourages) d'un espace topolo-

gique X chaque classe d’ensembles ouverts telle que chague ensemble

ouvert dans X soit somme de certaing d’entre eux. Considérons

les propriétés suivantes d’un espace topologique X:

(B) Il existe une base au plus dénombrable de X.

(D) 11 existe dans X un ensemble au plus dénombrable par-
tout dense.

(K) La classe K des ensembles ouverts dans X possede la
propriété (k).

(8) La classe K des ensembles ouverts dans X possdde la
propriété (s)9). .

Remarquons — ce qui nous sera utile maintes fois — qu'en
remplacant dans (K) et (§) 1a classe de tous les ensembles onverts
par la classe des entourages, on obtient les propriétés équivalentes
4 (K) et (8). ‘

Voici le théoréme qui établit les implications entre ces quatre
propriétés:

O]

La relation: (B)—(D), d’ailleurs évidente, est bien connue 1),

La relation: (D)—(K) résulte du fait que P étant un ensemble
au plus dénombrable, dense dans X, il existe dans chaque classe
indénombrable B d’ensembles ouverts dans X un point p de P
appartenant & une infinité indénombrable d’ensembles de R.

Enfin, la relation (K)—(8) résulte de 1.1 (i).

On voit aisément que:

(ii) Pour les espaces X metrigues (§)—(B)1).

(B} (D)~ (K) —~(8).

®) Lia démonstration peut étre directe, mais elle peut aussi s’appuver sur
la démonstration du théoréme (iii) et sur le théoréme énoncé dans ma note [2].
?) Dans ma note [4], les espaces & propriété (B) s’appellent séparables et
ceux & propriété (S) — faiblement séparables. '
1) Cf. p. ex, Alexandroff-Hopf [1], p. 31.
) Cf, p. ex. Hausdorff [2], p. 128,
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Par conséquent, pour les espaces métriques, toutes les pro-
priétés en question équivalent A la propriété (D) qui, dans ce cas,
porte le nom de séparabilité. Pour les espaces topologiques géné-
raux, cette équivalence tombe en défaut, comme le montre p. ex.
le théoréme 3.4 (voir aussi 1.3). Cependant il est 4 noter que nous
ne connaissons aucun espace topologique ayant la propriété (S)
mais dépourvu de la propriété (K).

Les propriétés en question sont invariantes envers certaines
transformations:

(iii) La propriété (B) est invariante envers les iransformations
ouvertes 12). '

(iv-vi) Les propriciés (D), (K) el (8) sont invariantes envers les
transformations continues.

En effet, chaque transformation ouverte f d'un espace X
transforme chaque base de X en une base de f(X). Pareillement,
chaque transformation continue f d'un espace X transforme chaque
ensemble dense dans X en un ensemble dense dans f(X). Les dé-
monstrations pour le cas des propriétés (KH) et (S) résultent direc-
tement de propriétés de l'opération de contre-image: f*.

Notons encore deux propositions évidentes concernant les
propriétés (D) et (S):

(vii) St un ensemble ¥ dense dans Uespace X posséde la pro-
prieté (D), Uespace X la posséde également.

(viii) Chagque espace isolé ayant la proprieié (8) est au plus dé-
nombrable.

Démontrons enfin que:

(ix) Pour qu'un ensemble Y contenu dans un espace X posséde
la propriéid (8), il faut et il suffit que sa fermeture Y dans X la
posséde.

Bvidemment, pour qu'un ensemble ZCX ne posséde pas la
propriété (8), il faut et il suffit qu'il existe une classe indénombrable H
d’ensembles ouverts dans X telle gue pour chaque couple GG,
d’ensembles appartenant & H on ait G1G,Z=0.

12) Une fonection f, définie sur X. s’appelle ourerte dans X lorsqu'elle est
continue dans X et lorsqu'elle transforme chaque ensemble ouvert en un ensemble
ouvert dans f(X). Il est & remarquer que la propriété (B) n’est pas invariante
envers les transformations continues. (f. Alexandroff-Hopf [1], p.99.

9$
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Par conséquent, la proposition (ix) résulte immédiatement du
fait que pour chaque ensemble G ouvert dans X les conditions GY =¢
et GY =0 sont équivalentes.

1.3. Autres conséquences de la propriété (B). Outre les propriétés
envisagées plus haut, on a formulé et étudié plusieurs propriétés qui résultent de
(B) et qui, dans le cas des espaces métriques, Iui sont équivalentes. Telle est p,
ex. la proprié¢té suivante:

(M) Chague suite transfinie strictement descendante d’ensembles ouverts
est au plus dénombrable.

On en peut évidemment formuler plusienrs autres, méme plus faibles que (8),
mais entrainant encore (B) dans les espaces métriques. Citons-en la suivante, for-
mulée par M. B. Knaster:

(@) Chaque classe de domaines fermés'®) disjoints, dont la somme est
un ensemble fermé et dont chacun est ouvert dans elle, est au plus dénom-
brable.

Or, on a les implications:

(i) Pour les espaces topologiques

. (B)=> (M)~ (D} —> (K) = (8) > (G)
€

(ii) Pour les espaces méirigues

(6)—> (B).

) Leimplication (B)—» (M) est bien connue!®), Nous allons démontrer que
(M) —> (D).

Soit X un espace ayant la propriété (IL). Définissons par induction trans-
finie une suite transfinie de points Pee X (0u 0<E<a) et une suite P, d’ensembles
(ou O<E<a) tels que :

(a) P, est Uensemble des g tels que f<n;

(h) p; appartient & Pintérieur de ’ensemble X—P,;

(¢) U'intérieur de Pensemble X—P, est vide, ¢.-a-d. lensemble Pg est
dense dans X. :

Il résulte de (a) et (h) que les intérieurs de X —-Pg constituent une suite
strictement descendante d’ensembles ouverts; on a done a<Ny en vertu de ().
Aingi, ’ensemble Pg est au plus dénombrable et d’aprés (¢) dense dans X, Ies-
pace X posséde done la propriété (D).

Les implications: (D)— (K)—> (8) ont été démontrées plus haut [1.2 i)];
Pimplication (S)—> (G) est évidente,

Pour montrer que l'on a (@)—(B) dans les espaces métriques, remarguons
qufil existe pour tout espace X non séparable un nombre >0 et un ensemble
indénombrable ZC X tels que ¢(p,q)>6 pour tout couple p,ge Z. On voit aisément
que les fermetures des spheéres ouvertes de rayon 6/3 et de centres appartenant
4 Z constituent une classe indénombrable de domaines fermés & somme fermée F
et dont chacun est ouvert dans F,

19) e.a-d. de fermetures d’ensembles ouverts,
M) CL p.ex. Alexandroff-Hopf [1], p. 79.
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Il est & noter qu’aucune des implications (i) ne peut étre remplacée par
Péquivalence, seul le probléme de Iéquivalence entre (S) et (K) étant ouvert
(ef. 1.2).

Ainsi, les théorémes 3.3 et 3.2 montrent que (K} w’entraine pas (D) et
les théorémes 3.2, 3.1(i). et 1.3(iii) montrent que (D) w’eniraine pas ().
I’exemple dft 4 P. Urysohn?5) d’un espace topologique dénomhrable {donc
ayant la propriété (M), mais qui est dépourvu de la propriété (B), montre que
(3) wentraine pas (B). Enfin, on démontre facilement que Pespace topologique
ordonné, formé de tous les nombres ordinaux £« @ (avee des entourages £ <4,
a<f<f, e <f) o la propriété (G) sans posséder (S). *

Il existe cependant des propriétés intermédiaires entre (B) et (@) qui n'en-
trent pas dans la chaine (i). Telle est p. ex. la propriété

(I) Chaque ensemble isolé est an plus dénombrable,

Ou montre aisément que:

(iil) (AL)—> () — (S).

Or, les propriétés (D) et (I) sont indépendantes: d’aprés le théoréme 3.2
(ou bien 3.4) et 3.1 (i), le discontinu généralisé de Cantor posstde la propriéié (D}
sans avoir la propriéié (I); telle est aussi espace construit par M. Niemytzkils);
d’autre part, Iespace suivant U posséde la propriété (I)sans avoir la propriéié (D).
Soit U espace composé de points de la droite dans lequel chague ensemble de la
forme ¥ =J—P, ot J est un intervalle aux extrémités rationelles et P un en-
semble au plus dénombrable, est considéré comme entourage de ses points. Dang
cet espace, la notion de point d’accumulation et celle de point de condensation
coincident avee celle de point de condensation au sens de la topologie ordinaire.
11 en résulte directement que chaque ensemble dénombrabie est fermé dans ¥
(3 ne posséde donc pas la propriété (D)) et chaque ensemble indénombrable
contient des points de condensation (U jouit done de la propriété (I)).

2. Produits cartésiens.

2.1. Produits cartésiens d’ensembles. Soit X une fonction
qui fait correspondre & chaque élément ¢ d'un ensemble fixe T' un
ensemble X(t). I’ensemble des fonctions & définies sur T et telles
que w(f) e X(t) pour chaque teZ s'appelle produit cartésien des
ensembles X(f). Il est désigné par X7.

Dans le eas, ot T est Pensemble des nombres ordinaux 0 <z<e, on emploie
& ordinaire les termes et les notations des suites au lien de ceux des fonctions.
On écrit done dans ce eas respectivement Xz, mr et Xy X XoX o X XX o aut
lieu de X(t), »(t) et XT. i

Tes ensembles X(#) s’appellent awes de coordonnées et Vélément
2(t) — la t-iéme coordonnée de we XT. La t-itme coordonnée de =

18) Urysohn [1]. p. 288-200,
16) Alexandroff-Hopf [1], p. 3L
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sera désignée également par p (). La fonction p, s'appele la pro-
jection sur le t-iéme axe des coordonndes et 'ensemble p () (ot ECXT)
s'appelle projeciion de B sur cet axe.

Désignons encore par @i, E), ot te X et ECX(t). 'ensemble
des xe AT tels que x(f) e« E; nous l'appellerons ensemble cylindrique
correspondant aw t-iéme axe et & Uensemble H.

On constate aisément gue 'opération ¢)(t,F) est inverse i celle
de la projection:

(i) p7Y(E)=Q(t, E) pour chaque BECX(t).

On voit aussi que:

(i) p,(XN=X(1); QLt, X(1)]=X"; Q[¢,0]=0.

(iii) @(t,4)-9(t,B)=Q(t,4B) pour A+BCX(t).

(iv) 8i ;e ' sont distincts et 0=E,CX(t;), on a

Q1 By) - Qg Bo) « .. - Q(tn, Er) 0.
(v} 8it;e T somt distincts, 0=E,CX(t) et
EIQ(tuEl) * Q(tzaEz) St Q(tmEn)’
E; pour t=t;
E :{ L p L
P =\30)  pour taty by, ooyt
Nous allons démontrer encore que:

(vi) 8% A:Q(@,Al)-...‘Q(t},,Ak), B=Q(uy,By)-...- Q(u,B)) (ot
Tty el wi=uy powr i) et si chaque factetr de A a des points communs
avee chague factewr de B, alors AB=+0.

En effet, (iii) permet de transformer le produit
AB=0Q(tz,4,) .- Qtry A ) @z, Br)-...- Q(uy, By)

de facon que chacun de facteurs soit un ensemble cylindrique
correspondant & une autre axe; reste i appliquer (ii) et (iv).

on 4

2.2. Produits cartésiens d’espaces topologiques. Lors-
que les ensembles X(¢) sont des espaces topologiques, I’ensemble X7
sera considéré également comme un espace topologique, en enten-
dant chaque ensemble )

*) V = Q)+ Qs Gy)-..- QUi )

01‘1. G est ouvert (non vide) dans X(t), comme entourage de chaque
pomtAx e V. De plus, conformément 4 2.1, (ii) et (iii) chaque entourage
peut étre représenté comme produit de la forme (*), de maniére que
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tous les ¢; soient différents et que Gy==X({;) pour i=1,2,...,n. Nous
dirons alors que cet entourage V est d’ordre n. Cette représentation
est univoque (& Pordre des facteurs prés).

Dans la multiplication cartésienne, les axes qui se réduisent
3 un seul point peuvent étre omis:

(i) Soient X7 le produit cartésien des espaces topologiques X(t) et U
un sous-ensemble non vide de T tel gue pour t e T— U Uensemble X (i)
se réduise & un seul poini. Les espaces X7 et XU sont alors homéo-
morphes.

En effet, on voit aisément que la fonetion qui fait correspondre
A chaque ze¢ X7 un ye XY tel que x(i)=y(t) pour Te ' est une
homéomorphie.

Notons encore que:

'(ii) Za projection p, est une transformation ouverte de XT.

La transformation p, est, en effet, continue, car on a

p7I(6) =@, &)

(@aprés 2.1 (i)) pour chaque ensemble @ ouvert dans X(i); or,
Tensemble Q(t,&) est ouvert dans X7. Il reste dome & montrer
que V étant un enfourage dans I'espace X7, 'ensemble pLV) est
ouvert dans X(1); or, cela résulte directement de 2.1 (v).

Les propositions (ii) et 2.1 (ii) montrent que:

(iil) Pour chaque te T, Vensemble X (1) s'obtient & partir de XT
par une transformation ouverte.

Remarquons enfin qu’en appliquant la définition de Pen-
tourage dans les produits cartésiens, on obtient facilement la propo-
sition:

(iv) Pour qu'un produit cariésien ZT d’emsembles Z(t)CX(1)
soit dense daps X7, il faut et il suffit que pour chaque t e T Vensemble
Z(t) soit dense dans X(t).

9.3. Transformations continues??). Soit f une transfor-
mation d'un espace topologique X en sous-ensemble d'un produit
cartésien F7. Nous allons démontrer d’abord que, pour que la
transformation f soit continue, il faut et il suffit que chaque coor-
donnée du point f(x) varie d'une facon continue. En d’autres termes:

17) Les théorémes qui suivent sont des généralisations faciles de ceux gue
M. C. Kuratowski a établis d’une fagon si élégante pour les produits cartésiens
dénomhrables A’espaces métriques dans son livre [1], p. 79 et 149,
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(i) Pour qu'ume fonction | qui fait correspondre & chague point
de Uespace topologique X un point y du produit cartésien YT des espaces
topologiques Y (t) soit continue, il faut et il suffit que p[f(x)] soit pour
chaque t € T' une fonction continue de .

La nécessité de cette condition résulte du fait que la fonction
p[f(x)] est superposition de la fonetion f, continugpar hypothése,
et de la fonction p, continue d’aprés 2.2 (ii).

Pour en démontrer la suffisance, posons f(z)=p,[f(z)] et
remarquons qu'en vertu de 2.1 (i):

QU @1=7""Ip; ()] =11 (&),
d’ott, pour chaque entourage

VZQ“UGO . Q(tzan) Seeet Q(tmGn);
on a
. T V) =15 (61) f (G)ooo - fry (G-

Les fonctions f, étant continues par hypothese, l'ensemble
F(V) est ouvert, ce qui entraine la continuité de .

Nous allons démontrer & l'aide de (i) que:

(ii) Les g, étant des fonctions coniinues, définies respectivement
dans les espaces X(t), ot teT, et admettant comme valeurs des points
de X (1), la fonction f qui fait correspondre & chaque x e X7 un élément
Hx)e YT tel que

plf(@)]=g,lp,)]
est continue.

En effet, 1a fonction g,[p,(2)] est continue comme superposition
des fonctions g, et p,. Reste & appliquer la proposition (i).

On conclut directement de (ii) que:

(iii) 8%, pour chaque teT, Uespace topologique .Y (1) est une
image continue de Uespace topologique X(t), le produit cartésien ¥T
est une image continue de X7T.

2.4. Discontinu généralisé de Cantor, espace de
Tychonoff, espaces généralisés de Baire et de Fréchet.
Les cas particuliérement importants du produit cartésien sont
ceux ol tous les axes de coordonnées X(f) sont identiques et notam-
ment, o ils coincident avec: 19 le couple de deux points, p. ex. le
couple € des nombres 0 et 1, 20 ’ensemble dénombrable isolé p. ex.
Iensemble N des nombres entiers positifs, 3° I'intervalle I des
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nombres réels 02 <1, 4° Pensemble B de tous les nombres
réels. L’espace C7 s’appelle discontinu géneralisé de Cantor; appelons
NT espace généralisé de Baire, IT espace de Tychonoff1®) et RT
espace genéralisé de Fréchet. La puissance de I'ensemble T sera dite
Pordre de D'espace considéré. On constate aussitét ’homéomorphie’
du discontinu généralisé de Cantor d’ordre dénombrable avec le
discontinu ordinnaire de Cantor, de l'espace généralisé de Baire
d’ordre dénombrable avec .l'espace O-dimensionnel de Baire” %),
de 'espace généralisé de Fréchet d'ordre n avec l'espace euclidien
a n dimensions et enfin de l'espace généralisé de Fréchet d’ordre
dénombrable avec 1'espace E, défini par M. Fréchet 20},

(i) Le produit cartésien. XT d’espaces topologiques, dont aucun
ne se réduil & un point, contient un ensemble homéomorphe au discontinu
généralisé de Cantor CT.

11 suffit, en effet, de choisir dans chaque X(#) un ensemble Z(f)
composé de deux points et de remarguer que I'ensemble Z7 est,
en vertu de 2.3 (iii), homéomorphe & (7.

(ii) Le produit cartésien DT d’espaces topologiques non vides
au plus- dénombrables est une image continue de Uespace genéralisé de
Baire NT.

Chague espace au plus dénombrable étant image continue de
Tespace dénombrable isolé N, il suffit d’appliquer 2.3 (iii).

8. Séparabilité dans les produits cartésiens.

Nous supposons dans ce numéro que chacun des espaces considérés X(F)
contient au moins deux points. La remarque 2.2 (i) permet d’ailleurs d'omettre
cette restriction & Paide de modifications évidentes des énoneés.

3.1. Propriété (B). Remarquons d’abord que:

(i) Le produit cartésien XT d'une tnfinité indenombrable d’espa-
ces X(t) contient un sous-ensemble isolé indénombrable ).

En raison de 2.4 (i), il suffit de le démontrer pour le discontinu
généralisé de Cantor C7. Or, tous les xe (7 tels que a(f)=1 pour
un senl teT constituent un sous-ensemble indénombrable isolé
de C7.

18) Tychonoff (1.

1) Cf. p.ex. Fréchet [1], p. 8L

20) (£, p.ex. Fréchet [1], p. 118. L

21) Dans les termes du n® 1.3, Pespace XT ne posséde pas la propriété (I).
En vertu de 1.3 (iii), il ne jouit pas, & plus forte raison, de la propriété ().
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I’invariance de la propriété (B) par rapport la multiplication
cartésienne s'exprime par le

Théoréme. Pour quun produit cartésien XT posséde la pro-
pricté (B), il faut et il suffit que 1° chacun des espaces X(t) la posséde
et 20 Vensemble T soit au plus dénombrable.

La nécessité de la condition 1° résulte de 2.2 (iii) et 1.2 ( (iii);
celle de Ia condition 2°.est une conséquence de (i) puisque dans chaque
espace ayant la propriété (B) les ensembles isolés sont évidemment
au plus dénombrables. La suffisance des conditions 10 et 20 ré-
sulte de la proposition: étant donné dans I’espace X(n) une base B,,
la classe des entourages

QLV)-Q2,V,) - @(m,Vy) ot Vie By )
constitue une base de U'espace X7 (T étant dans ce cas l'ensemble
des entiers positifs) ).

2. Propriété (D). Remarquons d’abord que
(i) Ie produit cartésien XT d'espaces X (1) ayant la propridié (D)

contient un ensemble Y dense dans X7 et qui est une image continue

de Vespace genéralisé de Baire NT. . .

I suffit de poser ¥ =D7, olt D(t) est un sous-ensemble dénom-
brable dense dans X(t) et d’appliquer 2.4 (ii) et 2.2 (iv).

Nous. allons démontrer le lemme suivant:

(ii) L’espace genéralise-de Baire NT d’ordre ne depassani pas
la puissance du continu posséde la propriéié (D).

On peut supposer sans restreindre Ila généralité que T' est
un ensemble de nombres irrationnels de lintervalle I. Dégignons
par R la classe des ensembles de la forme J7, ol J est une somme
d’un nombre fini d’intervalles & extremités rationnelles. Désignons
encore par P I'ensemble des fonctions » dont chacune: 19 est définie
dans T, 2° n’admet que des valeurs entitres positives, 3° admet
chacune de ses valeurs sur un ensemble appartenant i R, 4° n’admet
qu'un nombre fini des valeurs.

L’ensemble P est évidemment un sous-ensemble dénombrable
de NT. Soit done V un entourage quelgonque dans I’espace NT:

V=0(t,,6.) @iy, Gp) ... Q(tn, &),
ol les t; sont des éléments distincts de T et les @) des sous-en-
sembles ouverts non vides de N. Désignons par m,; un élément quel-
22) Cf. Kuratowski [1], p. 147,
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congue de G;. Il résulte facilement de la définition de P qu’il
existe une fonction »eP telle que #(t)=my; pour i=1,2,..,n,
done telle que » eV, ¢. q. f. d.

Théoréme. Pour quun. produil cartésien XT posséde la pro-
prieté (D), il faut et il suffit que 1° chacun des espaces X(t) la posséde,
20 la puissance de Uensemble T ne deépasse pas celle du continu.

La suffisance des conditions 1° et 20 résulte de (i), (ii) et
(vii). La nécessité de la condition 1° est une conséquence de
(iv) et 2.2 (iii). Reste a établir la nécessité de la condition 2°.

SOJt "D =(z,,&5,...) un ensemble dénombrable dense dans XT.
Désignons pour chague t e T par @y(f) et G,(f) deux sous-ensembles
disjoints ouverts dans X(t) ). Posons pour chaqgue t e T:

y,,(f)z{

Ainsi, & chaque ¢ e I vient correspondre une suite {y,(t)} com-
posée de nombres 0 et 1. Il est facile de prouver gu’a deux ¢ différents
viennent correspondre des suites différentes. Soit en effet t,==17,.
L’ensemble D étant dense dans X7, il existe un nombre m tel que

T € QUts, Gu(ty)]- QLta, Galta)1s
on a par conséquent @,(4) e Gy(t), tandis que xn,(i) € Gi{ty); en
d’autres termes:

)
)

0 lorsque ,(t) € G4(1)
1 lorsque x,(t) e Gy(t).

ym(tl):l et ym(tz):(}-

L’ensemble des suites dénombrables composées de 0 et 1
ayant la puissance du continu, I'ensemble T a au plus cette puis-
sance, c¢. q. f. d.

3.3. Propriétés (K) et (S). La propriété (K) se montre inva-
riante par rapport & la multiplication cartésienne, indépendamment
de la puissance de l'ensemble T

Théoréme. Pour que le produit cartésien X7 posséde la pro-
priété (K), o1 faut et il suffit que tous les espaces X (t) la possédent ®).

La nécessité de la condition résulte de 1.2 (v) et 2.2 (iii).

Pour en établir la suffisance, il suffit, conformément & 1.1(1i),
de montrer que, X(t) ayant la propriété (K), chaque suite {V's} de

) Pour existence d'un tel couple d’ensemble ouverts, ef. I'Introduction.

24) (e théordme présente mme généralisation du théoréme plus facile, dé-
montré dans ma note [4], $°aprés lequel chaque produit cartésien d’espaces ayant
la propriété (B) admet la propriété (S).
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type 2 formée d’entourages (dans X7) d'un ordre fixe m contient une
suite partielle de type 2 formée d’entourages ayant des points com-
muns deux & deux. Nous allons prouver d’abord que

(Ly). Chaque suite {V:} de type £ d’entourages d’ordrve m
(dans XT) contient une suite partielle {V', } de type 2 formée d’en-
tourages de la forme

¥y, = QU5 6) QU5 63) .. Qth C)

et telle que l'on ait
(1 QU &) - Qth, th)+0
quels que soient les indices y< <. ) .

En effet, désignons par T Densemble (15,15,...,15), posons
U=Ty+T+...+T:4 ... ((<0) et distinguons deux cas: (I) il
existe un ¢ e U tel que teT; pour une infinité indénombrable de
nombres ordinaux £ et (II) chaque ¢ e U appartient au plus & une
infinité dénombrable de T%.

Dans le cas (I), il existe donc un élément u, ¢ U et une suite
croissante de nombres ordinaux {us de type 2 telle que u e Te,

pour £< Q. En ordonnant convenablement les facteurs des entoura-
ges Ve, on peut éerire:

Va,= Q(uy, Hi) - Q(ub, H3) .- Qb H2),
ou Hj désigne un sous-ensemble ouvert de A('ul) Hj —un sous-
ensemble ouvert de X(u§) pour 2<k<m et Ugy US, .. ,ui dégignent
des éléments distincts de Tm;.

L’espace X(u,) satisfaisant & (K), la suite {Hf} admet une
suite partielle {HY} de type Q, telle que Hfr H%==0 pour tous
7<l< 0, done que
) QUuy, Hin)- Q(u, HE) +0.

En posant ys=uay, nous obtenons la suite {V ,,} satisfaisant
4 la thése de (L;). En effet, pour k=1, Tégalité (1) est une consé-
quence de (2), tandis que pour k>1 elle résulte de la formule
tf =uy== ui, car des ensembles cylindriques correspondants 2 des
aux différents, possédent toujours des points communs [2.1 (iv)].

Dans le cas (II), nous définirons la suite V par . induction

transfinie. Posons y,=0 et désignons par s Ol 0< £< 0 le plus
petit nombre satisfaisant & la condition
Ty ;T,,vz().
H<s

pour 1<k{m
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Dans I'’hypothése du cas (II), un tel nombre v, existe. La
suite yg ainsi définie, satisfait & la eondition T, -Ty.=0 pour y=={;
en vertu de 2.1 (iv), elle vérifie donc la thése de (£y).

Ceci établi, nous allons déduire de (I,;) par induction une
proposition générale (L) (ot 1<Ck<{m), qui, pour k=m, entraine,
en’ vertu de 2.1 (vi), le théoréme & démontrer.

(Ly) Chaque suite {¥Vg de type Q d’entourages d’ordre m
contient une suite de type 2

B V= QU6 QUE G- .. QU 6
telle que

iGN ot 6 [Isisk
) Qt, GY) QUi G7) =0 pour 11 ji<m

quels que soient les indices #<{<<Q.

Il s’agit de déduire (Lzq) de (Lg). La suite donnée {V} admet
d’aprés (L) une suite partielle {Vo,} de type Q d’ensembles (3)
satisfaisant i la econdition (4). Considérons la suite

We= Q(tig1, Gis1) .. Qthy G2).

D’aprés (I,), elle admet une suite partielle de type ©

(5) Woe= QU 1, Hit) - oo Qlttyy HE)
telle que
6) Qs Hity)- QUuf, HY)#0  pour k+1<j<m

quels que soient les indices n<{<Q.

En posant alors y,=us, on obtient la suite {V,:} satistaisant
& la these de (Lyptq). En effet, DOsons u; *t‘“ et Hj G ¢ pour 1< j<k.
Il résulte de (4) et de (6) que Q(uf,H}) Q(u,,Hg):i:O pour 1<i<k+1
et 1<j<m, ¢. q. 1. d.

Les théorémes 3.1, 3.2 et 3.3 montrent que, parmi (B), (D)
et (K), plus une propriété est faible, plus elle est refractaire 4 I
multiplication cartésienne transtinie. Néanmoins, quant & la pro-
priété (8), j’ignore si elle est invariante par rapport & la multiplica-
tion cartésienne de deux espaces topologiques.

Il est & noter que le produit cartésien d'un espace jouissant
de 1a propriété (S) et d’un antre jouissant de la propriété (K) posséde
la propriété (§). Cette remarque est due aux MM. Wischik et Lance
(cf. ma note [5], p. 307).
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3.4, Discontinu généralisé de Cantor, espace de Ty-
chonoff, espaces généralisés de Baire et de Fréchet,
Il résulte des théorémes 3.1-3.3 et 1.2 (i) que:

(i) Le discontinu généralisé de Cantor, ainsi que Uespace de Ty-
chonoff et les espaces généralisés de Baive et de I'réchet possédent la
propridté (B) seulement dans le cas d’ordre au plus denombrable, la
propriéie (D) seulement dans le cas d'ordre me depassant pas la puis-
sance du continu et, enfin, ils possédent toujours les proprictés (K)
et (8). } .

Voici une application de ce théoréme. Comme on sait, chaque
sous-ensemble fermé du discontinu de Cantor d’ordre dénombrable
est son image continue. Or, cette proposition tombe en défaut dans
le cas d’ordre indénombrable:

(ii, Le discontinu genéralisé de Canior CT d'ordre indenombrable
contient un ensemble fermé F qui w’est pas une image continue de (7 29),

En effet, en vertu de 3.1 (i), I'espace (7 contient un ensemble B
isolé et indénombrable. Il résulte de 1.2 (viii) que E mne possede
pas la propriété (S), et par conséquent, en vertu de 1.2 (ix), 1'en-
semble ¥ = E ne posséde pas non plus cette propriété. La propriété (S)
étant invariante envers les transformations continues [1.2 (vi)] et
I'espace CT ayant cette propriété d’aprés (i), I'ensemble F ne peut
étre une image countinue de CT.

Travaux cités.

j}lexandroff P. und Hopt H., [1] Topologie. Erster Band. Berlin 1935,

Cech E., [1] On bicompact spaces. Annals of Math. 38 (1937), 823-844.

Fréchet M., [1] Les Espaces abstraits. Collection Borel. Paris 1928,

Hausdorff F., [1] Grundziige der Mengenlehre. Leipzig 1914.

— [2] Mengenlehre. Betlin 1927,

Kunaster B., {11 Sur une propriéié caractéristique de Densemble des nombres
réels. Rec. Math, Moscou 16 (58) (1945), p. 281—290.

Kuratowski C., [1] Topologie I. Monografie Matematyczne 3. Warszawa-
Lwéw 1933.

Marczewski (Szpilrajn) E,, [11 Swr certmins invariants de Uopération (4).
Fund. Math. 21 (1933), 229-235.

— [2] On the space of mensurable sets. Ann. Soe. Pol. Math. 17 (1938),
120-121.

- [3] Ensembles indépendants et mesures non séparables, C. R. Aec. Se.
Paris 207 (1938), 768-770.

25) CE. ma note [4].

icm

Séparabilité et multiplication cartésienne 143

Marczewski (Szpilrajn) E., [4] Remarque sur les produils cartésiens d'es-
paces topologiques. C. R. Ae. Me. URSS 31 (1941), 525-528.

— [5] Sur deux propriétés de clusses d'ensembles. Fund. Math. 33 (1945),
303-307.

Sterpifiski W., [1] Legons sur les nombres transfinis. Collection Borel,
Paris 1928,

— [2] Sur un probléme de lu {héovie des relatiens. Annali R. Se. Nom:. Sup.
Pisa (2) 2 (1933), 285-288.

— [3] Sur un probléme de la Théorie générale des ensembles. Fund. Math.
33 (1945), 209-302.

Tychonoff A., [11 Tber die topologische Erweiterung von Rgumen. Math.
Ann. 111 (1935), 762-766.

Urysohn P.. [1] [ber die Mdchiigheil der zusammenkdngenden Mengen.
Math. Ann. 84 (1925), 262.295.


GUEST




