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Hence [c:¢']=edimK,-[¢:¢ :f], where AmK, = {d]i < b}: and
this is the incidence number originally given for S.

Thus we have proved

TeEOREM 3. If each X, is the space of a locally finite CW complew,
then L Y, is the space of & CW complex (not, of course, in general o locally

aed
finite one).

Remarks. (1) This shows that a vector space with Dugundji’s weak
topology [3] is a CW complex. For in specifying the Dugundji topology,
we may take a fixed basis of the space, and, consider only those finite-
dimensional subspaces spanned by subsets of the basis. The space thus
becomes an L-product of real lines; and the real line is certainly a locally
finite CW complex.

(ii} L is not associative. For if each ¥, is the unit interval, regarded
as a CW complex with three cells, B = {0,1}, 4, is of cardinal 8y and
4, is of cardinal e, then the subset

E= {m‘ llz] has one member}

is a subcomplex of the CW complex L =] ¥, (and hence has CW

a€d
topology in it); but as a subset of R = I, ¥, x [ Y., Bis just the Dowker
a€dg a€dy

counter example ([2], p. 563) which does not have the CW topology.
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Sur une propriété des ensembles partiellement ordonnés

par

J. Popruzenko (£6dZ)

Soient F un ensemble quelcondque, p une relation binaire définie
dans H.

On dit que la relation o établit un ordre partiel dans E lorsqu’elle est:

1° non-réflexive (c’est-a-dire gqu’on ait constamment non (zpx)),

2° tramsitive.

On dit que p établit un ordre dans E lorsque, en outre, la condition
suivante est vérifiée:

3° Quels que soient x,y ¢ E, » 5=y, on a soit xoy, soit youx.

N étant un ensemble partiellement ordonné par la relation o, soit
f|B une fonction telle que f(F)CXN.

Lorsque f(x) # f(y) pour x,y e B, 2 #*y et woy—f(x)o/(y), nous
appellerons f transformation isomorphe de B dans N.

Nous dirons alors que les ensembles B et f(H) sont semblables, en
symbole: H~ f(E).

Soit ¢ > w, un nombre ordinal. Désignons par U, Pensemble de
toutes les suites de type ¢ formées de nombres 0 et 1, ordonné d’aprés
le principe de premiéres différences, par U, le sous-ensemble de U, se
composant de toutes les suites de la forme {@g}ic, OU a, =1 pour un
y=0 et a; =0 pour &> .

Larelation qui établit’ordre dans U, sera désignée, comme d’habitude,
par le symbole 3.

Remarquons que, lorsque N = U,, on a la propriété:

(i) 81 f(z) = {a(f)}fq,, wvell et si Uon pose pour uwn v > p: ¢(x)
= e, ol B = af? pour £ < et B =0 powr p<E<y, alors les
transformations f|E, {(BYCU,, et g¢|B, g(B)CTU,, sont simultanément
isomorphes ot Non.

C’est une conséquence immédiate de la définition de la relation <.

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant:

(T) Tout ensemble partiellement ordonné de puissance %, est semblable
& un sous-ensemble de U,,.
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La démonstration s’appuie sur les deux Lemmes qui vont suivre.
Pour les établir, on remarque d’abord que 1’espace Uﬂ,ﬂ est muni
des deux propriétés, P! et P%, mises en évidence par W. Sierpinski.

Pr. Soit Q C UB,”, 0 < Su. 8 Nu est un aleph régulier, il existe deua
éléments a, b e Uﬂ,ﬂ satisfaisant & la condition a < Q@ < b ().

PL. Soient Q1,0 C Us,, Q< Suy Qo< Su, Qu2Q,. Si 84 est un aleph
régulier, il exisie un ¢ e UE,H tel que @, <3¢ <Q,.

En effet, pour g = »+1, ces propriétés ont été démontrées dans [2],
p. 463-465; la démonstration est valable pour tout s, régulier (v. aussi
[1], p. 62).

Cela étant, on passe par induction transfinie aux énoncés:

Leave I. Soit @ C U, , Q < %u. Si 8u est un aleph régulier, il eaiste

deux ensembles A et B tels que: A, BC Uf,#, A=B-= Ry, A 20 < B.

L II. Soient @1, Q, C U, , 01 < Ruy Oy < N4, G120,
Si 8y est un aloph régulier, il existe un ensemble C tel gue:

9.=0=30,.

Le passage est immédiat. En effet, dans le cas de P4, posons ¢ = Cos
Q, = Q3 et soit 0 <9 < wu. Supposons les élements {e}r<y de Uf",ﬂ définis
de fagon & satisfaire aux conditions: ¢ # ey pour T#0, @ =26<68.
Alors, si 'on pose @F = {¢;};<, U @2, on voit d'aprés 7< s, que les con-
ditions initiales se reproduisent pour Q, et Q3. On en conclut qu’il existe
un ¢=cy,¢€ UE,F tel que @, < ¢, < @7, done @, < ;2 ¢, Comme ¢, # ¢, pour
M0 < wu, 7 #9 et comme @, =k, on apercoit que Pensemble O se
composant des éléments ¢, (3 < wu) vérifie la thése du Lemme II.

On établit le Lemme I en appliquant le méme raisonnement (deux
fois répété) & P

Démonstration du théoréme (T).

Cas 1. w, est un_nombre ordinal régulier. Soit v, le nombre ordinal
initial tel que w, = 5?,; et soient

CCU,,, C=nxu

0
1) Ua,,‘: Sy 81y eey Sy een (r < w,),
et
(2) Bty thyy ey Uyy e (< 04)

deux suites transfinies composées de tous les éléments (distincts) des
ensembles U‘,f,ﬂ et B respectivement.
Définissons une fonection fIE & Plaide du procédé induetif suivant.

(1) Ce qui ‘vent dire: zeQ > a<z<b. Les expressions analogues qu'on ren-
contre dans la suite s'interprétent de la méme manidre.

e ©
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Posons
3)
et soit 0 < n << ws. Supposons que les valeurs f(u,) e Uf,’,” soient définies
pour y <7 et que l'on ait f(u,) s f(us) pour y,d0<un, =6 et
ity @Us—>1 (1) 3 J(Us) pOUT ¥, 6 <.

Afin de définir la valeur f(u,), considérons le segment %y, %, ..., 4, de
la suite (2). Il n’y a que 4 cas qui soient & priori possibles:

1. On a non(usou,) et non(u,oeus;) pour 0 < 6 < #.

2. On a non(u,pus) pour 0 <6< n et il existe un y < 9 tel que
Uy QU -

3. On a non(uspu,) pour 0<L 6 << n et il existe un 9’ < 7 tel que
Uy O Uy -

4. On a, pour certains y', y" << u: Uy 0 Uy €6 U, Uy,

Désignons par {y’} et {p”'} les ensembles (non-vides) des indices
qui apparaissent dans le cas 4, par {u,} et {u,~} ceux des termes cor-
respondants. D’aprés les propriétés 1°-2° de o, {y'} et {y”'} sont disjoints
et remplissent la relation {p'}o{y'’}. Il s’ensuit, conformément & notre
hypothése sur les éléments f(u,):

(4) F{uyd) = 7 ({ur}) -

Cela étant, posons
(5) fluy) = s
olt s désigne un élément de U,‘iﬂ satisfaisant aux conditions:

(a;) dans le cas 1: s 5 j(u,)y<,, Qailleurs arbitraire;

(a,) dans le cas 2: § 7 f(uy)y<q, 8= f(u,) pour tout y tel que y <y,
Uy QU 5

(a;) dans le cas 3: 8 5= f(Uy)y<q, $ =2 f(u,y) pour tout y' tel que ' <y,
Uy QU

(a,) dans le cas 41 s % f(u,)p<n, F({0 1) 2831 ({2y}).

Comme l'un — et seulement un — des 4 cas envisagés se présente
toujours, la possibilité de définir la fonction (5) se réduit a celle de choisir
un se Uﬂu de fagon qu’il satisfasse & la condition correspondante (as)
(¢ =1,2,3,4). Or, comme 7 < 5,, un tel s existe. En effet, dans le cas 1
cela résulte de (1) et de I'inégalité wxu < Uff,u; dans les cas 2-3 c’est une
conséquence du Lemme I, dans le cas 4 — du Lemme II, rapproché de (4).

Pour préciser s, on peut prendre toujours le premier élément de (1)
satisfaisant aux conditions imposées par (aq).

Conformément & (a;)-(a,), on a f(us) # f(u,) pour y,8<n, y#4o
et u, gus—7(u,) 2 fus) pour y, s < 9.

On définit ainsi par induction, & l’aide des formules (3) et (5),
une transformation biunivoque de F dans US,H. Reste 4 montrer que
Uy 0%y entraine f(u,) < f(ty).

flag) = 8y
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Supposons le contraire. Il existe alors (vu (2)) au moins un couple
g, 4 A’6léments de B tels que wupous 6t non (F(ue) 2 f{us)). F|B étant
A valeurs distinctes, cela équivaut & limplication w;ous—>f(tg) & f(us).

Posons, pour de tels couples, 4 = max({,d) et soit 1 = 1, le plus
petit nombre ordinal qui puisse &tre obtenu de cette maniere. Ainsi, il
existe au moins un couple u,,, 4g, tel que: .

{6) Uy @ Uay > (th,) & f (Ugy)

{7) %y = max (&, eOF

et

(8) U pus—f (Ur) < f(us) pour &,9<ly.

8i A =49, la formule (8) devient: wu;ous—f(u;)<f(up) pour £,d <.
Comme f(ug) # f(us) pour £,d <, { # &, on apercoit alors que, pour
Tindice 5 = &,, toutes les conditions de la prémisse hypothétique de
notre définition inductive sont remplies. Par conséquent, la détermination
de la valeur f(u,,) s’effectue conformément & la discussion des 4 cas que
nous venons de distinquer. Or, comme g 0us, et, d’aprés (7), & < by,
on est soit dans le cas 2, soit dans le cas 4, ce qui donne, selon (a,)
respectivement (a,), f(us,) & f(ug,), contrairement & (6).

8i 4y = {5, un raisonnement analogue montre que ’on est soit dans
le cas 3, soit dans le cas 4, ce qui conduit en vertu de (a,)-(a,) & la méme
contradiction.

Le théoréme (T) est donec vrai en cas de wu‘régu]ier.

L’idée de cette démonstration provient de W. Sierpidski [2], p. 189.

Notons la propriété:

(i) Soient: w, < wy deus nombres initiaus réguliers, H = P, 0<y<
< wg} un ensemble partiellement ordonné, Hy = {p,: 0 < < wg}, ¢|H, une
Jonetion telle que g(Hy) C Uy, Hy~g(H,).

Alors, en appliquant la construction (2,)-(a,) & partir de Dy 0T Prolonge
gH,y & tout H de fagon qu'on aif: g(H)C Usyy Hg(H).

Cest une conséquence immédiate du procédé inductif que nous
venons de définir.

Cas 2. Le nombre wu n'est pas régulier.

wy est alors confinal avec un nombre ordinal < w,. Il s’ensuit qu'il
existe un nombre ordinal » < u et une suite d’ordinaux croissants
{a.}i<o, tels que lima, = u et lim ws, = wu, tous les W, pouvant étre

l—’m,

o,
supposés réguliers puisque, en cas contraire, on pourrait remplacer w,,
Par s, = g1 Sans avoir altéré la convergence.
T’ensemble E représenté sous la forme (2); posons B, = {u,: < g}
On a alors
{9) BE=JB, ECE pour (<x<am,.

<ay
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Désignons, d’une maniére générale Par fi|B, une transformation de
B, dans U, soit

(10) Iw) = {08 scan, (v € B, fiu) e US,),

et, lorsque f;|E, est défini, par fi1 B, pour = > ¢ la transformation

(11) Jiw) = (08%<uq,  (u e B, fiu) e US,)
ol
(12) B = o pour & < wa, b =0 pour &> ©g, -

Nous allons définir par induction un systéme de transformations
{f} satisfaisant aux conditions:

1* fi|B., B~ f(B,)CT°

wg,

. . 0 < < ).
2% filu) = fiu) pour u c B, (2 ( P <o)

Soit fo|B, une transformation isomorphe de E, dans U, : le nombre
wq, SUPPOsé régulier, une telle transformation existe en vertu du Cas 1
de ce théoréme. Définissons f,ﬁ]Eo conformément & (10)-(12) et posons
fi(w) = /5(4) uem,. En prolongeant, suivant ()-(ii), la fonetion f;|H, & tout
U= Uy, Oop S 1)< g, ON Obtient une transformation isomorphe fil8,
de By dans U,,.
. D’une fagon analogue, posons folu) = filu) luem, €t prolongeons
518, & tout % e K, de sorte que ]‘ﬁ]E2 soit une transformation isomorphe
de E, dans U,‘f,aa. Cela est encore possible pour les mémes raisons que
précédemment; on vérifie de suite Pégalité fo(u) = f3(u) ez, -

On a ainsi défini les 7 de fagon & satisfaire aux conditions 1%.2*
pour 0 <o << << 2.

Soit maintenant 2 < 1 < w, et supposons que les transformations
[0 satisfaisant & 1*-2* soient définies pour 0 <& <% < 4; il est & montrer
que la définition se laisse étendre aux indices 0 < e < % << A

Lorsque 4 = (4—1)-+1, la démonstration ne différe pas dans D’idée,
de celle que nous venons d’exposer pour A = 2.

Supposons done 1 de seconde espéce. Posons dans ce cas

(13) fiw) = fi)uem, DOUr 0 <i<n<i.

D’aprés (9), qui entraine ;= J B, , la formule (13) définit 1B, de
<2

fagon univoque. En effet, on a par hypothése fi(u) = fi(u)|ues, pour

(*) Notation plus commode: FHw) = g(u) |ueE,; nous nous en servirons dans la
suite. T
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# <2, ot en vertu de (10)-(12): fi(u) :f,’;(u)[,,sEl. Dautre part,
étant le premier indice pour lequel we B, on a f{(u) = ]‘fn(u)]uelgm, Qo
1) = fo() uem,, done fiu) = 74(w) e, .

On a ainsi: fi(w) = fiu)|uen,, fAB)CUS,. Puis, comme J(B)~ B,
on a en vertu de (i): f{%,) ~ B,, donc fi(E,) 2B, d’ot By~ fiH,) C Us,.

La condition 1* subsiste done pour := 1 et l’on voit qu’il en est
de méme de 2* pour » = 1. Cela vérifie 1*-2* pour 0 < < < A

Le systéme {f/} est ainsi défini par induction.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du Cas 2.
fJ|B, représenté dans la forme (10), soit

Fou () = {c?”};«.,” ot ¢ =af powr ¢< o,
et =0 pour o, K E<awu; uelkl.
Posons
(14) Flu) =fa(w)uen, pour 0<i<n<w,.

On conclut de 2* que 7 (u) = 72 (u) luem, POUT & < %, oW il Sensuit
en vertu de (9) que la formule (14) définit fIE de fagon univoque; puis,
on a évidemment f(E) C Uﬁ',ﬂ. Selon (i) et (14), il est, vu 1* et 1a définition
du symbole fi#: f(B)~E, pour 0 <. < @,y d’on il vient d’aprés (9):
F(E)~ B.

Cela établit le Cas 2.

Le théoréme (T) est entiérement démontrs.

Considérons les deux théorémes:

(T1) Si su est un aleph régulier, ensemble Uﬂy contient une image
semblable de tout ensemble ordonné de PULSSANCE Ny (Hausdorff—Sierpiﬁski,
V- [2], p. 463-465 (U, = H.,)).

(To) E étant un ensemble partiellement ordonné par la relation o,
il existe une relation o qui établit un ordre dans E et qui satisfast & la con-
dition. zoy —>xay (B. Marczewski, [3], p. 387).

Le théoréme (T) implique évidemment; (T,). Or il implique aussi (Ty).
En’eﬂet, posons § = f(E). La relation < s, induite dans § par -3,y établit
un ordre; alors, en définissant powr z,y e B: woy~f(x)<sf(y), on obtient
une relation o vérifiant les conditions de (Ty).

Réciproquement, les théordmes (Ty) et (T,) dans leur ensemble
entrainent, moyennant le Cas 1, le théordme (T).

Nous avons ainsi démontré:

Le théoréme (T) est équivalent & 1o conjonction logique des théorémes
(Ty) et (Ty).

icm®
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