Zur Theorie der linearen Dimension

von

S. BANACH und S. MAZUR (Lwéw).

Zwei lineare normierte Réume X und Y heiflen isornorph,
wenn es eine additive homdomorphe (kurz: isomorphe) Abbil-
dung von X auf ¥ gibt; wir sagen, dafl die Riume X und Y
von gleicher linearer Dimension sind, wenn jeder von ihnen mit
einem linearen Teile des anderen isomorph ist. Sind also die
Riume X und Y isomorph, so sind sie auch von gleicher linearer
Dimension; die Umkehrung davon gilt nicht allgemein; man hat
nur als X den Hilbertschen Raum (/%) und als ¥ den aus allen
Punkten yz{nn}e(lz) derart, daf} 7, =0 fiir fast alle nist, be-
stehenden Raum zu wihlen. Das Hauptergebnis des Folgenden
ist ein Beispiel von zwei separablen, linearen, normierten und
vollstindigen Réumen d. h. von zwei separablen R#umen
vom Typus (B), die von g¢leicher linearer Dimension, dabei aber
nicht isomorph sind *). Zuerst untersuchen wir den Raum (/) der
Funktionen von endlicher Variation®) .und beweisen insbesondere,
daf} jede lineare separable Menge in diesem Raume mit einer
linearen Menge im Raume (L) der integrierbaren Funktionen dquiva-
lent ist; dabei nennen wir zwei lineare normierte Raume X und ¥
dquivalent, wenn es eine additive, die Norm erhaltende (kurz:
aquivalente) Abbildung von X auf Y gibt3). Dieser Satz erlaubt

') Die Frage, ob es Raume dieser Art gibt, hat Herr Banach aufge-
worfen: S. Banach, Théorie des opérations linéuires, Warszawa, 1932
p. 193—194.

%) Dieser Raum wurde schon von Herrn H. Hahu betrachtet: H. Hahn,
Uber Folgen linearer Operationen, Mh. Math. Phys, 32 (1922) p. 1—88, insb.
p 74—8L.

3) Ist U(x) eine Aquivalente Abbildung von X auf Y, so ist sie jsometrisch
und U (0)=0; aber auch umgekehrt: S, Mazur et S. Ulam, Sur les transfor-
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u. a. das vorhin erwihnte Beispiel anzugeben; iibrigens sind
vielleicht einige Folgerungen davon nicht nur vom Standpunkt
der Theorie der Operationen von Interesse. Bezeichnet man fiir
eine in einem Intervalle <a,b> definierte reelle Funktion x (#) mit
V: [x] die Variation von x(f) in <a,b>, so lautet eine dieser
Folgerungen: Ist {x (f)} eine Folge von in <a, b> erklirten
reellen Funktionen und Vi [x, +x, tootx, JKN bei jedem
System verschiedener Indexe lnl, "2"-'"1<’ mit konstantem £V,
so ist lim Vﬁ [x,]==04).

n~—r o0

1. Zuerst mdgen einige Eigenschaften des Raumes (V) be-
wiesen werden. Dieser Raum besteht aus allen in <0,1> defi-
nierten reellen Funktionen x(f), die von endlicher Variation in
diesem Intervalle sind — die Verkniipfungen erkliren wir wie

iiblich und fiihren die Normierung ein: |x|=|x(0)|+V} [x];
man erkennt leicht, da} er vom Typus (B) ist.

Offenbar gilt: Ist x,e (V) (n=1,2,...), x; € (V) und lim||x, —x,[| = 0,

so konvergiert die Folge der Funktionen {x, (#)} gleichmﬁﬁ?g in <0,1> gegen
die Funktion x,(£). Daraus folgt, daff der aus allen jenen Funktionen gebildete
(lineare) Teil von (V), die in jedem Punkte einer gegebenen Punktmenge aus
< 0,1 > stetig sind, abgeschlossen ist. Es wird ferner Gebrauch gemacht von
der Bemerkung, daff die in << 0,1 absolut stetigen reellen Funktionen auch
eine in (V) abgeschlossene (lineare) Menge bilden.

Der Raum (V) ist nicht separabel, umsomehr ist ersichtlich jede in ihm
gelegene' Menge von der Michtigkeit < ¢ nirgendsdicht; dabei besitzt die
Menge der Punkte des Raumes (V') nur die Machtigkeit c.

1. Jede lineare separable Menge im Raume (V) ist mit einer
linearen Menge im Raume (L) dquivalent.

Beweis. Wir merken uns zuerst: Ist xe(V), o(i) die
Funktion der Spriinge von x(£), so ist oe(/) und, T=x—0

mations isométriques d'espaces vectoriels normés, C. R. Acad. Sci, Paris 194
(1932) p. 946-948. Vgl. L. ¢c.!), p. 166 ~168. Eine dquivalente Abbildung von
X auf Y ist offenbar isomorph.

%) Die wichtigsten Resultate dieser Arbeit wurden in der Note: 5. Ba-
nach et S. Mazur, Sur la dimension lindaire des espaces fonctionnels,
C.R. Acad. Sci. Paris 196 (1933) p. 86—88, ohne Beweise angegeben. Wegen
Terminologie und Bezcichnungen s. das unter ') zitierte Buch. Mit <a,b>
bzw. (a, b) bezeichnon wir stets die Menge der Zahlen, die den Bedingungen
a4 b baw, a < ¢ < b geniigen.
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gesetzt, 7(f) stetig in <0,1>, [x|==|o|+|«|; die Abbildung
S (x) =0, also auch 7T'(x)==v, ist additiv.
Sei nun X ein linearer separabler Teil von (V) und die

in X; sei ferner 7,=7(x,). Sind die a, positive Zahlen, fiir die

2a, V}J [z,] mit einer Summe 1—a <1 konvergiert, so ist die

n=1 gg ) ]

Reihe 2'a,Vi[z] in <0,1> gleichmiBig konvergent und, da
n=I1

jede Funktion V[ ] in diesem Intervalle stetig ist, so ist es

auch ¢(s)=as+23'a V,[+]; dabei wichst ¢(s) stets und
=1

¢ (0)==0, ¢(1)==1. Bezeichnet man mit ¢/ (#) die zu ¢ (s) inverse

Funktion, so ist ebenso (/) stets wachsend und y(0) = ()

y(1)=1. :

Wir wollen uns jetzt iiberzeugen, daB fir xe(V), = e T (),
die Funktion ¢(#)==%(¥ (%)) in <0,1> absolut stetig ist. Zum
Beweise sei 0t/ <t" <1, s' ==y, s =y (") und
0, =7 _(w({#)), wo m ein beliebiger Index ist. Da s’ <",
so ist g, (") — o, ) |=]7, (") =5, () <VIIL];  aus

o0

P(G") =9 )=a(s"— s+ a, Vii’ [#] folgt aber ¢(s”)—
n==1

r(s)>a, V], d h VS v ]<a, g (") —¢(s"], also zu-

folge @ (s")==t', ¢(s")==t", erhilt man 10, ") —o, (t)]<

fz;l(i"——t’); 0,,() geniigt der Lipschitzschen Bedingung und

ist somit absolut stetig. Laut Voraussetzung gibt es eine Indizes-

folge {n,} so, daB ggnw|]xnk—xl|x0, also klim‘ I %, —v]=0 und

mithin auch ersichtlich klim ||9nk—(JJ|——=O; weil nach dem Voran-

gehenden die 0, () absolut stetig sind, so besitzt ¢(#) dieselbe Ei-
genschaft. :

Jede der Funktionen x,(#) hat héchstens abzihlbar viele
Unstetigkeitspunkte; folglich gibt es in <0,1> eine abzihlbare
Menge Z derart, daB in jedem Punkte der Menge < 0,1>— 2
samtliche x, (f) stetig sind. Weil dabei die Elemente x in X dicht
liegen, so ist sogar jede der Menge X angehorende ,Il:’unktion in

den Punkten te «0,1>— 2 stetig. Wir ordnen nun die Punkte
von Z in eine Folge {t |

ni*
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Sei xe X, v==T(x) und ¢(f) == (y (). Die Funktion w () =
0(44) ist in<0,2> absolut stetig; sie besitzt also in den Punkten
einer Menge A C< 0,71;> mit dem Mafe  eine endliche Ablei-
tung; setzt man dabei y () =o' ()) fir fe 4,=0 fiir #¢<O0, —‘11— >
— A4, so ist die so in < 0,%> erklirte Funktion‘in’tegrierbar und

1/4

1
[1v®1a=v3a)
J ol

Wir dehnen jetzt die Definition von y(f) auf das ganze Intervall
<.0,1:- aus durch die Festsetzung: . ‘
g =4w0) fir ; <t<L3, =2"" [x () —x (¢, —0)] fir

1 —

:z'g;}':|i‘f<l"f§1—55',;1‘"@’=22"+3[X(f,,+0)—X('-‘,,)] fir 1—
1 e 1 -
ég”;‘:‘{‘;g <t=i1 -—“"2*72;1@ , =0 fiir =1 5),
Die auf diese Weise in . <0,1> definierte Funktion g (?) ist
integrierbar, also ye(L),und|yll=] x| Denn es ist
‘ 1 14 ,
Io1=[19@ldi=[15 O+ 1)+ 1) (-0
0 O i n=l
|+ x( +0)~x(t)]]; ausfy(f)1dz=V§[w]=V;[@]=V;[z]

174

folgt 1y (8)ldt-+|v(O)|=]<;

) .
;mdererseits, da alle Unstetigkeitspunkte von x(?) unter
den ¢, vorkommen, ist — wie bekannt —
0 1 .
Dx)—xt,—0)|+]x(+0 — x@)[1=Vold, d.h.=[al,

n==1

Ordnen wir nun jedem xe X das Element ye (L) zu, so ist
dadurch offenbar eine additive Abbildung von X auf einen line-
aren Teil des Raumes (L) definiert; da sie auBerdem, wie wir
gezeigt haben, die Norm erhilt, ist sie dquivalent; damit ist aber
die Bebauptung bewiesen.

Aus dem obigen ,Satze ergibt sich sofort: Jede separable Menge im
Raume (V) ist mit einer Menge im Reaume (L) isometrisch. Es bilden nimlich

5 Iat £, == O bzw. 1, so ist unter x (f,— 0) bzw.-x (¢, 0) einfach x (¢,) zu

verstehen.
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die linearen Kombinationen der Elemente aus einer separablen Menge stets eine
zugleich lineare wie auch separable Menge. ‘ .
In Ergénzung von 1 zeigen wir: Der Raum (L) ist mit einer linearen
Menge im Raume (V) dquivalent. In der Tat sei x€ (L) und setzen wir y (f) =
¢

Sx(s) dsin <0,1>; dann ist y(f) absolut stetig, also y € (I'), und
b 1
Iyl = § 1x (s) | ds =]l
0
so erhalten wir eine Aquivalente Abbildumy U (x) =y von (L) auf eine lincare
Menge im Raume (V). Die Bildmenge von (L) besteht iibrigens aus allen in
< 0,1> absolut stetigen Funktionen y (¢} mit y (0) = 0.
Sei X ein linearer und normierter Raum. Ist die lineare Menge

X, CX abgeschlossen, so ist sie schon schwachabgeschlossen ");,
daraus folgt unmittelbar, dal wenn der Raum X schwachvollsténdig
ist, so ist es auch jede in ihm gelegene lineare abgeschlossene
Menge. Umgekehrt, ist nur jede im Raume X gelegene lineare,
abgeschlossene und separable Menge schwachvollstindig, so be-
sitzt diese Eigenschaft der Raum X .selbst. (In der Tat sei
x,€X (n=1,2,...) und die Folge {x,} schwachkonvergent; es
‘bezeichne X die abgeschlossene Hiille der Menge, die aus allen
linearen Kombinationen der Elemente x, besteht. Als lineare,
abgeschlossene und separable Menge ist sodann X, schwachvoll-
standig, also konvergiert die Folge {x,} gegen ein Element x,¢ X,
schwach). Sei weiter U/(x) eine lineare Abbildung von X auf
einen linearen normierten Raum Y; ist x e X (n==1,2,...)und

die Folge {x,} (gegen x,€X,) schwachkonvergent,so ist die Folge .

{U(x,)} (gegen U(x,)) schwachkonvergent. Infolgedessen gilt:

Ist der Raum X schwachvollstindig, so ist es auch jeder
mit X isomorphe (insbesondere also dquivalente) Raum Y.

Unter Beriicksichtigung der obigen einfachen Tatsachen
folgern wir aus 1, da der Raum (L) schwachvollstindig ist?),
den Satz ‘

2. Der Raum (V) ist schwachvollstindig.

Hierin ist enthalten, dafi der zum Raume (C) der stetigen
Funktionen konjugierte Raum (C) auch schwachvollstindig ist,
weil er mit einer linearen Menge in (V) dquivalent ist. In der Tat,
es bestehe die lineare Menge Y(; (V) aus allen denjenigen Funktio-

%) L e 1), p. 134; vgl. auch: S. Mazur, Uber konvexe Mengen in linearen

normierten Raumen, Stud. Math. 4 (1933) p. 70—84, insh. p. 80.
D1 e ), p. 141—142.
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nen y (#), die in (0,1) rechtsseitig stetig sind und der Bedingung

y(0)==0 geniigen. Sei F'(x) ein lineares Funktional in (C). Nach

einem Satze von Herrn F. RiEsz gibt es einen und nur einen
1

Punkt yeY, so daB F(x)= | x({)dy () fir xe (C); dabeiist |F|=

U
|y, und die Menge aller den F¢ (C) auf diese Weise zugeordneten
yeY mit ¥ identisch¥). Diese Zuordnung stellt also eine #quiva-
lente Abbildung von (C) auf Y dar.
Eine Verschirfung des letzten Resultates liefert der Satz

3. Der Raum (C) ist mit dem Raume (V) dquivalent.
Beweis. Es bleibt uns noch iibrig zu beweisen: Der Raum
(V) ist mit der Menge Y dquivalent. Sei xe¢ (), 0(?) die Funktion
der Spriinge von x(f), 2= x— 0¢; nehmen wir ferner an, daf die
abzéhlbare Menge der Punkte ¢ (n=1,2,...) aus (0,1) alle in
(0,1) liegenden Unstetigkeitspunkte von x(f) enthilt. Wir defi-
nieren die Punktion 0%(#) in <0,1> durch:
0*(0)==0; o*@)=[x(4+0)—xO]+2 [x()— x{E, — 0)] fir
tn‘\:2t

0<t< 55 0* () =0*(3 =0+ (D - x(1-0)); o*(d=0*(7) +

Dlxt 4+ 0)—x(t)] fir o <1<1; 0*(1)=0*(1—0) + (0,

byl t—1
Setzt man noch
() = () —7(0), y()=0*()+e*(@ in <0,1>,

so ist — was ohne Schwierigkeit folgt — yeY und ¢*(¥) bildet
die Funktion der Spriinge von y (#); mithin gilt [y |=][¢*|+]z*,
und da '
Jo* =V [0~V a1+ £(0) | =[ol-+=(Q) ], | ] =V} Bl=] e |=(O)},
so ist |y =|¢|+]%|=]x|. Ordnen wir nun jedem xe(V) das
oben erklirte yeY zu, so ist dadurch eine #quivalente Abbildung
von (V) auf einen linearen Teil von Y gegeben; wir iberlassen

8) F, Riesz, Sur les opérations fonctionnelles linéaires, C.R. Acad. Sci.
Paris 149 (1909) p. 974—977. Vgl. hierzu L. c.?), p.59—61. Man erhilt eine den
geforderten Bedingungen geniigende Funktion y (#) folgenderweise: wir erwei-
tern das Funktional F'(x), ohne seine Norm zu &ndern, zu einem im Raume (M)
der mefibaren beschriinkten Funktionen definierten linearen Funktional und
setzen: y () ==F(x,), wo x,(s)==1 fir 0<Cs <, 0< t<<1; x,(s) =0 fiir
t<sl, 0ty x, (s)==0 fiir 0 Ts 1.
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dem Leser den einfachen Beweis, daff dabei die Bildmenge von
(V) aus allen Punkten von Y besteht. :

Bemerken wir noch, daf8 ebenso leicht folgt: Ist (V) der aus allen jenen
Funktionen x () gebildete lineare Teil von (V), fiir die x(0)==0, so ist (1)) mit
(V) dquivalent.

2. Es wird ]etzt gezeigt, daf} es separable Rdume vom Typus
(B) gibt, die von gleicher linearer Dimension, nicht aber isomorph
sind. Zu diesem Zwecke sei Y, ein separabler Raum vom Typus

(B), mit der Eigenschaft, dafl der zu ihm konjugierte Raum Y}) nicht
schwachvollstindig ist; das nichstliegende Beispiel ist der Raum (/)
der absolut konvergenten Reihen, fiir den (/) mit dem Raume (m)
der beschrinkten Folgen dquivalent ist. Wir hehaupten nun, dafl
die Riume (C) und (C) XY, das Verlangte leisten. Sind X, ¥
lineare, normierte Riume, so bezeichnet dabei XX Y den linearen
normierten Raum, zu dem die Menge aller geordneten Paare (x, y),
mit xe X, yeY, wird, wenn man die Verkniipfungen und die Nor-
mierung folgenderart definiert (x, x',x"e¢X; y,y,y”eY; ¢ eine
reelle Zahl): (', y) + (", g") ="+ X", y' -+ y"), t{x,y)==({x,ty),
1) |= (C) ist trivialerweise mit dem linearen,
aus den Elementen (x, 0), mit xe(C), bestehenden Teile von
(C) XY, dquivalent; anderseits ist, nach einem von uns bewiese-
nen Satze, jeder lineare, normierte und separable Raum — insbe-
sondere also (C) XY, — mit einem linearen Teile von (C) iqui-
valent®). Bleibt noch zu beweisen, daf} (C) und (C) XY nicht
isomorph sind; anderenfalls wiren die zu ihnen konjugierten

Riume (C) und (CYXY,, mithin auch (C) und (C)XY(,, iso-

morph 19). (C) ist nun schwachvollstindig, ¥, dagegen nach An-

nahme, und somit auch (C)X YO, nicht; folghch kann (C))\Y mit
keinem linearen Teile von (C) isomorph sein.

Sind X, Y lineare, normierte Riume, so sagen wir, dafl X
von kleinerer (bzw. gréferer) linearer Dimension als Y ist, wenn X
(bzw. Y) mit einem linearen Teile von Y (bzw. X), dabei aber ¥
(bzw. X) mit keinem vom X (bzw. Y) 1somorph ist. Bei dieser
Ausdrucksweise gilt also

% L e 1), p. 185—187.

1%) Sind die linearen, normierten Riume X und Y isomorph (bezw. fiqui-
valent), so sind es auch Xund 75 L oc 1Y), p. 188, AuBerdem ist stets X . ¥
mit XX ¥ isomorph; L c. 1), p. 192.
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4,1. Die Riume (C) und (C)X(l) sind won gleicher linearer
Dimension; (C) ist von kleinerer linearer Dimension als (CYX(1).
Betrachten wir nun die Riume (/) und (L). (/) ist mit einem
linearen Teile von (L) dquivalent; um dies einzusehen, geniigt es
jedem x*%), $,€() das auf folgende Weise erklirte ye(L) zu-

nz=1
zuordnen:

Il'- 1
y () =2"§, fiir 1—~-,—;_—1<t<1-—~—;—n (n=1, 2,...), y(1) = O.

(L) kann dabei mit keiner linearen Menge im Raume (/) iso-
morph sein; in der Tat, in (/) ist jede schwachkonvergente

Punktfolge schon konvergent, im Riume (L) dagegen findet das,

wie bekannt, nicht statt!!). Der Raum (/) ist demnach von klei-
nerer linearer Dimension als (L). Die zu den Réumen (/) und (L)
konjugierten Raume sind mit den Raumen (m) und (M) iquiva-
lent. (m) ist mit einem linearen Teile von (M) Hquivalent; es ge-
niigt wieder jedem x==(§ }e(m) das folgenderweise definierte

" y& (M) zuzuordpen:

y@)y==§ fiir 1— Li1l— —“ (n=1,2,..), y(1)=0

2,1-1
Es gilt weiter der Satz

a) Ist X ein linearer, normierter und separabler Raum, so
ist X wie auch X mit einem linearen Teile von (m) dquivalent. —
Erstens: Wir greifen aus der Menge A der linearen in X erklirten
Funktionale mit der Norm «{ 1 eine abzéhlbare Menge der Funktio-
nale F (x) (n==1,2,...) heraus, die schwachdicht in # ist, und
ordnen dann jedem xeX das folgenderweise erklirte y = {n_} ¢ (m)
zus == F (x) (n==1,2,...) **). Man erhilt so eine dquivalente Abbil-
dung von X auf einen linearen Teil von (m). Zweitens: Wir nehmen
eine abzihlbare Menge der Elemente x (n==1,2,...) aus der
Einheitskugel X von X, die dicht in K ist, und ordnen nun
jedem in X erklirten linearen Funktional F(x) das so definierte
g=={n,}e(m) zu: n, == F(x) (n==1, 2,...). Diese Zuordnung ist
auch eine dquivalente Abbildung von X auf einem linearen Teil
van (m).

Aus a) folgt jetzt ohne weiteres:

1) ], e 1), p. 137-139.
) Loe 1), p. 124, th, 4.



108 S. Banach — S. Mazur.

4,2. Der Raum (l) ist won kleinerer linearer Dimension als
(L); (0) und (L) sind von gleicher linearer Dimension.

Analog beweist man, bei Beachtung dessen, daf} (C) schwach-
vollstindig ist, den Satz

4,3. Der Raum (l) ist von kleinerer linearer Dimension als
(C); () ist von griferer linearer Dimension als (C).

‘Die Sitze 4,1 —4,3 zeigen, daB es im Allgemeinen keine
Beziehungen zwischen den linearen Dimensionen zweier separabler
Réume X, Y vom Typus (B) und den der zu ihnen konjugierten
Riume X, ¥ gibt.

Wie aus den Beweisen folgt, konnen die Siitze 4,1 ~- 4,3 noch etwas
verschirft werden. Man kann z.B. den Satz 4,1 durch den folgenden ersetzen:

4,1* Jeder der Riume (C), (C) () ist mit einem linearen Teile des anderen

dquivalent, (C) ist es mit einem linearen Teile von (C) 3 (1), (C) 3¢ (¢ ist mit

keinem linearen Teile von (C) isomorph.

3. Wir bringen jetzt einige Anwendungen des Satzes 2 auf
die Theorie der reellen Funktionen. Sei X ein schwachvoll-
stindiger Raum vom Typus (B). Ist x,¢X (n==1,2,...) und
]]x"’—l-xnz—!—...—l-xnkﬂgN fir beliebige verschiedene Indizes n,,

Ny, ..., mit konstantem NV, so ist, nach einem Satze von Herrn
W. Orucz, lim x,=01%). Wegen 2 folgt daraus insbesondere

n-— oo

5. Ist {x,(¥)} eine Folge won in.<a,b> erklirten reellen
Funktionen und Vi [x, +x, +...+ xnk’] <N bei jedem System
verschiedener Indexe ny, n,,... n,, mit konstaniem N, so ist
lim V'[x ]=0.
n—>w

Wir kénnen ja ohne weiteres annehmen: ¢ =0, b==1, x,(0)==0
(n=1,2,...). Dann ist stets x_e(//) und i x, tx, +... -]-xnk”-s;]\/
fir beliebige verschiedene Indizes n,, ng,... n,; aus dem oben
zitierten Satze entnehmen wir somit lim x, ==0.

. ... . - 0o
Wir bendtigen weiter den Hilfssatz

_b) Sei X ein linearer, normierter Raum, mit der Eigenschafl,

daf8 X schwachvollstindig ist. Wenn {F (x)} eine Folge won line-

o
%) Dann ist sogar die Reihe 2/x, unbedingt konvergent; ist umgekehrt
n==1
diese Reihe unbedingt konvergent, so gibt es eine Konstante &, so daf
2, -y, e —l—xnk [ <AV fiir beliebige verschiedene Indizes n,, n,,... ny:
W. Orlicz, Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen 11, Stud, Mat, 1
(1928) p. 241255, insh. p. 244—247. Vgl. L. . 1), p, 240241,
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aren in X erklirten Funktionalen ist und die Reihe X F, (x) fiir
n==1

jedes xe X absolul konvergiert, so ist lim ||F |=0%4). — Wir

setzen F (x)==F (x) fir m<n,=0 fir m>n und U, (x)=

{F (0} "(,:n, n==1,2,...; xeX). Die so in X erklirten Ope-
rationen U (x) sind linear, wenn man sie als Operationen mit
den dem Raume (/) angehdrenden Werten betrachtet. Da dabei
die Folge {U,(x)} im Raume X konvergiert, gibt es eine Kon-

stante NN, so daBl |U (x)[|<N fir |x|<1 (n=1,2,...), also
auch 2| F (x)| <N fiir x| <1. Fiir beliebige verschiedene In-

nz=l
dizes ny, ng,... ny, ist somit | F, (x)+ F"a(x)+°"+Fnk(x)i</\/
fir Hx” "'f‘;:.;.]- und also I|E‘1’|“ F"Q+...+F"k”<jv; wegen der

Schwachvollstindigkeit von X ergibt sich daraus 1imm | F.|==0,

w. z. b. w. A
Unter Berufung auf b) folgt leicht

6. Sei {y, ()} eine Folge won in <a,b> erkldrten reellen
Funklionen won endlicher Variation in diesem Intervalle und ohne
Gufere Sprungstellen's). Ist fiir jede in <a,b> erklirte reelle

b

2]

stetige Funktion x (f) die Reihe 3 f x(#) dy, () absolut konvergent, so
"=1n
ist lim V,[y,]-=0.

Beweis. Es geniigt dies wieder fir a= 0, =1 nachzu-
1

weisen. Sei F, (x) *-f‘:«-/x (f)dy, () fir xe(C) (n=1,2,...). Der
. J )
Raum (C) ist schwachvollstindig und die Reihe > F (x) im

n=1

o —_ . .
1) Dann ist auch die Reihe X Fn im Raume X unbedingt konwergent;

n==

@0
umgekebrt folgt aus der letzten Tatsache, daB die Relhen:f;l (x) fir jedes

+ € X absolut konvergiert. _ ) )
1) Jot y (£) eine in -la, b erklirte reelle Funktion von endlicher Va

riation in diesem Intervalle, so nennen wir jeden Punkt f, von < a,b >t, in dem
nicht lim g () <y (&) <7 lim g (¢) ist, eine HuBere Sprungstelle ven y (f).
) ey
Lxly



110 S. Banach — S. Mazur.

o,

und, da stets HFHH:::Vé[yn], so ist damit der Beweis be-
endet 19),

Raume (C) absolut konvergent; wegen b) gilt also lim | F,

4. Seien X, Y lineare, normierte Riume und es bezeichne X,
eine lineare Teilmenge von X. Ist U (x) cine lincare Abbildung
von X, auf einen linearen Teil von ¥, so heiffit jede lineare Ab-
bildung U(x) von X auf einen linearen Teil von Y, fir die
U(x)= U, (x) bei xeX, ist, eine lineare Erweiterung von U, auf X.

Ist ¥ ein 1-dimensionaler Raum oder, was auf dassclbe hinauskommt,

Uy (x) ein lineares Funktional, so gibt es bekanntlich eine lineare Erweiterung
von U auf X, dabei sogar eine mit derselben Norm. Demnach gibt es stets cine
lineare Erweiterung von U, auf X, wenn nur X ein endlichviel-dimensionaler
Raum ist; denn bilden yi, gy, ... y, eine Basis in Y, so ist Uj (v) = J} () gt
Fyx)gs -+ ... + F, (x)y, fir x€X,, wo F, F,, .., F, lineare Funktionale
in X, bezeichnen. Hingegen : daraus, daB ¥ ein n-dimensionaler Raum mit n o2
ist, folgt nicht die Existenz einer linearen Erweiterung von U, auf X mit der
selben Norm. In der Tat, betrachten wir im (n - 1) - dimensionalen euklidischen
Raume einen konvexen beschriinkten Kérper K mit 0 als Mittelpunkt, und selzen
wir voraus, daff es eine durch 0 gehende Hyperebene H gibt, mit der Eigen-
schaft, dafl keine parallele Projektion von K in H mit dem Durchschnitt L von
. K und H ibereinstimmt. Mit X bezeichnen wir den durch X bestimmten
(n—1) - dimensionalen Minkowskischen Raum, mit ¥ den durch 7 bhestimmten
n-dimensionalen Minkowskischen Raum; als Xy wihlen wir H und selzen
Uy (x) = x fiir x € X;. Ist schlieBlich ¥ ein unendlichviel-dimensionaler Raum, so
gibt es im allgemeinen keine lineare Erweiterung von Uy auf X. Sei nimlich X,
dieht in X, X, + X und wihlen wir als den Raum Y die lineare Menge X;;

setzt man U (x) = x fir x€ X,, so gibt es offenbur keine lineare Frweiterung
von U, auf X.

Wir werden nun zeigen daf es im allgemeinen, sogar in dem
Falle, wo X, Y separable Riume von Typus (B) sind, keine
lineare Erweiterung von U, auf X gibt17),

Sind X, Y lineare und normierte Riume, so s;a\gen wir, daf
Y ein lineares Bild von X ist, wenn es eine lineare Abbildung

1 .
) Sei y € (V) und F(x) = f x(2)dy (1) fir x€(C). Damit die Norm des
0
Funktionals F(x) gleich Vé[y] sei, ist notwendig und hinreichend, daf die
Funktion y () keine HuBere Sprungstellen besitze. Vgl die unter ¥ uitierte
Note des Herrn F. Riesz.
'} Dies bildet die Antwort auf eine

von Herrn B ] :
Frage: L. c. 1), p. 234, p anach gestellte
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von X auf ¥ gibt. Aus bekanten Sitzen iiber lineare Gleichun-
gen folgt sofort1%): B

c) Ist Y ein lineares Bild von X, so ist Y mif einem linearen
Teile won X isomorph.

d) Ist X mit einem linearen Teile won Y isomorph, so ist X ein
lineares Bild won Y.

Sei ¥, ein separabler Raum vom Typus (B), mit der Eigen-
schaft, dafl Y, nicht schwachvollstindig ist. Dann ist Y, kein
lineares Bild von (C); dies ergibt sich wegen der Schwachvoll-
stindigkeit von (C) unmittelbar aus ¢). Es bezeichne X, eine
mit Y, isomorphe lineare Menge im Raume (C) und setzen wir
Up(x)—x fiir xe Xy; als Y wihlen wir X;. X, Y sind separable
Raume vom Typus (B) und U, (x) bildet die lineare Menge X, C X
aul Y linear ab; es gibt dabei keine lineare Erweiterung von U,
auf X. Anderenfalls wére namlich X,, mithin auch Y;, ein lineares
Bild von (C), was gegen die Voraussetzung verstsBt 9).

Aus d) folgt noch eine interessante Eigenschaft des Rau-
mes (V). Wir gehen von der folgenden Bemerkung aus:

e) Jeder lineare, normierte und separable Raum Y ist ein
lineares Bild von (). — Sei die abzihlbare Menge der Punkte
y, (n==1,2,...) aus der Einheitskugel X von Y dicht in K; fir

o0

w o . . .
xe== 3 e(l) setzen wir U(x)==_3'§ y,. Die Abbildung U(x)
el n=1
von (/) auf einen linearen Teil von Y ist linear; aus einem Satze
von Herrn J. Scuauber folgt unmittelbar, dafl die Bildmenge
von (/) mit Y identisch ist20),
Jetzt kdnnen wir den Satz beweisen:

7. Ist Y ein linearer, normierter und separabler Raum, so ist

) 1 e Y), p. 148, th. 4 und th. 3. .

1) Der Umstand, daf es in (C) lineare abgeschlossene Mengen gibt, welche
keine linearen Bilder von (C) sind, hat zur Folge: vonden Le. ), p. 244—245,
angegebenen isomorphen Eigenschaften stehen dem RaulTle (C) (mit}}in auch
dem mit (C) insomorphen Raume (C”) der p-fach stetig dlfferen?.lerl_a_aren
Funktionen) die mit 7, 8 und 9 bezeichneten nicht zu. Folgllich weisen dl&? Riume
(m) und (M) die Eigenschalt 7 nicht auf; dabei ist die Etlgenschaft 7 nicht nur
isomorph sondern sogur dimensional, denn besitzt sie’ ein Raum X, so bezitat
ste auch jede lineare, abgeschlossene Teilmenge von X . '

%) J. Sehauder, Uber die Umkehrung linearer, stetiger Funktionalope-
rationen, Stod, Math, 2 (1930) p. 1--6, insb. p. 3—5.
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Beweis. DaY mit einem linearen Teile von (C) isomorph —
sogar #quivalent — ist, so ist wegen d) der Raum Y ein lineares
Bild von (C); nach dem Satze 3 ist mithin Y ein lineares Bild von
(V). Beriicksichtigt man noch ), so ist nun mehr zu zeigen:
({) ist ein lineares Bild von (/). Zum Beweise ordnen wir jedem

x € (V) das durch die Formeln n, =x (-}l—) —x (-}z— — 0) (n==1,2,..)
definierte y={7,}€ (/) zu; dadurch ist eine lineare Abbildung
von (V) auf (I) gegeben.

(Regu par la Rédaction le 1. 9 1933).

Sur les groupes linéaires bornés (1)
par

H. AUERBACH (Lwéw).

Introduction.

La matrice d’une substitution linéaire

n
’ .
xl_:::.:z ai,,xm (t—%——l,...,n)
=1

peut &tre considérée comme un point d’un espace réel a 2n° di-
mensions. Un groupe G de substitutions linéaires (ou matrices)
est ainsi représenté par un ensemble de points E. Le groupe est
dit borné, lorsque cet ensemble 'est. Nous dirons de mé&me qu’une
matrice 4 non singuliére est bornée, si le groupe cyclique {A™}
est borné. Les matrices d'un groupe borné sont évidemment
bornées.

Tout groupe linéaire borné laisse invariante une forme d’Her-
mite définie positive. Si ses coefficients sont réels, le groupe
admet une forme quadratique positive invariante?). Un groupe
borné est par conséquent semblable a4 un groupe de matrices
unitaires ou orthogonales réelles et complétement réductible.
Lorsqu'il est commutatif, on peut le transformer en un groupe
de matrices diagonales. Il en résulte que, pour qu'une matrice
soit bornée, il faut et il suffit que ses racines caractéristiques
aient le module un et que ses diviseurs élémentaires soient sim-
ples. Une matrice bornée est toujours semblable a une matrice
diagonale. Son déterminant a le module un.

Le groupe G est clos, si I'ensemble E est borné et fermé.

) H. Auerbach, Sur les groupes bornés de substitutions linéaires,

Comptes Rendus 195 (1932) p. 1367.
Studin Mathematioa. T, IV, 8





