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Démonstration. En effet, soit K, l'op brateur introduite dans la
démonstration du théoréme précédent. Puisque lLimI ;2 =, done

A—rc0

U‘R(Kl) = X. D’autre part R(K,) c () D(4:), done () D(4;) est
=1 d=el

>0
denge dans X.
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p-nukleare und p-integrale Abbildungen
in Banachriumen
von

ARNE PERSSON (Lund) und ALBRECHT PIETSCH (Jena)

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir fiir jede Zahl p mit
1< p< +oo vier Typen von beschrinkten linearen Abbildungen, die
als p-nuklear, p-integral, quasi-p-nuklear und quasi-p-integral bezeichnet
werden. Diese Abbildungsklassen haben den Charakter von Idealen und
sind vollstdndig beziiglich einer in geeigneter Weise definierten Norm.
Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Abbildungstypen werden
durch das folgende Diagramm veranschaulicht:

p-nuklear — quasi-p-nuklear
¢ ¥
p-integral — quasi-p-integral.

Dabei deuten die waagerechten Pfeile stetige und die senkrechten
Doppelpfeile isometrische Binbettungen an. Fiir zwel konjugierte BEx-
ponenten p and p’ besteht auBerdem zwischen den p-nuklearen und den
quasi-p’-integralen bzw. zwischen den gquasi-p-nuklearen und den p’-in-
tegralen Abbildungen eine gewisse Dualitétsrelation. Die einzelnen Abbil-
dungsklagsen wachsen in Abhéngigkeit von p streng monoton, und es
gelten interessante Multiplikationssétze. Als Anwendung der allgemeinen
Theorie erhalten wir einen neuen Zugang zu einigen sehr interessanten
Ergebnissen von A. Grothendieck [6] iiber Produkte von beschrinkten
linearen Abbildungen zwischen gewissen Typen von Banachrinmen.

Tiir p = 1 geht die Definition der nuklearen und integralen Abbil-
dungen auf R. Schatten [20] und A. Grothendieck [4] zurfick. Die quasi-
nuklearen und quasi-integralen Abbildungen wurden in [15] und [14]
eingefiithrt. Die erste Verallgemeinerung suf den Fall p > 1 stammb von
P. Saphar [19], der 2-nukleare Abbildungen betrachtete. SehlieBlich findet
man in [16] eine vollstéindige Theorie der quasi-p-integralen Abbildungen,
die dort allerdings unter einem anderen Gesichtspunkt untersucht werden.

A. Badrikian und S. Chevet baben sich kiirzlich ebenfalls mit der
Theorie der p-nuklearen Abbildungen beschiftigt (vgl. [2]).
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Grandbegriffe und Bezeichnungen. Im folgendem sind K, ¥ und
stets beliebige (veelle oder komplexe) Banachrinme, deren abgeschlossene
Einheitskugeln mit U, ¥ und W Dbezeichnet werden. Dem entsprechend
sind U, ¥° und WO die nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki schwach
kompakten Einheitskugeln der zugehorigen dualen Banachriume K, I
und &

C(4) ist der Banachraum aller stetigen Funktionen ¢, die auf einem
kompakten Hausdorffraum A definiert sind. Die beschrinkien Linear-
formen pe0(A) werden als Mape aul A Dbezeichnet, und es exweist sich
hiufig als anschaulicher, die duvch den Rieszschen Darstellungssats
gerechtfertigte Integralschreibweise

gy > = Affp(w)dﬂ(w)

zu verwenden. Bin MaB g heillt positiv, wenn fiir alle Funktionen ¢peC(4)
mit ¢(a) > 0 stets {p, x> = 0 gilt. Fiir jedes positive Mal u bezeichnen
wir mit L,(4, ) die in bekannter Weise definjerten Funktionenriume.
Fir die klassischen Folgenriume benutzen wir ebenfalls die iiblichen
Symbole I, und ¢,. Jedem Exponenten p mit 1< p < oo entspricht
der durch die Gleichung

lp+1fp' =1

bestimmte konjugierte Exponent p’. B(M) ist der Banachraum aller
beschrinkten Funktionen, die anf einer beliebigen Menge M definiert
sind,

Die Gesamtheit L(H,F) aller beschrinkten linearen Abbildungen
T von F in F ist ein Banachraum mit der Norm

IT0l = sup || Ta].
<

Eine Abbildung TeL(E, F) wird als ausgeartet bezeichnet, wenn
sie einen endlichdimensionalen Bildraum besitzt. Man nennt eine Abbil
dung TeL(H, F) kompakt bzw. schwach kompakt, wenn sie die Rinheits-
kugel U in eine relativ kompakte bzw. relativ schwach kompakte Menge
Z.’(U) ‘ﬁberﬁih.rt. SchlieBlich heifit eine Abbildung TeL(E, F) wollstetig
(im Sinne von D. Hilbert), wenn sie jede schwach konvergente Folge
{#,} in eine konvergente Folge {Tw,} abbildet. Wir verwenden die folgen-
den Bezeichnungen.

Ly(E, F) : Gesamtheit der ausgearteten Abbildungen von B in F.

K(B, F) : Gesamtheit der kompakten Abbildungen von E in F.

W(E, F) : Gesamtheit der sehwach kompakten Abbildungen von

FEin F.
V(B, F') : Gesamtheit der vollstetigen Abbildungen von B in J.
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Ein Banachraum FE besitzt die Approvimationseigenschaft (vgl. [4]
oder [22]), wenn es zu jeder kompakten Teilmenge K von E eine aus-
geartete Abbildung TeL,(E, E) gibt, so daB ’

le—Tx| <1 fir vl

gilt. LiBt sich dabei stets die zusitzliche Bedingung |1 < 1 erfilllen, so
spricht man von der melrischen Approximationseigenschaft. Da Dbis jetzt
noch kein Gegenbeispiel bekannt ist, wird vielfach vermutet, dal alle
Banachrinme die metrische Approximationseigenschaft haben.

Ein Banachraum F besitzt die Forisetzungseigenschaft, wenn jede
Abbildung T,eL(EB,, F'), die auf einem linearen Teilraum F, eines belie-
bigen Banachraumes # definiert ist, unter Beibehaltung ihrer Norm zu
einer Abbildung TeL(E, F) fortgesetzt werden kann. Die Banachriume
Leo(d, p) und B(M) haben die Fortsetzungseigenschaft (vgl. [10]).

1. p-nukleare Abbildungen. Eine lineare Abbildung T von einem
Banachraum ¥ in einen Banachramm F heillt p-nuklear, wenn sie in
der Form

To = 3@, ay:

dargestellt werden kann, so daB fiix die Dbeschrinkten Linearformen
a;e B und die Elemente y;eF die Ungleichungen

S led}” < oo
und
§ (N, 1YY
sup | 37101, 1)) 1 < feo
bestehen (1< p < +oo). Im Fall p =1 ergeben sich die nuklearen
Abbildungen von R. Schatten und A. Grothendieck. Aus der fiir jede
endliche Menge i von natiirlichen Zahlen giiltigen Abschitzung
[l Y

13 o aowd] = o | X <o, o, 0
de ' (753

< et Do) s { Xk, P
. < 1

T
olgt, daB dic unendliche Reihe
Na, ey

unbedingt konvergent ist.
Setzt man
. ) , o\
vp(1) = int [{ N ?} " sup LY Ky, o)™,
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wobei das Infimum iber alle méglichen Darstellungen der Abbildung
T gebildet wird, so ergibt sich aus der obigen Abschitzung
Sa1z 1. Jede p-nukleare Abbildung T ist besohrénkt, und es gilt
1T < v (D).

Sarz 2. Die Gesamtheit Ny(E, F) aller p-nuklearen Abbildungen von
E in F ist ein Bonachrawm mit der Norm v,.

Die Behauptung des vorangehenden Satzes ergibt sich unmittelbar (*)
ans dem )

LemMA 1. Fiir jede Folge von p-nuklearen Abbildungen Tyne Ny (B, I')
mit Zv,,(Tn,) < +oo wird durch den Ansatz Ta = ZTnm eine p-nukleamre
Abbildung T definiert, und es gilt

o(T) < D) vp(Tn).
Beweis. (Im Fall p =1 muB der Beweis geringfiigiz modifiziert
werden.) Wir stellen die p-nuklearen Abbildungen 7, in der Form
Tn‘v = 2 <9’), a‘n’lﬁ)fym'
dar, so daf mit einer vorgegebenen Zahl ¢ > 0 die Ungleichungen

D landl? << vy (L) - of2”
und
sup 3 [Cnsy DO < vp(Ta) 22"

i< <5

gelten. Dann. folgt aus den Abschétzungen

2;’ ”am'”p < EV?‘)(T’ﬂ.) +e

und

sup ZZK?/mibep, £ ‘1V9(T,1)*|-E,

P
[LaT2S R -~

daf die unendliche Reihe }'7T,» konvergiert, und wir crhalfen durch
den Ansatz Tz = 3 T, eine Abbildung 7, die in der Form

Ty = 22«”7 i) Y
w4

» (*) Ein linear Raum H, der stetig in einen topologischon lineaven Raum T
emgebette_t werden kann, ist dann und nur daun vollsténdig, wenn fiir jede Folgo
{ma}eB mit J|lon)] < 400 in L ein Grenzwert s = Do mit gl < 3| oxisticrt,
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dargestellt werden kann. AbschlieBend ergibt sich aus den obigen Ab-
schiitzungen, daB T eine p-nukleare Abbildung mit v,(T) < 3 v, (Tn) ¢ ist.

Ohne Beweis formulieren wir den einfachen

Sarz 8. Aus Te Ny(B, F) und SeL(F,G) folgt STe N,(E, &), und
es gili vy (8T) < |8l vp(T).

Aus TeL(E,F) und Se Ny(F, @) folgt 8Te Ny(B,G), und es gilt
v (8T) < vy (8}IIT].

Wir zeigen nun, daB die Banachriume N,(E,F) in Abhingigkeit
von p monoton wachsen.

Satz 4. Fir zwei Zahlen p und g mit 1< p < g< +oo gilt stets
N, (B, F) c N,(E,F) und vy > v,.

Beweis. Wir betrachten eine Abbildung Te N,(E, F) und stellen
sie in der Form Tw = >'<®, a;>y; dar, so daB mit einer vorgegebenen
Zahl & > 0 die Ungleichungen

{Dladrf” <1 wa - sup{ Xicu, PP < (D) +e

gelten. AnschlieBend bestimmen wir die positive Zahl » aus der Glei-
chung 1/p = 1/r+1/q und setzen

4 = " a;  wnd Y = el ys.

Dann gilt die Beziehung

{ Mg <1,

und wegen der Identitdt 1/¢' = 1/r+1/p’ ergibt sich unter Benutzung
der Holderschen Ungleichung die Abschitzung

- 2\ T (7 . AL
sup { 1o, I < { X’} sup {371, YT < v (T) .
Abschliefend folgt aus der Darstellung Tw = ><w, @) ¥;, daB T
eine g-nukleare Abbildung mit vg(T) < vp(T)+ ¢ ist.
Sarz b. Die ausgearteten. Abbildungen von T in F bilden einen dichten
linearen Teilraum des Banachraumes N,(H, I).

Beweis. Als erstes stellen wir fest, daB alle ausgearteten Abbildungen

n
p-nukiear sind, weil sie sich in der Form Tu = (@, a;)>y; schreiben
lassen. !
Ist andererseits T eine beliebige p-nukleare Abbildung, dann kann
sie in der Form Tz = > (%, a;)y; dargestellt werden, so daB die Unglei-
chungen

{2 ||w,:||p}l“’ < <00 und  sup {2 1<y, pr»}lm' < oo

o<1
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bestehen. Da fiir die ausgearteten Abbildungen

n
Too = D <, ady:

1

die Abschétzungen

o= ) < | S} sup {3 1<y, 51}
wn | Bl :
gelten, hat man
limv, (T~ T,) = 0.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Als unmittelbare Folgerung aus dem vorangehenden Satz und der

Ungleichung || T]| < vp(T) ergibt sich
Sarz 6. Jede p-nukleare Abbildung T ist kompali.
Wir geben nun ein einfaches Beispicl einer p-nuklearen Abbildung an.
SATz 7. Fir jede Folge {6;} l, wird durch die Zuordnung

{&} =4 {6:&:}
eine p-nukleare Abbildung D von 1y, in 1, definiert, und es gilt
v(D) = { 3180}
Beweis. Im 1, besteht fiir die Einheitsfolgen ¢; die Identitit
sup [eg, bSPVE 1.,
eIt {2 N }

Andererseits gilb fiir die durch den Ansatz (@, ;> = 6;£; mit 2 = {&}
auf I, erklirten Linearformen a; die Beziehung

(DMl = { 310"
Deshalb folgt aus der Darstellung Da = DNy ade;, dafl I oine
p-nukleare Abbildung mit v, (D)< {3 (67} ist.
) AbschlieBend ergibt sich mit der Folge ¢ = {1,1,...} die Ab-
schétzung

1/ p
{2160 = 1Dell < 121 < v, (D) < [ S8}
Im fo]genden zeigen wir, daB die in Satz 7 Dbetrachtete Diagonal-
transformation D als der Prototyp der p-nuklearen Abbildungen an-
gesehen werden kann, By gilt néimlich ‘

SA’:[‘Z 8 EBine Abbildung T <L(E, F) ist dann und nwur dann p-nuklear,
wenn sie sich auf die folgende Art faktorisieren laf: ‘

251, 2,%
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Dabei sind P und Q beschrinkte lineare Abbildungen wmit [Pl <1 und
QI <1, wihrend die Abbildung D durch eine Zuordnung der Form

E D sy mit (Sel,

definiert wird. Zusétzlich kann erreicht werden, daf mit einer vorgegebsnen
Zahl e >0 die Ungleichung

vp(D) = {Z milp}lw Sv(d)re

gilt.

Beweis. Aus Satz 3 und Satz 7 folgt, daB jede auf die angegebene
Art faktorisierbare Abbildung p-nuklear ist. Wir haben deshalb nur
noch zu zeigen, dall sich fiir jede p-nukleare Abbildung 7 die gesuchte
Zerlegung konstruieren lift. Zu diesem Zweck betrachten wir eine Dar-
stellung Tx = > (&, a3 y;, so daB die Beziehungen
Vi

Y s v <1

{Ellafll‘”}lmg vp(T)+e und ;1“2)1 {._4

gelten. Dann werden die gesuchten Abbildungen durch die Ansitze

Po = {(o, aifllwdd}, 0 =lad wd Q= Y nuys
geliefert.

2. p-majorisierbare vektorwertige MaBe. Ist C(4) der Banachraum
aller stetigen Funktionen, die auf einem kompakten Hausdorffraum A4
definiert sind, so werden die beschrinkten linearen Abbildungen von
C(4) in einem beliebigen Banachraum F als F-wertige Mape auf A bezeich-
net, und es erweist sich manchmal als anschaulicher, diese Abbildungen
in der Integralform

U(p) = [pla)dd(a)
A
zu schreiben.

Bin F-wertiges MaB I heilt p-majorisierbar (fiiv den Fall p = 1
findet man die auf J. Dieudonné und N. Dinculeanu zuriickgehende
Definition in [1]), wenn es auf 4 ein positives Mafl u gibt, so daB die
Beziehung

. 1yp
122 (g) < | [ (@) du(a)}
A
besteht. Setzt man

v () = inp(A),

wobei das Tnfimum iiber alle p-majorisicrenden MaBe g gebildet wird,
50 ergibt sich

8ATz 9. Die Gesamtheit My(A, F) oller auf A definierten p-majori-
sierbaren F-wertigen BMafe ist etn Banachraum mit der Norm .
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Die Behauptung dieses Satzes folgt unmittelbar aus

LEMvA 2. Fiir jede Folge von p-majorisierbaren F-wertigen Mapen
Mye M(A, F) mit 3 wp(Ma) < +oo erhdlt man durch den  Ansatz

= Y M.(p) ein p-majorisierbares F-wertiges Maf M, und es gilt

Z v (M)

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es auf 4 zu jeder vorgegebenen
Zahl & > 0 eine Folge von positiven MaBen u, mib

v (M) <

M < { [p@Pdm(@}”  wnd (A < (M) 8/2"
A

Da fiir die umnormierten MaBe puh = {wy (M) + ¢/2"} " s die Aussa;

gen uh(A) < pp(Mn)+ /2" gelten, kann man durch den Angatz u* = > im
ein positives MafBl p* mit .
*(4) < Y wn (M) +6

definieren. Unter Verwendung der Holderschen Ungleichung ergibt

sich dann die Abschitzung
< S < ) o (M) +-2/2°17 | JLEI @)
<X )+ [ o (@) ap (@)
A

Deshalb ist das F-wertige Mal M ebenfalls p-majorisierbar, und es gilt
die Beziehung

1 ()

(M) < Zﬂp(MnH‘aa

die durch den Grenziibergang & — 0 in die verallgemeinerte Dreiecksun-
gleichung iibergeht.

Sar1z 10. Fiir swei Zaklen p wund ¢ mit 1< p < ¢ < +oo gilt stels
My(A, F) c My(A, F) und pp > .

Beweis. Wir betrachten ein beliebiges p-majorisierbares I'-wertiges
MaB M. Dann gibt es zu jeder vorgegebenen Zahl &> 0 ein positives
MaB u mit

M@ <{ [lp@Pau@}"™  umd  p(4)"? < py(M)+
A

Wird die Zahl » aus der Gleichung 1/p = 1/r+1/¢ bestimmt, so

ergibt sich die Abschitzung

@I <{ [1du@)}"{ [ 9@ ap(a)}™.
A A

icm°

p-nukleare Abbildungen 27

Deshalb ist das F-wertige MaB M anch g-majorisierbar, und es gilt
g (M) < p( AV u(A) < P (M) +-e.

3. p-integrale Abbildungen. Eine lineare Abbildung 7 von einem
Banachraum ¥ in einen Banachraum F heiBt p-integral, wenn sie mit
einem auf der schwach kompakten Einheitskugel U® des dualen Ba-
nachraumes E' definierten p-majorisierbaren F-wertigen MaB M in der
Form

Te = [ (@, aydM(a)
74

dargestellt werden kann. (Nach der Grothendieckschen Definition der
l-integralen Abbildungen darf das 1-majorisierbare MaB 3 Werte in F/’
annehmen). Setzt man

(1) = infp, (M),

wobei das Infimum iiber alle in den Dargtellungen von T auftretenden
p-majorisierbaren F-wertigen MaBe M gebildet wird, so ergibt sich

Sarz 11. Jede p-integrale Abbildung T ist beschrinkt, und es gilt | T]|
< y(D).

Sa1z 12. Die Gesamtheit I,(E, F) aller p-integralen Abbildungen von
E in T ist ein Banachrawm wmit der Norm u,.

Die Behauptung des vorangehenden Satzes folgt unmittelbar aus

LemMA 3. Fiir jede Folge von p-integralen Abbildungen Tpel,(H, F)
mit 31 (Tn) < 4-oo wird durch den Ansatz Tw = 3 T,x eine p-integrale
Abbildung T definiert, und es gilt

(1) < (1)
Wir stellen die p-integralen Abbildungen T, in der Form
Too = [<@, a)dMy(a)

foad
dar, so daB die Ungleichungen p,(M,) < v,(Z%)+ /2" gelten. Dann ergibt
sich die Abschitzung 3 pp(My) < Y'v,(Ts)+ ¢, und nach Lemma 2 wird
durch den Ansatz M (p) = Z‘M ( ) ein p-majorisierbares F-wertiges Mal
M omit p, (M) <D (M) < 3 w(Th) + € definiert. AbschlieBend folgt aus
der Identitit

Beweis.

To = [<w,a)dM(a),
foad
daB T ecine p-integrale Abbildung mit 1, (7)< py (M) < X (Th)+¢ ist.
Sarz 138, Aus Tel,(E,F) und S<L(F,G) folgt STel,(E,d), und
es gilt 1, (8T) < ||8) 1wy (T).


GUEST


28 A. Persson und A. Pietsch

Aus TeL(E, F) und S<L,(F, @) folgt ST<L,( B, &), und es gill v, (8T)

< u(8)|IT]- . . S
Beweis. Im ersten Fall stellen wir die Abbildung T'el,(Z, I) in

der Form
To = [ <o, aydM(a)
UO

dar, so da8 die Ungleichung w,(M) < ,(T)+e besteh’q. Wi.rc‘.l anschlies-
send das G-wertige MaB N durch den Ansatz N = SM definiert, so gel-
ten die Aussagen

STw = f<m, aYdN (o) und (V) < S]] pp( M)
po
Folglich ist ST eine p-integrale Abbildung mit

4 (8T) < I8 [1p (1) 4 £].
Im zweiten Fall stellen wir die Abbildung SeI (L7, &) in der Form
8y = [y, 0>an()
dar, so daB die Ungleichung p,(N) < 1,(8)+ ¢ besteht. Dann gibt ey auf
V° ein positives MaB » mit

IN@I<{ [le@Pa@)]"  wmd sV < py (V) +,
PO

und aus der Ungleichung

| [e@onznay @) < | [looiinra o)
7° 4

uyp

folg, dal durch den Ansatz
f(ﬂ(a)dﬂ(@) = T fw(T’blliTli)dN(b)
ol el

auf U° ein p-majorisierbares G-wertiges MaB mit
o (M) < || (VO)H7
definiert wird. Deshalb ergibt sich aus der Identitit
STy = V£<Tw, bYAN (b) = fu<w, ay a1 (a),
U

daB das Produkt ST eine p-integrale Abbildung mit

L (8T) < [ (8)+ 26107
ist.
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 10 erhiilt man

SAtz 14. Fiir 2wei Zahlen pound g mit 1< p < g< too gilt stels
1,(E,F) « I(B, F) und v,> [

Im folgenden ist u stets ein positives MaB anf einem kompakten
Hausdorffraum A.

SAr1z 15. Die identische Abbildung I von C'(4) in Ly(4, p) ist p-in-
tegral, und es gilt 1,(I) = u(A).

Beweis. Da jedem Element acA das Punktmaf 0, entspricht, laBt
sich 4 in die sehwach kompakte Einheitskngel U° des dualen Banach-
ranmes C'(4)" einbetten, und man kann jeder Funktion peC(U°) eine
Funktion y4eC(A4) zourdnen, die durch die Gleichung v, (a) = w(6a)
definiert wird. Dann liefert der Ansatyz $p, 8 = {pa,p> aut T ein
positives MaB u mit 4(U) = u(4). Wird die Zuordnung y -y, als
Abbildung von C(TU°) in L, (4, #) betrachtet, so erhiilt man ein p-majori-

sierbares L( 4, u)-wertiges MaB M mit p, (1) < #(4)"® denn es hesteht
die Beziehung

Iz, = { [ tpa (@) du(a)™
A
= { fly;(,‘[,)[udﬁ(z)}l/p‘
oo

Nun folgt ans der Identitit p =<p, >4, daB die identische Abbildung
von C(4) in L,(4, u) wie behauptet p-integral ist. AuBerdem gilt die
Aussage

pAVT NS (1) < (M) < ()2,

Wir zeigen nun, daf die identischen Abbildungen von C€(4) in
Lp(4, u) als Prototyp der p-integralen Abbildungen angesehen werden
konnen.

Sa17 16. Hine Abbildung TL(E s B) ist dann und nur dann p-integral,
wenn sie sich auf die folgende Art faktorisieren 1pt:

P I Q
B> 0(4)~=> L(4, u) —> T

Dabei sind P und Q beschrinkte lineare Abbildungen mit |P|<1
und Q| =< 1. Zusételich kann erreicht werden, daf mit einer vorgegebenen
Zahl &>+ 0 die Ungleichung

() = p(d)"" < o (T)+e
gilt.
Beweis. Aus Satz 13 und Satz 15 folgt, daB jede auf die angegebene
Art faktorisierbare Abbildung p-integral ist. Wir haben deshalb nur
noch zu zeigen, daf sieh fiir jede p-integrale Abbildung T' die gesuchte
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Zerlegung konstruieren 1a8t. Zu diesem Zweck betrachten wir eine
Darstellung
To = [ <@, aydM(a),
vl
g0 daB die Ungleichung wo (M) < 1,(T)+£/2 besteht. Dann gibt es auf
' ein positives MaB x4 mit '

Wl <{ [lp@Pa@” wmd w0V < )+
oo

Deshalb 148t sich das F-wertige MaB M auf eindeutige Weise zu
einer beschriinkten linearen Abbildung @ von L,(U% u) in F fortsetzen.
Dabei gilt die Aussage [Q] < 1. Wird schlieflich die Abbildung P durch
die Zuordnung « - <{w,-> definiert, so besteht die gesuchte Identitit
T = QIP.

Tn dem soeben bewiesenen Faktorisierungssatz kann man den Ba-
nachraum C(A) durch den Banachraum L, (4, u) ersetzen. Diese Mo-
difizierung ist bei vielen Betrachtungen niitzlich, weil Ly (4, u) die
Fortsetzungseigenschaft besitzt.

SATz 17. Die identische Abbildung I won Ly (A, u) in Ly(A, u) ist
p-integral, wnd s gili v, (I) = u(A)"".

Beweis. Nach den Darstellungssitzen (vgl. [8] oder [11]) von
I. M. Gelfand oder S. Kakutani gibt es einen kompakten Hausdorffranm
A’, 50 daB sich der Banachraum Ly (4, p) durch einen Isomorphismus K
auf den Banachraum ((4’) abbilden 1iBt. Dabei geht das MaB u in das
MaB 4 iiber, und K kann auf eindeutige Weise zu einem Isomorphismus
zwischen Ly(A, u) und L,(4’, u’) fortgesetzt werden. Nun folgt unsere
Behauptung unmittelbar aus Satz 15 und dem Diagramm

Lo(4,u) —> Lp(;)i, #)
¢
O(4') —> Ly(4'y ).
Aly unmittelbare Folgerung aus den Sitzen 16 und 17 ergibt sich
nun der bereits angekiindigte
SArz 18. Bine Abbildung T<L(H, ) ist dann wnd nur dann p-integral,
wenn sie sich auf die folgende Art faktorisieren ldft:
P I Q
B—> Lo(A, p) —> Ly(4, ) —> F.

Dabei sind P und @ beschrinkte lineare Abbildungen mit |P|| <1
und Q|| < 1. Zusdtelich kann erreicht werden, daf3 mit einer vorgegebenen
Zahl ¢ > 0 die Ungleichung

W) = p(AP < y(T)+e
gilt.
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Als unmittelbare Folgerung aus dem Faktorisierungssatz fiir p-in-
tegrale Abbildungen ergibt sich

Sarz 19. Jede p-integrale Abbildung T ist schwach kompakt.
Eine #hnliche Aussage enthilt
SaT1z 20. Jede p-integrale Abbildung T ist vollstetig.

(Man kann sogar beweisen, daf alle schwachen Cauchy-Folgen in
konvergente Folgen abgebildet werden.)

Beweis. In dem Spezialfall der identischen Abbildung von C(4)
in Ly(4, ) ergibt sich unsere Behauptung aus dem Lebesgueschen Kon-
vergenzsatz und der Tatsache, daB alle schwach konvergenten Folgen
beschrinkt sind. Auf Grund des Faktorisierungssatzes ist damit auch
der allgemeine Fall bewiesen.

4. Quasi-p-nukleare Abbildungen. Eine lineare Abbildung 7 von
einen Banachraum ¥ in einen Banachraum F heilit guasi-p-nuklear, wenn
es eine Folge von Linearformen a;e® mit D |la;|” < +oo gibt, so daB
die Ungleichung [|Tx|| < {3 <2, a;>|"}"” besteht. Setzt man

v(T) = int{ Y liai} ",

wobei das Infimum iber alle zulfssigen Folgen {a;} gebildet wird, so
ergibt sich
Sarz 21. Jede quasi-p-nukleare Abbildung T' ist beschrinkt, und es gilt
1T < v3 (D).
SATz 22. Die Gesamtheit Ng(E, F) aller quasi-p-nuklearen Abbildungen
von B in F ist ein Banachraum mit der Norm v3.
Die Behauptung des vorangehenden Satzes folgt unmittelbar aus

LemMmA 4. Fir jede Folge wvon quasi-p-nuklearen Abbildungen
T,eNS(B, F) mit 3V3(T.) < +oo wird durch den Ansatz Tw= Y Tne
eine quasi-p-nukleare Abbildung T definiert, und es gilt

V() < DVUT).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jeder vorgegebenen Zahl
e > 0 Linearformen an;eE’ mit

{(Dland?}™ <S8 42 wnd 1 Twol < { 31, and P}

Dann bestehen mit den Linearformen aky; = {v3(Tw)+ &/2"} " ay;

die Ungleichungen
D Dllandl < X VE(Ta) +-e
n 9
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Folglich ist T' eine quasi-p-nukleare Abbildung mit

V(I) < YV (Th)Fe.
=1

Ohne Beweis formulieren wir den einfachen

Satz 23. Aus TeNS(E,P) und S<L(F,G) folgt 8TeNJ(H, ),
and es gilt ¥2(ST) < |IS]v5(T).

Aus TeL(E,F) und Se N§(F, &) folgt
V5 (ST) < V3 ()T

AuBerdem hat man )

Sarz 24. Fiir swei Zahlen p und ¢ mit 1<p < g < oo gill stets
N3(B, F) ¢ NY(B, F) und ¥§ > v, '

Tevma 5. Jede quasi-p-nukleare Abbildung Te Ng(E,F) Lipt sich
mit  Abbildungen PeK(E,B,), Tye NY(B,, Fo) und Qe'K(FO, I als
Produkt T = QTP schreiben. Dabei sind By wnd T, gecignete Banach-
rdume. '

Beweis. Wir betrachien eine Folge von Linearformen eI’ mit
ITz) < | 3 1<@, apP}"” und 3 e < 4-oo. Dann wird dureh den Ansatz

D{&} = {6: &}

oine Abbildung De N%(l,, 1) definiert. Von dieser Abbildung lassen
sich zwei kompakte Abbildungen abspalten, ohne dafl die Quasi-p-Nukle-
aritiit verloren geht. Zu diesem Zweck bestimmen wir eine Nullfolge von
positiven Zahlen A; mif

8Te NY(B,G), wnd es gilt

mit - & = [l

DETE < fos.

Dann erhilt man durch die Ansétze

Ko {&} =Mk}, Dof&} = {20k} Ep{bi} = {Méd
drei Abbildungen Ko eK{lyg, lo); Doe N (ly, 1) tnd KpeK(ly,lp) mit
D =K,D,K,,. .

Wir betrachten nun die folgenden Banachriume: B, bzw. H, ist
die in I, gebildete abgeschlossene Hiille des linearen Teilraumes aller
Folgen {671 <z, ad} baw. {4,607 (w, &>} mit xeB. F, bzw. F, ist die in
1, gebildete abgeschlossene Hiille des linearen Teilraumes aller Folgen
{7 w, @} baw. {{z, a;p} mit e

und
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Die Abbildung P,cL(E, E,) wird durch den Ansatz
Pio = {67"<, ad}
definiert. Andererseits 148t sich die Zuordnung
(&, a} —~Tw
auf eindentige Weise zu einer beschrinkten linearen Abbildung
Qe L(F',, ) fortsetzen. Werden schlieBlich die Abbildungen K <K(B,, H,),
Toe N2(H,, F,) und K< K(F,, F,) durch Einschrinkung der Abbildungen
K., Dy, mud K, gewonnen, so gilt mit den kompakien Abbildungen
P=FK,PcK(E,B,) wnd Q=Q,KycK(F,, F) die gewiinschte Iden-
titét
T =QT,P.
Als unmittelbare Folgerungen ergeben sich die beiden folgenden
Aussagen:
SATz 25. Jede quasi-p-nukleare Abbildung T ist kompakt.

Sarz 26. Wenn B' oder F die Approximationseigenschaft besitzt, bil-

den die ausgearteten Abbildungen einen dichten linearen Teilraum von
N3 (B, F).

5. Quasi-p-integrale Abbildungen. Eine lineare Abbildung 7' von
einen Banachraum F in einen Banachraum F heiBt quasi-p-integral,
wenn es auf der sechwach kompakten Einheitskugel U° des dualen Ba-
nachranmes B’ ein positives MaB u gibt, fiir das die Beziehung

\Tal'<{ [ K, apPap(a)]”
o

besteht. Setzt man
$(T) = intu (T,

wobei das Infimum {iber alle zuldssigen positiven MaBe p gebildet wird,
80 ergibt sich

Sarz 27. Jede quasi-p-integrale Abbildung T st beschrimki, und es
gile ||| < 3 (D).

' 8arz 28. Die Gesamtheit 13(1?), F) aller quasi-p-integralen Abbildungen

von B in T ist ein Banachraum mit der Norm 1.

Die Behauptung dieses Satzes folgt unmittelbar aus

LemvA 6. Fir jede Iolge von quasi-p-integralen Abbildungen
T, I3(B, F) mit X G(Ty) < +oo wird durch den Ansatz Ta= ) Thao
oine quasi-p-integrale Abbildung T definiert, und es gili @ (< 3 E(Th).

Beweis. Der Beweis von Lemma 2 kann fast wortlich ithernommen
werden.

Studia Mathematica XXXIII g
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Wir geben nun eine Charakterisierung der q}msi‘—p-integralen f&bbil-
dungen an, die den Zusammenhang mit den in L17;| durchgefithrten
Untersuchungen liefert. Die quasi-p-integralen Abbildungen werden
dort als absolut-p-summierend bezeichnet.

Sarz 29. Hine Abbildung Te<L(B, F) ist dann und nur o?mm quom:-p-
integral, wenn es eine nicht negative Zahl o gibt, s“o' daf fiir jedes endliche
System von Blementen &y, ..., &n GUS B die Ungleichung

besteht. Dabei gilt die Identitdit
§(T) = infe.

Die im folgenden aufgezihlien Sitze wurden bereiﬁs in [17] bewiesen.

Sarz 30. Aus TeI2(B, F) und S<L(F,G) folgt STI2(H, ), und
s gilt §(8T) < [SI5(D)- : , _

Aus TeL(E,F) und SIS(F,G) folgt STIZ(E, ), und es gilt
$(8T) < ST

SATz 31. Fiir swei Zahlen p und ¢ mit 1<p < g < +oo gilt stets
19(B, F) < 13(B, F) und >

8aTz 32. Jede quasi-p-integrale Abbildung T st sehwach kompakt.

Samz 33. Jede quasi-p-integrale Abbildung T ist vollstetig.

(Man kann sogar beweisen, daB alle sehwachen Cauchy-Folgen in
konvergente Folgen abgebildet werden.).

6. Bezichungen zwischen den verschiedenen Abbildungsklassen. Als
erstes Ergebnis formulieren wir

Sa1z 34. Jede jwwklewe Abbildung T ist p-integral, wnd es gilt w(T)
< (1)

Beweis. Wir betrachten eine p-nukleare Abbildung 7' und stellen
sie in der Form Tz = Y (v, a;py; dar, so dafl mit einer vorgegebenen
Zahl ¢ > 0 die Ungleichungen

(S1aiP}” <wp(me ma s Ficw P <1

gelten. Wenn wir u; = ||ay°, & = a;flla;f] nnd m; = ll@dly; setzen, folgl
aus der Abschitzung

“Z‘P(di) m

= sup | So@)lail s, ] < { X ip@P ™
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daB durch den Ansatz M(g) = D ¢(a)m; auf U’ ein p-majorisierbares
F-wertiges Mafl 2 mit

po (M) < { 3] " < vp(D)+2

definiert wird. AbschlieBend ergibt sich aus der Identitit Ta = 3 <{», diym.,
daB T eine p-integrale Abbildung mit v,(7) << vp(T)+ ¢ ist.

Einen tieferen Einblick in die Beziehungen zwischen p-nuklearen
und p-integralen Abbildungen liefert das fundamentale

Levma 7. Wenn B oder F die metrische Approximationseigenschaft
besitet, kann jede ausgeartete Abbildung T eL,(H, F) in der Form

Tx = Z(‘l’, B Y
1

dargestellt werden, so daf mit einer vorgegebenen Zahl ¢ > 0 die Ungleichung

X lad?}” sup | 31w, PV < () +e

ipi<t
besteht.
Beweis. (Die Grundidee dieses Beweises findet man bereits in [187.)

Wenn F die metrische Approximationseigenschaft besitzt, faktorisieren
wir die Abbildung 7 auf die in Satz 16 angegebene Art

P I Q
BE—> 0(U") —> Ly(0 p)—> F,
50 daB die Beziehungen

u(U% =1 und

QI < w(T)+e/4

gelten. Dabei ist U’ die schwach kompakte Einheitskugel des dualen
Banachraumes %', und die Abbildung P wird durch die Zuordnung
x — (&, -y definiert. )

Im folgenden werden wir die Abbildung T’ durch kleine Verinderungen
in eine Abbildung T, = @,IP iberfithren, so dafl sich die Abbildung @,
mit endlich vielen disjunkten y-meBbaren Mengen 4; in der Form

f = D[[f@)auia)]z

darstellen 14Bt. Dann besteht mit den zugehorigen charalkteristischen
Funktionen f,, die Identitét

n

Qsb = D <ai, Wf

1
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aus der sich die Beziehung
” ’ 1yp’ ’ ’

sU; 2, B w(A))f = sup [1Qedll = @l = @l

sup { 3110, 01" " = s 19 il = 190
ergibt. Deshalb gilt fiix die Blemente (im Fall p =1 muB der Beweis
geringfiigis modifiziert werden)

98 = 1Qull ™ u (40" 2

die Aussage .

% sup { 3 1<ok, b7} = Q]

[1:TE= S
Werden die Linearformen af durch den Ansatz
@y a?y = Qo u( Ay [ (o, &) du(a)
A; -
definiert, so besteht die Abschitzung

lladl < 1QolM” s (4a)™,
und. wir erhalten die Ungleichung

2) D ladlP < 1Qoll-
1
Damit haben wir die Abbildung 7, auf die gewiinschte Form
(3) Tox = 2(90, add>y?
1
gebracht.

Wir fiihren nun die bereits angekiindigte Modifikation der Abbildung
T durch. Zu diesem Zweck bestimmen wir Linearformen azeH' mit

(4) 2l < e

und Elemente yj < F, so daf die Identitit

r

Ty = Z<w7 Y

1
besteht. Dann existiert eine ausgeartete Abbildung KeL,(F,F) mit

IKl<1 wnd sup{ 2 [<ye— Kk, DI} < o4

lbi< ST

Deshalb gilt fiir die Elemente y, = y;— Ky die Ungleichung

—
(=
~

sup { (<o, B} <ot

bl 47
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und mit @, = K@ ergibt sich die Gleichung
r
(6) Tz = Y'<@, &) ys-+Q: IPa.
1

Die ausgeartete Abbildung @, 148t sich mit Funktionen fyeL, (T°, u)
und Elementen #,,reF in der Form

3
of = D[ [f(@f(a)ds(@)]yrsn
k=1 g0
darstellen. Dabei kann zusdtzlich erreicht werden, da8 die Ungleichung

(M sup { 3 [<0r 4, BYI7} <o/t

[IZ1E Sy ey

gilt. AnschlieBend approximieren wir die Funktionen f; durch s-meBbare
Treppenfunktionen f%, so daB die Abschitzung

DU, <ol
1
besteht. Dann ergibt sich durch den Ansatz
8
Qof = D[ [ fla)fe)du(a)] pr
k=1 go

eine Abbildung ¢, mit ||@,—@,ll < /4. Folglich hat man
(8) 1Qoll < 1Q:ll+ /4 < w(T)+2/2.
Werden die Linearformen a,, ; durch den Ansatz
@, aray = [ (05 & Ufulo)—Fh(@)]dp(e)
U
definiert, so gilt die Abschitzung
@ sll < Nl Fillz,ye

und wir erhalten die Ungleichung '
8
(9) D llarall < o4
=1

AuBerdem besteht wegen (6) mit der natiirlichen Zahl m = r+-s
die Identitét

m

Tw = Y '<&, a)yut+QoIPa.

k=l

(10)
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Da sich die Treppenfunktionen fi als Linearkombinationen

n

=D aufs

=1
der chank‘rerlsﬁschen Funktionen von endlich vielen disjunkten p-meB-
baren Mengen 4; darstellen lassen, konnen wir die Abbildung @, in der
gewiinschten Form

n
Qf = Y| JH@adua)]a
T 4y
sehreiben. Dabei werden die Elemente z; durch die Gleichung
& = Zaik?/r-;-lc
k=1
definiert.

AbschlieBend ergibt sich aus den Identitédten (3) und (10) fiir die
Abbildung T die Darstellung .

kid n
Te = Yo, ayet Y <, abyl-
B 1

Dabei gelten wegen (2), (8), (4) und (9) bzw. (1),(8), (5) und (7) die

Ungleichungen .
Z sl + Z P < w(T)+s
und
sup {2|<Jk, P+ ZKy“ DI} < p(T) e

Wenn B’ die metrische Approximationseigenschaft besitzt, falktori-
sieren wir die Abbildung 7' auf die in Satz 18 angegebene Art
P I Q
B—> I’oc(an #) —> Ly U p)—>F,
so dafl die Beziehungen
IPI< w(T)+eld, w(U)=1 und [QI<1

begtehen. .Durch &hnliche Approximationsverfahren (?) wie im ergten
Teil des Beweises erhidlt man dann fiir die Abbildung 7' die Darstellung

Iy = 2<9), ak}yh“‘QIPom-
1

(*) Wenn B’ die metrische Approximationseigenschaft besitzt, gibt es zu jeder
kompakten Teilmenge K von B’ eine Abbildung TeL, (B, B) mit |la—T"al < 1 fitr
aecK. Dabei kann mit einer vorgegebenen Zahl ¢> 0 die Ungleichung |7 < 1+&
erfiillt werden.
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Dabei sind die Ungleichungen

Dladlf < /2

erfitllt, und die Abbildung P, 148t sich mit den charakteristischen Funk-
tionen f4, von endlich vielen disjunkten p-meBbaren Mengen A4; in der
Form

m

und  sup lZKJ;,, b}l”} <ef2

1b<1

Pyp = 2 (w, ufa;
1

schreiben. Dann besteht fiir die Linearformen

a = [[Po ™ (A" us = [Poll ™ p(Ai) ™ Pofa;

die Ungleichung

[1Poll < w(T)+¢/2,

n
el <
1
und fiir die Elemente
i = [Pl (AP QIf 4,
ergibt sich mit g = Q'b die Abschiitzung

n

N1cul, 0P = Pyl Y 1 (Aa) PP I<QIS 4y B
= AJ

= |12 2 w49 | [ g au@)|”
1 Ag

<12 Y] [ lg(@)” du(a) < IBIBI-

T d;
Tolglich gilt die Beziehung
sup {2 1w, P} < IPoll < 1 (T)+ 22,
und wir haben die Abbildung T, = QIP, auf die gewiinschte Form

Tow = <, 4>y
1

gebracht. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Wir formulieren nun das erste Hauptergebnis dieses Abschnittes.
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SATZ 35. Wenn B oder F' die metrische Approsimationseigenschaft (¥)
besitet, gilt fiir jede p-nukleare Abbildung Te No(E,F) die Identitit
vo(T) = 1,(T).

Beweis. Auf Grund von Satz 34 geniigt es, wenn wir fiir jede p-nukle-
are Abbildung 7 die Ungleichung v, (T) < 1,(T) beweisen. Diese Tatsache
ergibt sich fiir ausgeartete Abbildungen unmittelbar ans Lemma 7. Der
allgemeine Fall 148t sich wegen Satz 5 durch einen Grenzithergang
behandeln.

Alg unmittelbare Folgerung aus den Sitzen 5 und 35 ergibb sich

SaTz 36. Wenn E' oder F die metrische Approximationseigenschafl (®)
besitet, ist eine p-integrale Abbildung T dann und nur denn p-nuklear,
fajl;ls sie sich in der w-Norm durch ausgeartete Abbildungen approzimieren
lapt.

Wir beschreiben nun die Beziehungen zwischen den p-nuklearen
und den quasi-p-nuklearen Abbildungen.

SArz 37. Jede p-nukleare Abbildung T ist quasi-p-nuklear, und es
gilt ¥3(T) < vp(T)-

Beweis. Unsere Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache,
daB fir jede p-nukleare Abbildung T, die in der Form Ta = Y (&, a;)y;
dargestellt ist, die Abschitzung

70l < { 3 1o, adlP " sup{ 3 iy, 0P}
<1
gilt.
Die Umkehrung des vorangehenden Satzes ist nur unter zusétzlichen
Voraussetzungen richtig.

) .SATZ 38. 'Wamn der Banachroum I die Fortsetzungseigenschaft besilzt,
ist jede quasi-p-nukleare Abbildung Te Ng (B, F) sogar p-nuklear, und
es gilt vy (T) = v3(T).

Beweis. Zu einer vorgegebenen Zahl &> 0 bestimmen wir eine
Folge von Linearformen a;ell’ mit

{Dladr}” <@+ wma  7a)< Y o, apr}.

Dann bilden die Folgen {<z, a;>} mit #¢E einen linearen Teilraun
von I, der durch die Zuordnung

@
{{=, a:} 25 Ty

in den Banachraum F abgebildet wird. Dabei gilt die Aussage [|Q,|| < L.

Vel I:(1")8]im Fall p = 2 gilt unsere Behauptung fiir beliehige Banachrdume ¥ und 7.
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Weil der Banachraum F die Fortsetzungseigenschaft besitzt, 148t sich
die Abbildung @, unter Beibehaltung der Norm zu einer Abbildung @
von ganz L, in F erweitern. Ist ¢; die i-te Einheitsfolge in 1, 5o ergibt
gich mit den Elementen ;= Qe¢; die Darstellung Tz = DL, 4 Y
Da auBerdem die Ungleichung

; AR
sup I3 s, I} <1
besteht, ist T eine p-nukleare Abbildung mit v, (T) < v;?(T)—%—s.

Da sich jeder Banachraum F durch die Abbildung Py = ¥, >
isometrisch in den Banachraum B(V°) einbetten 148, ergibt sieh

SaTz 39. Bine Abbildung T<L(E,F) ist dann und nui dann guasi-p-
nuklear, wenn sie durch Vergréferung vomn F sogar p-nuklear gemacht werden
kann.

Die im folgenden angegebenen Beziehungen zwischen den p-integralen
und den quasi-p-integralen Abbildungen erhdlt man durch analoge
Betrachtungen.

SaTz 40. Jede p-integrale Abbildung T ist quasi-p-integral, und es gilt
$(T) < (7).

Satz 41. Wenn der Banachraum F die Fortselzungseigenschaft besitzt,
ist jede quasi-p-integrale Abbildung TeI%(E , F) sogar p-integral, und 68
gilt 1y (T) = §(T).

SATZ 42. Hine Abbildung T <L(B, F) ist dann und nur dann quasi-p-
integral, wenn sie durch Vergréferung wvow P sogar p-integral gemacht
werden kann.

Die Beziehungen zwischen den quasi-p-nuklearen und den quasi-p-
integralen Abbildungen werden in den Dbeiden folgenden S#tzen beschrie-
ben.

SaTz 43. Jede quasi-p-nukleare Abbildung T' ist quasi-p-integral, und
es gilt V3(T) = YT).

Beweis. Durch die Abbildung Py = <y, > betten wir den Banach-
raum P isometrisch in den Banachraum B(V’) ein. Da aber B(VY
sowohl die Fortsetzungseigenschaft als auch die metrische Approxi-
mationseigenschaft besitzt, besteht auf Grund der Sitze 35,38 und 41
die Identitét

V(T) = WPT) = v,(PT) = ,(PT) = §(PT) = (D).

Als unmittelbare Folgerung aus den Sitzen 26 und 43 ergibt sich

Sa1z 44. Wenn B’ oder F die Approximationseigenschafi besitet, ist
eine quasi-p-integrale Abbildung T danmn und nur dann quasi-p-nuklear,
falls sie sich in der &-Norm durch ausgeartete Abbildungen approximieren

lipt.
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AbschlieBend beziehen wir auch noch die p-majorisierbaren #-wertigen
MaBe in unsere Betrachtungen ein.

Satz 45. Die ouf einem kompakien Hausdorffrawm A definierien
p-magorisierbaren F-wertigen Mape fallen mit den quasi-p-integralen oder
p-integralen Abbildungen von C(4) in T zusammen, und es gili

wp(H) = B(M) = y(H).

Beweis. Wenn M eine quasi-p-integrale Abbildung von '(4) in I
ist, gibt es auf der schwach kompakten Binheitskugel U" des Banach-
raumes (4)’ ein positives MaB z mit

M@ <{ [Ke,»IPaae)}”  wd AT < GM)Fe.
Uﬂ
Dann wird auf 4 durch den Ansatz
Jol@dua) = [ <p, P>di()
A 7o

ein positives MaB p mit x(4) < 4 T°) definiert. Da aunf Grund der Holder-
schen Ungleichung fiir ve U° die Abschiitzung

Ko, wDF < ol 1P < ol 01>
besteht, hat man

1@ <{ [ <lors wanm}” ={ [ le(@)Pap(a)”.
7o 4

Folglich ist M ein p-majorigierbares F-wertiges MaB, wund est gilt
v (M) < (M) 4 e. Andererseits folgt aus der Ungleichung

@I <{ [ 1p(@) du(@}™,
A

d.aJB sich jedets p-majorisierbare F-wertige MaB M zu einer beschrinkten
linearen Abbllfhmg Q von Ly(4, p) in ¥ mit |Q] <1 fortsetzen LiBt.
Dann ergibt sich aber aus Satz 15, daB M = QI eine p-integrale und
deshalb auch quasi-p-integrale Abbildung mit (M) < (M) < u(A)?
ist. ‘
' Der vorangehende Satz enthiilt insbesondere die folgende Ausgago,

die als Gegenstiick zu Satz 41 angesehen werden kann.

SA’I‘Z‘ 46. Jede quasi-p-integrale Abbildung T von C(A) in einen Banach-
raum F ist p-integral, und es gilt 1,(T) = &(T).

Als entsprechendes Gegenstiick zu Satz 38 ergibt sich

SATZ' 47. Jede quasi-p-nukleare Abbildung T von ¢ (A) in einen Banach-
raum F ist p-nuklear, und es gilt v,(T) = v3(T)
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Beweis. Weil der Banachraum C(4)' die Approximationseigenschaft
besitzt, gibt es nach Satz 26 eine Folge von ausgearteten Abbildun-
gen T, mit vg-lian = T. Da auf Grund der Sétze 46 tund 43 die Iden-
titdt v, (T'— 1) = &(T—T,) = v3(T—T,) besteht, ergibt sich die Aussage
y-lim 7T, = T. Nun folgt aber aus Satz 36, daB T eine p-nukleare AbDil-
dung mit v, (T) = v(T) ist.

Fiir zwei beliebige Banachriume F und F bestehen die Identititen

Ny(B,F) = N} (B, F) wd L(E,F)=ILE#,F).

Dagegen gelten fiir den Hilbertraum I, nach Satz 56 die Aussagen

Ny(ls, i) # N?(l‘u L) und Il 1) ¥ I?(lz, ls).

Obwohl noch keine Beispiele bekannt sind, darf angenommen werden,
daB es zu jeder Zahl p 2 quasi-p-nukleare bzw. quasi-p-integrale
Abbildungen gibt, die nicht p-nuklear bzw. p-integral sind (%).

7. Multiplikationssiitze. Wir Dbeginnen diesen Abschnitt mit dem
fundamentalen (%)

LemMA 8. Ist {x;} eine Folge von Hlementen eines Banachraumes B mit

S x, e T <1

|1q|£1{2l< i >[} =1,
dann 1apt sich die Bildfolge {Txz;} fiir jede quasi-p-integrale Abbildung
TeIS(E, F) mit p > r in der Form Tu; = aiy; schreiben, so daf mit einer
vorgegebenen Zahl ¢ > 0 die Beziehungen
sup { 3 1<ys, I < § (1) +e

=t

gelten. Dabei ergibt sich die Zahl q aus der Indentitdt 1Jr = 1/p+1 Iq.
Beweis (Skizze). Anf der schwach kompakten Binheitskugel (2

von B’ bestimmen wir ein positives MaB g mit u(UY)? < 1§(T)+e, fiw

das die Beziehung ||Ta < { [ IK#, ayl? du(a)}'’ besteht. Dann gilt fiir die

Zahlen ue

{E |al-\7’}1/p <1  wund

= {w(0) [ Kan, @yl du (@)™
o

die Aussage {J]e”}'? < 1,und wie im Beweis von Theorem 4 aus [17]
ergibt sich fiiv die Blemente y; = o ' Tw; die Ungleichung

sup { 3 o BIFI< G+

(4) Diese Vermutung wurde inzwischen von A. Petezyhski bestitigt.
(3) In diesem Lemwa fixieren wir die Grundidee des Beweises von Theorem 4
aus [17].
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Nun formulieren wir das Hauptergebnis dieses Abschnittes.

SATz 48. Uniter der Voraussetzumg 1jr = 1[p+1jqg <1 gilt fiir zwei
Abbildungen Te<L(E,F) wund Se<L(F,&) die folgende Multiplikations-
tabelle:

N N, | NS |1, |Id
Ny |N, | N, | N, | D,
N, | W% | N, | NP
I, |¥ |V L |L
3N | NI | IP

Dabei kann die entsprechende Norm des Produktes 8T durch das Prodult
der jeweiligen Normen von 8 und T abgeschitet werden.

BEPIEL. Aus Te N3(B,F) und Sl (F,Q) folgt STe N.(E, &),
und es gilt v, (8T) < 1 (82 (T).

~ Beweis. (1) TeI3(H, F), 8<I2(F, ). Wir betrachten ein beliebiges
“endliches System von Elementen z, ..., #,<E mit

sup { Z |<ms, a)]’}”’g 1.
1

<1

Dann lassen sich die Bilder Ty, ..., T2, nach Lemma 8 in der Form
T2; = a;y; schreiben, so daB mit einer vorgegebenen Zahl ¢ > 0 die
Ungleichungen

(D)<
1

gelten. Nun ergibt sich wegen Satz 29 die Abschitzung

{ sz }“’s{i s} Z I8y}

wd  sup{ 3 Ky, oI < (1) 4

o<1t g

< sup{ Y icus, o>
1

<1
<GS [ (T)+e],

aus der wiedealrum nach Satz 29 folgt, daB das Produkt ST eine quasi-r-
integrale Abbildung mit ?(ST) < Q(8)I(T) ist.
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(2) Te N,(E,F),Sel?(F,®). Wir stellen die Abbildung T in der
Form T» = > <&, a;>y; dar, so daB mit einer vorgegebenen Zahl ¢>0
die Ungleichungen

{ Dlade} " <vp(m e mmd  sup{ 3 i, BT <1

bestehen. Wegen Lemma 8 und der Gleichung 1/p’ = 1fg-+1/r" 148%
sich dann die Bildfolge {Sy;} in der Form Sy; = a;2; mit

(Dl <1 wma sup{ Y i ol "< §(8)+e

llell<s

schreiben. AbschlieSend folgt aus der Identitit

STz = 2 o, ade;
und der Ungleichung

1 , 1
I3 asal < { D 10" 3 ladP}” <vp(T)+e,
daB das Produkt ST eine r-nukleare Abbildung mit

v, (8T) < [ (8)+ e [v,(T) +¢]
ist.

(8) Te Ny(B, F), Sely(F,G). Die Aussage STeN,(E,G@) und die
Ungleichung v.(8T) < 14(8)v,(T) erhdlt man unmittelbar ans (2) und
Satz 40.

(4) Te Np(B, F), Se Ny(F, &). Die Aussage 8T e N, (E,G) und die
Ungleichung v, (8T) < vq(S)v,(T) erhilt man unmittelbar aus (3) und
Satz 34.

(8) Te Ny(E, F),Sc N3(F, ). Die Aussage ST N,(E,F) und die
Ungleichung v, (87) < v§(8)v,(T) erhilt man unmittelbar aus (2) und
Satz 43.

(6) Tel,(E, F), SeI?(F, @). Nach Satz 16 gibt es zu der Abbildung
T eine Zerlegung

P I Q
E—>C(0)—> Ly(U, p)—> F

mit [P <1, QI <1 und 1,(I) < tp(T)+2 Dann ist die Abbildung SQI
nach (1) und Satz 40 quasi-r-integral, und aus Satz 46 ergibt sich sogar
die r-Integrabilitit. Dabei gilt die Ungleichung

W (8QI) = £ (8QI) < ()G (D) < G (8) [w(T)+e]-

Folglich ist das Produkt ST eine r-integrale Abbildung, und man
hat 4 (8T) < §(8)w(T).
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(1) Tel,(B,F), Sl (F,G). Die Aussage STel.(#,6) und die
Ungleichung  1,(8T) < 1,(8)1,(7) erhiilt man unmittelbar aus (6) und
Satz 40.

(8) TeIS (B, F), S<I,(F, @). Nach Satz 18 gibt es zu der Abbildung
8 eine Zerlegung :

P I Q
F—> Lo (V' ) —> Ly(V', ) —> €@

mit [P < 1, |9l <1 und y(I) < t4(8)+ & Weil der Banachraum Lo (V" u)
die Fortsetzungseigenschaft besitzt, ist PT nach Satz 41 eine p-integrale
Abbildung mit 1,(PT) < (7). Nun folgt aus (7), daB dag Produkt ST
eine r-integrale Abbildung mit

4 (8T) < [1QlIg(1) 1 (PT) < [1(8)+813(T)
ist.
(9) Te NUE, F), S<I,(F, @). Nach Satz 18 gibt es zu der Abbildung
S eine Zerlegung

P 0 I Q
I —> L, (V' ) —> Ly(V', p) —> &

rqit 1P < 1, 19l < Lund 1, (T) < y(8)+e. Weil der Banachraum Ly, (V°, x)
die Fortsetzungseigenschaft besitzt, ist PT nach Satz 38 eine p-nukleare
Abbildung mit v, (PT) < v3(T). Nun folgt aus (3), daB das Produkt 7
eine r-nukleare Abbildung mit

v (8T) < 1@l (D) vp (PT) < [1(8)+£1v3(T)
ist.

(10) .Te NY(B, F), 8eI$(F, ). Durch die Abbildung Kz = <
b.etten ?vu* den Banachraum @ isometrisch in den Banachraum B(W°)
ein. We?ll B(W') die Fortsetzungseigenschaft besitzt, ist XS nach Satz 41
eine q-}ntegrale Abbildung mit 1,(X8) < (8). Nun folgt aus (9), daB
EKST eine r-nukleare Abbildung mit v,(K8T) < 1,(K8)v2(T) ist. Deshalb
rréuB' das Produkt 8T nach Satz 39 eine guasi-r-nukleare Abbildung mit
v (8T) < 4(8)v3(T) sein.

(1) Te N,‘}Q(E, F), 8 NJ(F, ). Die Aussage STeN?(H, @) und die
Ungleichung v (ST) < v§(S)v§(T) erhilt man unmittelbar aus (10)
und Satz 43. .

(12) Te NQ(B, F), 8¢ Ny(F, @). Die Aussage ST¢ N,(H, ) und die
grrﬁglegihlmg V. (8T) < v (8)v3(T) erhiilt man unmittelbar aus (9) und

atz 34.

(13) Tel,(B, F), S« NJ(F, &). Nach Satz 16 gibt es zu der Abbildung
T eine Zerlegung

P I Q
B—>C(U)—> L,(U% u)—> T
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mit |PI<1, 1Q1<1 wd y,(I) < y(T)+e Weil der Banachraum
L,(U', u) die Approximationseigenschaft besitzt, existiert nach Satz 26
eine Folge von ausgearteten Abbildungen Ry eLy(Ly(T ), G) mit

VW-lim R, = 89.
Da nach (6) und Satz 43 die Abschitzung
G(8QI— RuI) < (8@ — Bu) (1) = v (SQ—Ra)up(I)

besteht, hat man
ClimR,T = SQI.

Deshalb ist die Abbildung SQI nach Satz 44 quasi-r-nuklear, und aus
Satz 47 ergibt sich sogar die r-Nuklearitit. Dabel gilt die Ungleichung

v,(8QI) = v (8QT) = (8QD) < § () (1) < ¥ (8)[w(T)+2].

Folglich ist das Produkt ST eine s-nukleare Abbildung, und man
hat v, (8T) < v3(8) u(T).

(14) T el (B, F), Se Ny(F, ). Die Aussage ST« N,(E,G) und die
Ungleichung v, (S8T) < vg(8),(7) erhiilt man unmittelbar aus (13) und
Satz 37.

(18) TeI2(E, ¥), S¢ Ny(F, G). Nach Satz 8 gibt es zu der Abbildung
8 eine Zerlegung

P D Q
F—>1,—>1,—>@

mit [P <1, Q] < 1 und vg(D) < vg(8)+e. Weil der Banachraum I, die
Tortsetzungseigenschaft besitzt, ist PT nach Satz 41 eine p-integrale
Abbildung mit ,(PT) < $(T).

Nun folgt aus (14), dab das Produkt ST eine r-nukleare Abbildung
mit v, (8T) < vg(8) 5 (T) ist.

(16) T<IS(E, F), Se Nj(F,&). Durch die Abbildung Kz = <z, -
betten wir den Banachraum @ isometrisch in den Banachranm B(W"
ein. Weil B(W°) die Fortsetzungseigenschaft besitzt, ist K8 nach Satz 38
eine g-nukleare Abbildung mit v,(KS) < v¢(8).

Nun folgt aus (15), daB EST eine r-nukleare Abbildung mit v, (KS8T)
< vg(ER8)&(T) ist. Deshalb muB das Produkt ST nach Satz 39 eine
quasi-r-nukleare Abbildung mit v¥(8T) < v2(8)N(T) sein.

Wenn die Voraussetzung 1/p-+1/g < 1 nicht erfillt ist, bleibt Satz 48
richtig, falls man r = 1 setzt. Schiirfere Aussagen koénnen erst dann
formuliert werden, wenn es gelingt, die von uns untersuchten Abbildungs-
klagsen auch fiir Zahlen p mit 0 < p <1 zu definieren.

Wir Dbeweisen nun einen Multiplikationssatz mit vollig anderem
Charakter.
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Samz 40, Aus T<K(E,F) und S<k,(F, Q) folgt stets STe Ny(B, @),
und es gilt vp(8T) < 1, (S) Tl )
Aus Tez,(E,F) und S<K(F, Q) folgt stets STe Np(H,G), und es
gilt v,(8T) < Sl (7). » |
Beweis. Nach Satz 16 gibt es zu der p-integralen Abbildung S eine
Zerlegung
P o I 0 Q
F—>0(V)—> Ly(V s ) —> @
mit [P <1 und Q] <1, so daB mib einer vorgegebenen Zahl & > 0 die
Ungleichung
w(I) = p(V)” < w(8)+s
besteht. Weil der Banachraum C(V°) die metrische Approximations-
seigensehaft Desitzt, existiert eine Folge von ausgearteten Abbildungen
PheLy|F, (V") mit
Pl <1 uwnd Hm|\PT—-P,T| = 0.
n

Nun ergibt sich aus Satz 35 die Abschitzung
V(TP T—IPnT) = w(IPpT—IPpT) < [4(8)+ el | P T —Pr 1],

und man erkennt, daB die Cauchy-Folge {IP,T} in Np(B, Ly(V’, u))
einen Grenzwert hat, der mit der Abbildung IPT zusammenfillt. Folglich
ist das Produkt ST = QIPT eine p-nukleare Abbildung mit

Vo (8T) < vy (IPT) = litnvy (1P, T) = limi, (1P T) < [w(8)+ 1|7

Da sich der zweite Teil unserer Behauptung durch analoge Betrach-
tungen ergibt, verzichten wir auf die Durchfithrung des Beweises.

Zum Beweis des folgenden Satzes bendtigen wir

LemMMa 9. Aus Te W(H, F) und Sc¢V(F, ) folgt ST<K(H, ).

Beweis. Jede beschrinkte Folge {#,} aus B wird durch 7' in eine
relativ schwach kompalkte Folge {Tz,} abgebildet. Da die relativ schwach
kompakten Teilmengen eines Banachraumes jedoch auch relativ schwach
folgenkompakt sind, kann man eine schwach konvergente Teilfolge
{Tw,} finden, die durch § in eine konvergente Folge {SI',,} tberfithrt
wird.

Alg unmittelbare Folgerung aus Satz 33 und Lemma 9 erhilt man

Satz 50. Aus Te W(E, F) und Sels(B, &) folgt ST<K(H, ).

Wie die identische Abbildung von C[0,1] in den reflexiven Banach-~
raum L,[0,1] zeigh, ist das Produkt von einer p-integralen Abbildung
mit einer schwach kompakten Abbildung fiir p > 1 im allgemeinen nicht
kompakt. Fiir den Fall p = 1 bewies dagegen schon A. Grothendieck [4]
den folgenden
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Barz 51. Aus T'e W(B,F) und 8cI,(F, ) folgt ST N,(E, G).
Aus Tel,(E, F) und Se W(F,d) folgt STe< N,(E, ).
8. Dualitiitstheorie. Der Ausgangspunkt fir die in diesem Abschnitt

entwickelte Dualitiitstheorie ist das im wesentlichen auf A. Grothendieck
[4] zuriickgehende

Leyvwa 10. Wenn E' die Approximationseigenschaft besitet, hat jede

I-nukleare Abbildung Te N,(E, B") eine eindeutig bestimmte Spur:
Spur(T) = >' @i’ az).

Dabei ist Tx = 3 {x, a;dw; eine beliebige Darstellung der Abbildung

T mit Y lagll|lwi]| < oo, und es gilt
[Spur(T)i < vy(T).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein gerichtetes System von
ausgearteten Abhildungen 8,¢L(E',E’'), so daB zu jeder kompakten
Teilmenge K von E' ein Index v mit {ja— S,a} <1 fiir aeK und »> »,
existiert.

Wir Dbetrachten nun eine zuldssige Darstellung Tz = 3 {x, ad>a
und bestimmen eine Folge von positiven Zahlen «; mit

limai' =0 wnd  laifai i’ < 1.

Dann konvergieren die Linearformen (alla;|)™'a; gegen 0, und es
gibt zu jeder Zahl &> 0 einen Index », mit

flag— 8, il < easllay]  fiw i =1,2,... und » = »,.

Deshalb bestehen die Abschitzungen
|Z iy ay— Y <@’ Sap|<e i vz,
und wir erhalten die Beziehung
Spur (T :Z ey ey = lifnz (ay'y Syay.
Da jedoch mit heliebigen endlichen Darstellungen
8,0 = 2‘ (g 5 0 @y
die Identititen 7

Dty Sy = Y e’y ad <oy, ay = DTl an)
i 14 i
gelten, hat man
Spur(7) = lim Y <T@, a).

7
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Damit haben wir gezeigt, daBl die Defmmon der Spur von der spe-
ziellen Wahl der Darstellung Tw = Y <z, a;p»; unabhiinging ist.

Im folgenden sind p und p' stets zwel konjugierte Ixponenten mit
1< p, p < +oo. Dann gilb

SATZ 52. Wenn E' oder F die Approximationseigenschaft besilzt, wird
fiir jede Abbildung SelIl(F, B") durch den Ansate

T, 8 = Spur(87)

auf No(B, F) eine Lincarform S8 wmit der Norm & (8) definiert. Da sich
jede beschrinkte Linearform auf diese Weise erzeugen lipBt, hionnen die
Banachriume IS(F, B") und Np(B, FY miteinonder identifiziert werden.

Beweis. Wir setzen voraus, daBl B’ die Approximationseigenschaft
Dbesitzt. Dann gilt nach Satz 48 und Lemma 10 fir T'e Ny(#, ) und
SeId(F, B") stets die Abschitzung

[Spur (87)] < 3 (8) vo(T).

Deshalb wird durch die Zuordnung 7T ->Spur(ST) auf N,(H,T)
eine Linearform S definiert, deren Norm nicht gréBer als W (8) ist.

Wir zeigen nun, daB sich jede beschriinkte Linearform. 8¢ No(H, )’
mit der Norm v,(8) in der Form <7, S) = Spur(87) darstellen 14Bt,
so daB fir die Abbildung SIS (F, B") die Identitit 1J (8) = v,(8)’
besteht.

Zuerst bestimmen wir die Abbildung S. Zu diesem Zweck bezeichnen
wir mit s®@y diejenige ausgeartete Abbildung, die durch die Zuordnung
2 ~>{x, ayy definiert wird. Dann folgt aus der Abschitzung

Ka®y, 831 < vp(8) vp(a®y) < vy (8)'llall [yl

dafl der Ausdruck {a®y, S)> eine stetige Bilinearform auf F' XTI ish.
Deshalb gibt es eine Abbildung S<L(F, B"') mit {a®y, 8> = {8y, a).
Da fiir jede p-nukleare Abbildung T» = <z, ¢;)y; die Identitét

Spw (8T) = D' <8ys, a:d = D <a®ys, 8) = (T, 8

besteht, stimmt die Zuordnung 7 — Spur(87) mit der vorgegebenen
Linearform § iiberein.

Abschliefend betrachten wir ein endliches System von Elementen
Y15 -++y YneF. Dann gibt es zu jeder vorgegebenen Zahl & > 0 beschrinkte
Linearformen a,, ..., a, B mit ||Sy,| = (Sy;, a;> und ||a;] < 1-+&. Deghalb
besteht fiir die durch den Ansatz

n
Tw = > hile, ady
1
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definierte Abbildung 7T die Ungleichung

STl Y1l sup { 3 1<, 03P
< wi<t 4

und wir erhalteﬁ aus der Identitdt

vp(T)

n n
2 MliSyll = 3] :Sys, as> = <T, 8
1 1
die Abschitzung

2 1Syl < [+ alvn(8) { S} sup { 3] 1<, 03}
1 1 1

Da die Zahlen 4, ..., 4, vollig beliebig waren, ergibt sich in Ver-
bindung mit dem Grenziibergang ¢ — 0 die Aussage

“ Bh , - YD’
{ 2 182" < v (8) sup. {Z Kye, P}

und aus Satz 29 folgt, dal S eine quasi-p’-integrale Abbildung mit
2(8) < vp(8) ist. Da wir jedoch bereits gezeigt haben, daf die Norm
der Linearform § nicht grofer als L?,,(;S') sein kann, gilt in der vorangehen-
den Ungleichung sogar das Gleichheitszeichen.

Wir setzen nun voraus, daf F die metfrische Approximationseigen-
schaft (%) besitzt, und stellen fest, daf die Abbildung ST eL,(E, E")
fiir jede ausgeartete Abbildung TeL,(E, F) eine eindeutig bestimmte
Spur hat, die durch die Gleichung

n

Spu(ST) = 3 (Syi, >

definiert wird. Dabei igt
Tw = D' (@, a>y;
1

eine beliebige Darstellung der Abbildung 7, die man auf Grund von
Lemma 7 und Satz 34 so wihlen kann, daff mit einer vorgegebenen Zahl
¢ >0 die Ungleichung

{Z P} sup { 12 I<ys, BT} < vp()+ e

besteht. Deshalb gilt die Abschétzung
ispur (87)] < { Z‘ NP} { Z ISy} < (8

) vo(T) 41,

(*) Alle Uberlegungen werden wesentlich komplizierter, wenn man nur die
Approximationseigenschaft benuizen will.
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und man erkennt, daB durch die Zuordnung I — Spur(87) auf dem
dichten linearen Teilraum Lo(E, F) von N,(F,F) ecine beschrinkte
Linearform § definiert wird, die sich in eindeutiger Weise auf den ganzen
Raum N, (B, F) fortsetzen 148t. Dabei folgt aus der Ungleichung

Spur (8T)| < . (8) v, (1),

daB die Norm der Linearform § nicht groBer als @ (8) ist. Nun kann man
den Beweis wie im vorausgehenden Fall zu Ende fithren.

STz 53. Wenn E' oder F dic Approxvimationseigenschaft besitzt, wird
fiir jede Abbildung Sel, (F, B") durch den Ansatz

T, 8y = Spur(87)

ouf NQ(E,F) eine Linearform 8 mit der Norm v, (S) definiert. Do sich
jede beschrinkte Linmearform auf diese Weise erzeugen lipt, Linnen die
Banachriume I,(F,B") und N§(B,F) miteinander identifiziert werden.

Beweis. Auf Grund von Satz 18 gibt es zu jeder p’-integralen Abbil-
dung 8§ eine Zerlegung

P I @
F—> Lo(V', ) —> Ly (V°, ) —> B

mit |P|<1 und Q| <1, so daB mit einer vorgegebenen Zahl ¢ > 0 die
Ungleichung v (I) < 1, (8)+ ¢ besteht. Da der Banachrawm L. (V° u)
sowohl die Fortsetzungseigenschaft als auch die metrische Approximations-
eigenschatft besitzt, gilt nach Satz 38 fir jede Abbildung TeL(H, F)
die Identitit v,(PT) = v§(PT), so daBl wegen der Sitze 40 und 52 die
Abschitzung

[Spur (8T)| = |Spur(QIPT)| < 3.(Q1) v, (PT)
besteht. Damit ist die Ungleichung
ISpur (87)] < 1 (8) v (T)

bewiesen, und man erkennt, daf durch die Zuordnung T — Spur(87T)
auf dem nach Satz 26 dichten linearen Teilraum L,(E, F) von N (H, F)
eine beschrinkte Linearform S definiert wird, die sich in eindeutiger
Weise anf den ganzen Raum NP (B, I) fortsetzen 1iBt.

. Wir zeigen nun, daB sich jede heschrinkte Linearform & e N,,(,“’ (7, 1y
mit der Norm vQ(;S')’ in der Form (7', 8 = Spur(87T) darstellen lift,
so daB fir die Abbildung SeI,(F, B”) die Identitit v, (8) = v&(S)’
besteht. Dabei konnen wir die Abbildung § genau so wie im Beweis des
vorangehenden Satzes durch die Beziehung (a®y, 8> = (8y, a) defi-
nieren. Da fiir jede ausgeartete Abbllchmg

Tz = Z@-’: 0 Y:
1

< [w (8)+e]v3(T)

icm

p-nukleare Abbildungen 53
die Identitét

Spur (87) §’<Sy1, wy = ?<af®yz-, 8y =T, 8

gilt, stimmt die Zuordnung 7' — Spur(ST) auf L,(#, F) und somit nach
Satz 26 auch auf ganz NZ(E, F) mit der vorgegebenen Linearform §
{iberein.

Wir miissen nun noch’ beweisen, daB § eine p’-integrale Abbildung
mit v, (8) = vS(S)’ ist. Zu diesem Zweck betten wir den Banachraum F
durch die Abbildung Py = {y, -> isometrisch in den Banachraum B(V°)
ein. Weil dann die Identitit v5(7T) = v§(PT) = v,(PT) besteht, wird
der Banachraum N,’;’(E,F) durch die Zuordnung 7 — PT isometrisch
in den Banachraum N,(E,B(1’)] abgebildet. Deshalb gibt es nach
dem Hahn-Banach-Theorem auf N,{E, B(T")) eine beschréinkte Linear-
form 8 mit (PT, &> =T, 8 fir Te NS(E, F) und v,(8) = v5(8).
Diese Linearform 146t sich nach dem vorangehenden Satz mit einer
Abbildung Selfj’/(B(V"),E") in der Form (PT S) _Spm(SP.T) dar-
stellen. Dabei gilt die Identitit by (S = v,(S)

Nach den Dar stellung\sataen( y von L M. Gelfand oder S. Kakutani
und Satz 46 ist aber § sogar eine p’-integrale Abbildung mit Ly (8) S = Lp'(S)
Da sich aus der Gleichung <8y, a) = {a®y, §) = {a®Py, S} = <SPy, ay
die Aussage § = Sp ergibt, ist S eine p'-integrale Abbildung mit

e (8) < VE(8)"

In der letzten Ungleichung muB jedoch sogar das Gleichheitszeichen
gelten, denn wir haben bereits gezeigt, daB die Norm der Linearform N
nicht groBer als i, (S) sein kann.

9. oco-nukleare und oo-integrale Abbildungen. Bei dem Versuch,
die im vorangehenden Abschnitt aufgestellten Dualitétstheoreme auch
auf die Grenzfille p = 1 und p = co auszudehnen, st6At man fast zwangs-
linfig auf die folgenden Definitionen.

Eine lineare Abbildung T von einen Banachraum ¥ in einen Banach-
raum F heiBt co-nuklear, wenn sie in der Form Tz = 3 {®, a;yy; dar-
gestellt werden kann, so daB fiir die beschrinkten Linearformen a;e B’
und die Elemente y;eF die Aussagen

lim el = 0 und supl S‘ 1{ys, b)‘} < oo
i

<1

(7) Vgl [8] und [11]. Wenn man die Abbildung & auf C(V? einschrinkt,
werden keine Darstellungssitze bendtigt.
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gelten. Setzt man
Voo( ) 1 [S%].)Ha ” [;Iillllg{ |<.7/ ’ >|}]7

wobei das Infimum iiber alle moglichen Darstelungen der Abbildung
T gebildet wird, so bleiben sdmtliche Sétze ans dem 1. Abschnitt giiltig.
Insbesondere ist eine Abbildung T'e N (#,F) dadurch charakterigiert,
daB sie sich in der folgenden Art faktorisieren l146t:

P D Q
B—>l,—> ¢,—> F.
Dabei sind P und @ beschréinkte lineare Abbildungen mit ||P[| <1 und
@l <1, wihrend die Abbildung D durch eine Zuordnung der Form
D

{51} —> {51‘ f,,} mit {51,} €0y
definiert wird. Zusitzlich kann erreicht werden, daB mit einer vorgege-
benen Zahl & > 0 die Ungleichung .

SUP (0] < Voo (T) +-¢
gilt.
Eine lineare Abbildung T von einemB anachraum Z in einen Banach-
raum F heit co-integral, wenn sie mit einem auf der schwach kompakten

Einheitskugel U® des dualen Banachraumes E' definierten F-wertigen
MaB M in der Form

To= (<, aydM (a)
Ul

dargestellt werden kann. Sefzt man
o (T) = inf | M[j,

wobei das Infimum tiber alle in den Darstellungen von T auftretenden.
F-wertigen MafBe M gebildet wird, so bleiben die Sitze 11-14 des 3. Ab-
sehnittes giiltig, Jede beschrinkte lineare Abbildung von einem Banach-
raum 0(4) in einen beliebigen Banachraum F igt co-integral, und die
Abbildungen T el (B, F) sind dadurch charakterisiert; daB gie sich in

der Form
P Q
B—>C4)—>F
ze.rlegen lagsen. Dabei sind P und ¢ beschrinkte lineare Abbildungen
mit [P]<1 mnd [ < o (T)+e.

Di'e im 6. Abschnitt angegebenen Beziehungen zwischen p-nuklearen
und p-integralen Abbildungen bleiben auch fiir den Fall P = oo erhalten.
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LeMMA 11. Wenn B’ oder F die metrische Approzimationseigenschaft
besitet, kann jede ausgeartete Abbildung T eLy(H, I') in der Form

n
To= D' {@, 6y
1
dargestellt werden, so da8 mit einer vorgegebenen Zahl & > 0 die Ungleichuny

n
supllad]- sup | <, DI} < ol T)+e
v 1283 By

besteht.
Beweis. Wir setzen voraus, da F die metrische Approximations-
eigenschaft bezitzt, und bestimmen zu der Abbildung T' eine Zerlegung

P Q
E—>C¢(UY—>F

mit Pz = (&, > wnd Q] < . (T)+¢/4.
Wie im Fall 1 < p < +oco 148t sich die Abbildung T in der Form

T
Ts = _,S{m, > Yr+ @ Px
schreiben, so daf die Ungleichungen

7
(5 e ol < o/
up 1; Ky, DOI} < o4

laxl <1 wnd s
11bil;

gelten. Dubei ist @, eine ausgeartete Abbildung von O( U% in F. Deshalb
gibt es MaBe uzeC(U°) und Elemente g, x<F mit

8
; byl < o4
;}llspl{];:K?/Hk: >1] el4,

fiir die die Identitét
&
Q9 = 2 @y P Yrok
k=1

8
besteht. Wird nun das MaB g durch Normierung aus dem MaﬁZi,u,k]
k=1
gewonnen, so existieren nach dem Satz von Lebesgue-Nikodym Ful_lk-
tionen fieLy(U® u) mit gy = fru. Folglich besitzt die Abbildung @, eine
Darstellung

8§

the = Z[ fw(a)fh(a)dﬂ(a)] Yriis
o0

k=1

und man kaun den Beweis wie im Fall 1 < p < +oo zu Ende fithren.
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RBine lineare Abbildung 7 von einem Banachraum ¥ in einen Banach-
raum F heiBt quasi-co-nuklear, wenn es eine Folge von Linearformen
a;e B’ mit

lim ||| = 0
i

gibt, so daB die Ungleichung
| T|| < sup [<m, @]

besteht. Setzt man
V3 (T) = int[supla],

wobel das Infimum iber alle zulidssigen Folgen {a;} gebildet wird, so
gilt die Identitit (%) v&(T) = |7, and wenn £’ oder J7 die Approxima-
tionseigenschaft besitzt, hat man N2(E, F) = K(#, F).

Werden schlieflich alle heschrinkten linearen Abbildungen alg
quasi-oo-integral bezeichnet, und setzt man 120(1’) = [T, 80 bleiben
samtliche Aussagen der Abschnitte 5 und 6 bis auf die Sitze 32 und 33
erhalten. )

Fiwr den Fall, daB E’ oder F die Approximationseigenschaft besitat,
bat bereits A. Grothendieck [4] die Isomorphien N,(E, F)' = L(F, ")
und K(E, F) = I,(F,E”’) bewiesen. Die beiden fehlenden Aussagen
N (B, FY = I{(F, B") und NP(H,F) = I,(F, B") ergeben sich durch
Ubertragung der Beweise fiir die Sitze 52 und 53. Dabei mub man beachten,
daB fir jede Abbildung Sel(F, ) eine Zerlegung der Form

P Q
Iﬂ'_—)G(UU)H > B

mit P <1 und Q] < 1,(T)+ ¢ existiert, wobei der Banachraum ¢ (gt
die Fortsetzungseigenschaft besitzt.

10. Abbildungen in Hilbertriumen. Fine beschriinkte lineave Abbil-
dung T von einem Hilbertraum H, in einen Hilbertraum H, wird als
Hilbert-Schmidi-Abbildung (vgl. [3],[16] oder [20]) Dbezeichnet, wenn
fir ein vollsténdiges Orthonormalsystem {e;},; von H 1 die Ungleichung

D ITe2 < oo
I

be}s‘ueht. Die Gesamtheit S(H,, H,) aller derartigen Abbildungen ist ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukst (®)

(8,T) = E(Sei, Te;)
I

(*) Diese Identitit ist die Verallgemeinerung von Satz 43 auf den Fall P o= 0.

(*) Das Skalarprodukt ist von der speziellen Wahl des vollstindigen Ortho-
normalsystems unabhingig.
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und der Norm
o(T) ={ 3 e} .
T

Jede Hilbert-Schmidt-Abbildung 7 e S(H;, H,) kann mit zwei Ortho-
normalsystemen {e;} und {f;} in der Form Tr = > (2, ¢;)f; dargestellt
werden. Dabei gilt die Identitit o(T) = {E Mg}z}”g. Da man durch die
Ansitze Pr = {A;(x, ¢;)} und @ {n;} = ) n:f; zwei Abbildungen PeL(H,, 1,)
und QeL(l,, H,) mit [P} = o(T) und [|Q}, = 1 erhalt, ergibt sich fir T
die Produktdarstellung 7 = QI;P. Dabei ist I die identische Abbildung
von I, in I,, die wir im folgenden genauer untersuchen wollen.

Nach [13], [14], [16] oder [23] gilt

Satz 54. Die identische Abbildung von Iy in 1, ist quasi-1-inlegral (°).

Man kann sich leicht iberlegen, daB die Abbildung I3 nicht 1-integral
ist. Dagegen erhalten wir

Sat1z 55. Die identische Abbildung von Iy in 1, ist p-infegral fiir p > 1.

Beweis. Mit den Rademacherschen Funktionen p,(t), (1), ... wird
durch den Ansatz

258 —
P& =

Eioi(t)

“l‘fj 2

eine beschrinkte lineare Abhildung P von I, in L, [0, 1] definiert. Setzt

man andererseits
1

Qf =1 f) sty i},

50 .ergibt sich nach [7], 7.1.5, eine beschrinkte lineare Abbildung ¢ von
L,[0,1] in I,. Deshalb ist I = @QIP nach Satz 17 eine p-integrale AbDbil-
dung.

Wir formulieren nun das Hauptergebnis dieses Abschnitites.

Sarz 56. Fir zwei Hilbertriume H, und H, gelten folgende Aussagen:

(1) NJ(Hy, Hy) = Iy (H,, Hy) = S(H,y, Hy) fiir 1<p < foo;

(2) N, (Hy, Hy) = L(H,, Hy) = S(Hy, II,) fir 1<p< 4003

(3) NQ(H,, H,) = K(H,, H,) und I$(H,, Hy) = L(H,, H,);

(1) Ny(Hy, Hy) = L,(H,, H,).

Beweis. Unter Verwendung von Satz 54 und der Tatsache, daB
sich jede Abbildung T'eS(H,, H,) in der Form T = QI*P schreiben liBt,
wurde in [14] gezeigt, daB die Hilbert-Schmidt-Abbildungen mit den
quasi-1-integralen Abbildungen zusammentallen: I?(Hy, H,) = S(Hy, Hy).

(**) Der genaue Wert der Norm lg’(]i) konnte bis jetzt noch nieht ermittelt

werden. Vermutlich gils (¥ (I3) = 1’2
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Da sich die Hilbert-Schmidt-Abbildungen in der o-Norm durch
ausgeartete Abbildungen approximieren lassen, gilt nach Satz 44 sogar
die Aussage NP(H,, H,) = S(H,, H,). Durch Dualisierung erhalten wir
nach Abschnitt 9 die Beziehung I (Hy, Hy) = S(Hy, H,). TFolglich
sind alle p-integralen Abbildungen vom Hilbert-Schmidtschen Typus.
Andererseits folgt fiir p >1 aus Satz 55 und der Darstellang 1" = QI3P,
daB alle Hilbert-Schmidt-Abbildungen p-integral sind:

117(H17H2) = S(Hy, H,) fir 1 <p < +oo.

Deshalb gilt nach Satz 36 auch

N,(H,, Hy) = S(H;, Hy) fir 1 <p = 0.

Dureh Dualisierung dieser Gleichung erhalten wir nach Sabz 52
die Beziehung

I} (Hy, Hy) = S(H,, Hy)  fir 1<p < +oo,

die von Pelezynski [12] Dereits auf direktem Wege beweisen wurde.
Folglich gilt auch

NS(H,, H,) =S(H, H,) firl1<p < +oo.

Die unter (3) zusammengestellten Identititen wurden beveits im
9 Abschnitt erliutert, und die Aussage N,(H,, H,) = I,(H,, H,) folgt
unmittelbar aus Satz 51. :

Aus dem Beweis des vorangehenden Satzes ergibt sich, dafB die
Normen

Q Q

vp=15 fir 1<p < +o0 mwnd wv=1 fir 1 <p< oo -

auf S(E, F) zu der Norm o dquivalent sind. So besteht zum Beispiel die
Ungleichung o(T) < (T) < oo(T). Dabei ist l/n_/z— nach Grothendieck
[6], § 3, Theorem 6, der kleinstmégliche Wert fiir die Konstante ¢. Ledig-
lich im Fall p = 2 besteht die Tdentitéit (vgl. [18]) vy = 1, = v§ = ¥ = o.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 56 erhilt man die bereits von

Grothendieck [6] Dbewiesene Aussage, daB jede Abbildung TeL(H, 1),
die sich als Produkt

P Q
Hy) —> C(4) —> H,

sehreiben 1486, vom Hilbert-Schmidtschen Typus ist. Durch Uhergang
zu den dualen Abbildungen ergibt sich die entsprechende Aussage fiir
Abbildungen, die in der Form

P Q
H,—> Ly(4, p) —> H,
falctorisiert werden kémnen. Dabei gilt die Ungleichung o(7") < |l 2] 1Q]l-
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Sarz 57. Alle 2-integralen Abbildungen T wvon einem Hilbertraum H
in einen beliebigen Banachraum F sind quasi-l-integral, und mit einer
Konstanten o gilt die Ungleichung 1 (T) < o, (T).

Beweis. Wir betrachten eine Zerlegung der 2-integralen Abbildung T

P I Q
H—> 0(U") —> LU’ u) —> F,

50 daB mit einer positiven Zahl & die Aussagen [PI< 1, [|@f<1 und
1,(I) < (T)+ ¢ bestehen. Dann ist die 2-integrale Abbildung IP nach
Satz 56 quasi-1-integral, und es gilt mit einer Konstanten o die Abschi-
tzung (1) .

$(T) < P (IP) < 0(IP) < ofuo(T) + ¢l

Als unmittelbare Folgerung aus den Sétzen 36, 44 und 57 ergibb
sich

Satz 58. Alle 2-nuklearen Abbildungen T von einem Hilbertraum H
in einen beliebigen Banachroum F sind quasi-l-nuklear, und mit einer
Konstanten o gilt die Ungleichung v$(T) < ovo(T).

Durch Dualisierung von Satz 58 erhalten wir nach Abschnitt 9

SATz 59. Alle oo-integralen Abbildungen T wvon einem beliebigen Ba-
nachraum E in einen Hilbertraum H sind quasi-2-integral (12), und mit
einer Konstanten o gilt die Ungleichung 13 (T) < ot (T).

Als unmittelbare Folgerung aus den Sétzen 36,44 und 59 ergibt
sich

SATZ 60. Alle co-nulklearen Abbildungen T won einem beliebigen Ba-
nachraum B in einen Hilbertraum H sind quasi-2-nuklear (%), und mit
einer Konstanten ¢ gilt die Ungleichung v (T) < oveo!(T).

Als Spezialfall von Satz 59 erhilt man die Aussage, daB alle Dbe-
schriinkten linearen Abbildungen von C{A4) in einen Hilbertraum H
quasi-2-integral sind.

Da fiir jedes endliche System von Funktionen fi, ..., fn aus Ly(4, u)
durch den Ansatz

3l

Pgy = N &
1
eine besehriinkte lineare Abbildung P voun Iy in L, (4, u) mib

P} = sup
M9l Lo =<1

n
232
1Y Ky 9017}
1
(1) Der kleinst mogliche Wert fiir die Konstante g ist bis jetzt noch nicht
bekannt.
(32) Alle quasi-2-integralen Abbildungen sind sogar 2-integral.
(%) Alle quasi-2-nuklearen Abbildungen sind sogar 2-nuklear.
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definiert wird, gilt fiir jede Abbildung TeL(L(4, p), H) die Ungleichung

{;Snlym}”” o(TP) < o||T]| sup {;§|<ﬁ,g>1““

lgllcosst

Deshalb sind auch alle beschrénkten linearen Abbildungen von
Ly(A, ) in einen Hilbertraum quasi-2-integral (1*).

Als letzte Folgerung erhalten wir die ebenfalls anf Grothendieck [6]
zuriickgehende Aussage, dafl fiir zwei Hilbertrdume I, und H, und zwei
Banachriume E und F vom Typ C(4) oder L,(4, u) alle Produktab-
bildungen der Form )

B—H ~—>F—H,
und

H—> B> H,—> I
nuklear sind.

11. Schwach singulire Integralabbillungen. Ist G eine beschriinkte
offene Teilmenge des n-dimensionalen euklidischen Raumes, so ergibt
sich

Sarz 61. Unter den Voraussetzungen

n
P> — wumd 0<r<mn
n—1

wird fir jeden stetwgen Kern v<0(@ x @) durch die Zuordnung

p(a) —> !

eine p-nukleare Abbildung T von C(G) in sich definiert, wnd es gilt
v (T) < af
Beweis. Aus der Ungleichung

da

Gyryp) el

1 I/p’
el < Jiel sup {([ Ta— b d“ g () \"(10&

folgt nach Satz 45, daB T eine p- 1ntegrale Abbildung mit 1,(1)
< a(@,r, p)|l7] ist.

Wir betrachten nun fiir jede positive Zahl & die stetige Funktion
0. mit

(v fir 0<1t<e/2,
6:(f) = { linear fiir e2<t< g,
1 fir egig +oo

(*) In [6] wird sogar bewiesen, daB alle beschrinkten lincaren Abbildungen
von Iy(4, p) in einen Hilbertraum quasi-1-integral sind. Vgl. auch [9].
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und setzen
T.(a, b) = p.(la—b|)z(a, b).

Nun folgt aus Ergebnissen von Grothendieck [5] und Satz 4, daB
die modifizierte Abbildung

7, 7. (@, b)
wm—»%ngmwgzym

p-nuklear ist, weil sie durch einen stetigen Kern erzeugt wird. Da fiir
eine Dbeliebige Zahl s mit p >n/(n—s) und 7 < s < n die Abschiitzung
LW(IT—T,) < a(@, s, p)lz]le " gilt, hat man

L-EmT, = T.
&0 )

Deshalb folgt aus den Sitzen 2 und 35, dafl die Abbildungen 7,
ein gerichtetes v,-Cauchy-System bilden, dessen p-nuklearer Limes mit
T ibereinstimmt,
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p-integral operators commuting with group representationis
and examples of quasi-p-integral operators
which are not p-integral

by

A. PELCZYNSKI (Warszawa)

In this note we substantiate a conjecture of Persson and Pietsch
(cf. [5], remark after Satz 46) that for each p > 1 there exists a quasi
p-integral operator (resp. quasi p-nuclear operator) which is not p-in-
tegral (resp. p-nuclear). The case p = 1 is well known; as an example
it is enough to consider in a Hilbert space any operator of a Hilbert-
Schmidt type which is not nuclear. The examples for p > 1 will be con-
structed in the present note exploiting the fact that a p-integral oper-
ator which commutes with representations of a compact group @ has
a “@-invariant factorization”.

1. Preliminaries. The capital letters X, ¥ and Z will stand for Banach
spaces. An operator means bounded linear operator. C(K)-denotes the
space of continuons complex-valued funetions on a compact Hausdortf
space K. A measure on K means a non-negative Borel measure on K
with bounded total variation. If m is a measure on K, then L,(m, K)
denotes the space of complex-valued functions f on K such that m([fF)
< co. We use the notation m(f) = [ fdm.

4

We recall the bagic definitions from [5].
Let 1< p < co. An operator v: O(K) - Y is called p-majorable
if there is a measure m on K such thatb

(1.1) ofI” <m(1f")  for feO(EK).

An operator u: X — Y is called p-integral if there exists an iso-
metrically isomorphic embedding J: X — C(K) and a p-majorable oper-
ator v: O(K) — Y such that 4 = vJ.

An operator u: X — ¥ iy called quast p-integral if there is an iso-
metrically isomorphic embedding I: ¥ - Z such that Iu is a p-integral
operator.
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