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13. Proof of Theorem 1. Formulae (10) and (51) which define
S and S respectively allow us to state that (using the detailed
notation)

GMIE! — orHIGIMIIL oy g > 2

and therefore

AN — grti Bl for 5> 2.

Now, 2* < n < 2*™ for n > 2, hence

| AT | =AM | < 20 A

N 5 2.7 1,7

for ¢, jedy, ne N .

According to Theorem 4, for each m, m > 0, there exist constants
C,, and g, 0 < g, <1 such that

AT | < 0, gl for 4, 5ed™, ne .

Thus Theorem 1 is proved.

The author would like to express his gratitude to Professor Zbigniew
Ciesielski for a suggestion of the problem and his help in the preparation
of this work.
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STUDIA MATHEMATICA T. XLI. (1972)

Applications des ultraproduits i I’étude des espaces
et des algébres de Banach

par

D. DACUNHA-CASTELLE et J. L. KRIVINE (Paris)

Sommaire. Un certain nombre de notions précisant les rapports entre les pro-
Dblémes de caractérisation des classes d’espaces de Banach, et les problémes de la
théorie de la dimension linéaire. Nous posons le probléme de caractérisation: une
classe ¢ d’espaces de Banach est-elle caractérisée par un ensemble de conditions du

type .
n
Vo, Va,... Vm,,((uglaz;mimi:l’m’meﬁ’)

ou F est un fermé (cdne) de (Rlﬁ.) et (a) des matrices réelles données?

La notion d’ultraproduit donne un critére d'étude de telles caractérisations
3 titre d’exemple nous donnons la caractérisation des espaces isomorphes & des sous-LP.
La méthode permet de bien situer le probléme de la dimension linéaire en fonetion
des propriétés des sous-espaces de dimension finie. Nous I'appliquons & certains espaces
a'Orlicz et aux sous algdbres de Banach des algébres IP.

Dans cet article, nous donnons des applications de la notion d’ultra-
produit dans les espaces de Bamach. Les classes d’espaces” de Banach
stables par ultraproduit, isomorphismes (ou isométries) et sous-espaces
se caractérisent par des conditions d’un type simple portant sur la norme.
Nous étendons par exemple & une classe # d’espaces d’Orlicz la propriété:
8i B est un espace de Banach, pour qu'il soit isomorphe (avec des bornes
données)-» un espace O de la classe %, il faub et il suffit que tout sous-
espace de dimension finie de B ait cette méme propriété. Ce type de con-
ditions, a été trouvé sous des formes particulirement simples par Grot-
hendieck pour les espaces isomorphes & des espaces de Hilbert [1] et dans
[2] et [3] pour les espaces isométriques 3 des sous-espaces d’espaces IL7.

Le probléme est évidemment; lié au probléme de la dimension linéaire.

Le plan est le suivant: .

§ 1. Notion d'ultraproduit dans les espaces de Banach.

§ 2. Compléments sur les Banach réticulés.

§ 3. Rappels et compléments sur les espaces d’Orxlicz.

§ 4. Ultraproduits d’Orlicz.

§5. Probléme de plongements et de finitude.
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§ 6. Caractérisation par des conditions portant sur la norme de classes
d’espaces stables par ultraproduit.
§ 7. Caractérisation des espaces isomorphes & des sous-L”.
§ 8. Etude des algébres de Banach l5. Caractérisation des sous-algébres.
Le paragraphe 6 est indépendant des autres paragraphes & I’exception
du paragraphe 1.

§ 1. Définition de I'ultraproduit d’espaces mormés et d’espaces de

Banach réticulés. Soit (B;);; une famille d’espaces normés indexés par I.
Soit 2 un ultrafiltre sur I.
On considére ’espace vectoriel semi normé suivant

Iy = {(fi)ir; fie By, 1l existe MeR™ tel que ||f;ll < M pour tout ¢}
avee [[(fill = lj:}zn”.'lliui'

L’ensemble 4/ des éléments de semi norme 0 forme un sous-espace
vectoriel de I7,.

DEFINITION. (1) On appelle ultraproduit des espaces mormés (B
et DPon note [] B;|2 le quotient II,|A"
iel

(2) Cas particulier: si les (B;),y sont de plus des espaces de Banach,
Despace de Banach uliraproduit des B; est le completa de n B;/2, on le
notera H B;/2. e

Si chacun des espaces B; est réticulé, alors II, est réticulé pour 1'ordre
suivant:

(Ffider > (9i)er 8L pour tout 4, fi=g;

et (fl)tel gz iel = fm U gl el * De pluS sl (f@ LGI’ g’t)lEI) leeﬂol‘/V7 on a
IfiVhi—g; VR <|fi—gdl  pour toust 4 v
done
W Fedier U Pidier — (g2dier © (Bidierll < W Fidier — (90)ecall

done 8i (fi)er ~ (g:)ie; modulo A4, on a
(Fidier Y (hdier ~ (gi)ier Y (B)ier modulo 4.
Done [ B;/2 est réticuld.
el

Comme

H f'n. e Y (gz ’LEI—(.f’L el U g; 151” H f'l. 151 f;)151”+ H(gz)ul_ (g;)LEII]
inégalité obtenue en passant & la limite suivant @ & partir des indgalités:

Ifs v gi—fi O gl < Ifi—Fill + g — g0
on voit que l'opération U de [] B;/@ X []B;/2 - [] B,/@ est continue,
iel il 54

et done que le complété [] B;/P est un espace de Banach réticulé.
o
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8i B est un espace normé, on peut noter (Bp)p. 1a famille de ses sous-
espaces de dimension fini. Remarquons que si X (F) = {G§F, @ > F},
X(F) est non vide (FeX(F)) et que de plus X(F,) n...n X(F,)
= X(F,+...+F,). 1l existe done un ultrafiltre @ sur § tel que X (F)eZ
pour tout F. Soit (fp)pg un élément de n Bg[2. Il existe alors ume

Feg

injection naturelle, linéaire et isoméirique, de B dans H By|2. En effet on

Fe§
définit cette injection ¢ par :

i(f) = (frlpg O fr =1 si feF, fr =0 51 f¢F.

" 4 est évidemment linéaire puisque {F ¢, f, geF}eD done i(f+g) = ¢(f)+

+14(g) (modulo .#), et de méme ¢(Af) = Ai(f) (modulo 4).
() = Lm|fz]| et comme {Fc§F,feF}cD cette limite vaut |f.
L

§ 2. Compléments sur la siructure des espaces normés réticulés.
Soit R un espace vectoriel normé réticulé sur R vériﬁzimt

1) 0<a<y = o)< |yl et si de plus @ ==y alors |zl < [yl
@) =l = llell-
(3) Toute suite décroissante d’6léments > 0 converge.

PROPOSITION 2.1. Soit B = R une algébre de Boole telle que

1. Pour tout f=0,feR, il existe e<B avee fne #0.
2. Bi eeB et ueR, st un(e—u) =0 alors 1ueB.

Sous ces conditions, le sous-espace vectoriel R, engendré par B est partout
dense dans R.

Démonstration. Seit feR,f>0,f#0
LeMME. I ewiste veB et nge N tel que nf > v.
En effet, il existe e<B tel que g =f N e = 0. Pour n, assez grand,

. e e
7,9 < e (car si pour tout %, 0 < ggTL, on aurait ||g|| g“—q;

done [lg]| = 0,
|

donc g = 0). Posons alors z = (nyg—e) U0,» =limenne (20 et
€ Nz est une suite croissante majorée par e, donc e—e Nz est dé-
croissante positive donc convergente, et par suite e Nnz converge).
z et v étant définis, on remarque que si z Ne = 0, comme g<e On
a ngg—e< (ng—1)e alors ¢ =0 et done g = 0. Done z2Ne> 0, soit
>0 (cmr vz ne). Posons w, = (e—v) Nkz. On a 0w, <ke et
O0< w, < e—v< e—e N ng. On vérifie par induetion sur 2, que nw, < €.

En effet on'a, si nw, < e, w, < e—e N pz pour toub p, soit wy+en
N pz<e soit wy+mw, N nke<< e, w,+n(wy, Nka) < e, or W< kz done
(n+Lw, < e

Done 0 < 7, < ¢ pour tout » et done, en passant par les normes,
wy, =0, done (e—v) N ke =0 ou (¢—v) N6 Nke = 0. Lorsque &k — oo,
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¢Nnke v, donc (e—v) Nv =0 (car DPapplication (w,y) -2 Ny, et
continue). Donc veB (hypothése 2).

Soit alors w = ¢ N n(ng—e), w < €, w-tne < nuyg et done (n+1)w

1
< NMyg  ou fnﬂg>(1+47)w et comme g> O,n0g>(1+_1_)(wu0),
B n
Soit
Mg Zw U0 =enn(mg—e) U0 =en (nn,g—e) U0 =e N nz.

Faisons tendre # vers Pinfini, il vient: nyg > v, done g > v[n, et comme
f=g,f>v[n, d'ott le lemme. Supposons R, non dense dams R. Soit
FeR et f¢R, avee f> 0. Soit m = sup{|y|, (7¢Ry, 0< <f)}, et soit
T2 0,1, <f, avec |n,/|t m.

En remplagant 5, par | 7; on peut supposer 7, croissante. Comme

k<n
M <[y 7 rolb vers 7, ou neR,, 0 <y <f. 5 = f puisque f¢ﬁo, done
f~.77 >0 done 11 existe veB tel que f—» > v/n pour un certain neN.
Soit fZn+vin> 0, mais lp+o/nl| >m ce qui est impossible car %+
+v/neR,. C.QF.D.
N :.PROPOSITION 2.2. On peut toujours trouver dans R une algébre de Boole
vérifiant les conditions 1 et 2 de la proposition précédente.

En effet considérons les familles (¢;),.; d’6léments e; tels que Jjgf =1
étra,.ngers de}m & deux ¢; N ¢; = 0 81 1 + 4, enfin ¢; > 0. I_A’existeme1 d’une;
famille maximale résulte du théoréme de Zorn. Posons alors B; = {weR
& Ne;—x = 0} B; est une algébre de Boole. Soit ' '

B=0B;, ={zR;2 = .
= =2, U...Ug
©B; = {wek; W Ve Uy O wy By, 1 e B, )

Alors B est un anneau de Boole qui a les propriétés voulues. En effet:

(1) Soit f=0,feR, on a fne, £ 0 i ;
Soit ; .pour au moing !
la, maximalité de la famille (€5)sez - ' u peh doprs
523(2) Soit yeR, 3523,'.1/ n (6—y) =0. On a2 e=az, U... U Ty, avec
B b BN @ =05, j=1,...,k, 2#34). On a y =y ne Done
Zne =y V... Uy, avec y; =y N; et comme y N (e—y) =0, on
On’!li n (:1—%) =0. Mais &; N (e—a;) =0, done #; N (e—y;) =0 (car
a Isy<m<e or (e—az) n (w;—y;) < (,—m;) Nw; = 0. Done
e—u;) U i—Y:) = (e —
o done ( ) V(2 —9;) = (e B) +(#—y;) = e—y,

W 00— =y 0 (e—a) Uy N @i~y =0

puisque y; N (e;—a,) < #; N (¢;—1,;)). Done y; eB; et yeB.
e B% fst un ammeau de Boole. Pour le munir d’une structure d’algébre
00le, on peut par exemple identifier chacune deg algébres de Boole

©
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B, & une algdbre de parties d’un ensemble ., en utilisant le théo-
réme de Stone, et alors B est identifié & une algebre de parties
2= g Q). :

En général pour obtenir B, on pose B = @ B, ou chaque B; est une
algébre de Boole de R telle que: “

1. 2eR,eeB,z Nne—x =0 => 5B,

2. 2B, Ye Byt £j==xzny =0

3. Pour tout feR,f > 0, il existe z< B, tel que f Nz 7 0, ou ce qui
revient au méme ;

3. La famille (B;);; est maximale parmi celles satisfaisant 1 et 2.

Alors si R; est le complété de D'espace des éléments B;-étagéds,
S? R; est dense dans R.

§ 3. Définition des espaces d°Orlicz et de classes d’espaces d’Orlicz. -
Soit F: Rt — Rt croissante convexe, F(0) =0, F(1) =1, F(x) #0
pour & = 0. On supposera de plus ici que F satisfait la condition (4,):
F(22) < kF(z) pour zeR*.

F (i)

— Posons @A) = f:;lzg —@E
R*, 9(0) = 0, p(4) # 0 pour A =
croissante, puisque

our tout AeR¥. ¢ est croissante sur
P @

0, p est convexe, continue et stricbement

F((02+(1—6)p)m)< 9 F (2z) + (1 — 0) F {ux) 0<o<1,
soit (04+(1— 0)p) < Op(2) +(1— 0)p(n). De F(x) <g(@) F(1) =o(),
on tire P(x)< ¢(z). Une condition nécessaire et suffisante pour que
F(z) = ¢(z) pour tout, # est que pour tout x, ¥ on aib Flay) < F(z)F (y)-
Ta condition est évidemment nécessaire d’aprés la définition de ¢. Elle
est suffisante car F(ir) < F(A)F(z) implique (1) < F(A).

Si on note w(4) = 1/@(1/2). v est aussi continue, strictement croissante
sur R*, p(0) = 0.

— Soit maintenant (2,9, x) un espace mesuré.

DEFINITION. Lp(Q,%U, p) est Vensemble des classes de fonctions f

mesurables telles que ®(f) = [ F(|f])du < oo.
Q

pour

8i Ton pose [if]| = inf{f, 6eRY, (D(-g«) <1}, comme Llapplication

2 — ®(f) est continue strictement croissante de RV dans R* (auto-
morphisme de R™) elle' prend une fois et une seule la valeur 1. Done I
est définie par @ (f/|fl) = L. La convexité de F montre que:

O(f+g)= (f)+P(g) pour f,g=0.
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Ta définition de f]| montre immédiatement que c’est une norme sur Ly
(et 1a propriété 4, montre bien que Ly est une espace vectoriel).

TLes propriétés suivantes nous seront utiles par la suite.

PrOPOSITION 3.1. Lp(2,%U, u) est un espace de Banach pour la norme
définde ci-dessus. De plus les classes de fonctions btagées sont denses dans Lyp.
Enfin Li est réticulé pour Vordre naturel [4].

_ Nous allons maintenant donner quelques inégalités utiles dang

1a suite.
On a
1) wUIfI) < B(H) < gl
f 1 \
— ol L) <ol-2)a(r) @t () >
o cffet 1 ¢(uf||)<"’(ufn) () @t B(f) > p(Ifl)
_ i Ty
o(f) = qb(nfn = ) < qo(nfn)cb( “ f”) o(IF1).

On a, si [f—g] <1 Vinégalité suivante

(3.2) [2(f)—D(g)| <Hf~gli—‘r¢(m —1)¢(!fl ngl).
En effet:

D)=l = @(I71) v g1y —2(f1) N D(lg)
< O(If[ v lgh —D(fl N lgh).

Posons |f] 0 [g] = [f| U lgl =2+, sois h = |f—gl.

On a:
B(a+1) = Bf (1 )"
TR LTy
z h
< (=1 o)+ o)
o1
< ol =) e@+ .
Done

B(s+1)— Blz) < uhn+[¢(T_1"—IhH) —1]¢(z).

f

— Nous serons amenés dans la suite & définir plusieurs classes d’es-
paces d’Orlicz.

©
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8i (Q, ) est tel que (L) < oo, on notera LE(Q, u) Pespace corres-
pondant. La notation K signifie donc que I’on a un espace de mesure
finie. Si par contre (2, u) = (I, d;) oi I est un ensemble muni de la
masse unité en chaque point, on notera Iy(I) 'espace associé.

Remarquons que ’on a les relations d’équivalence suivantes sur les
fonctions sur R*:

7 2@ si et seulement il existe des constantes Qyy Ogy byy by >0
telles que

b,G(a,2) < F(x) < b,G(a,2) pour zeR*.

Si 1a méme relation est vraie seulement pour ze[0,1] on la riote F g

et si elle vaut pour 2¢(1, co), on la note ¥ 2 @. On a alors Ia proposition
suivante:

PROPOSITION 3.2.

m
FeG =Ly =L,
P26 IE = IE,
FG =1y =l

Autrement dit IE (resp. 1) ne dépend que des valeurs de F sur [1, o]
(resp. [0,1]).

Remarquons que la relation b, G(a,, z) < F(z) définit des relations
d’ordre, notées <3, °=3, ®=3, suivant qwelle est vérifiée pour tout zeRY,
tout xe[0,1], tout xe[1, ool ‘

8i 6 3 F, on a Lp(Q,p) < Lg(R, u) Tinjection étant continue.
De méme si

G==3 F, L{Q,p I8, .
Toutes ces propriétés sont immeédiates & vérifier.

'§ 4. Ultraproduits d’espaces d’Orlicz. Soit (B;);; une famille d’espaces
’Orlicz B; = Ly (2;, %y, ), associés 4 une méme fonction F. Soit 2 un
ultrafiltre sur I et B = [] B;/9 lespace de Banach ultraproduit des B;.

el

On sait que B s'obtient par quotient & partir des familles (f;),; telles
que [Ifj| soit bornée. L’inégalité (3.1): v(lfil) < @(fi) <o(lfif) valable
pour tout 4, implique que D((f;)sz) est borné. On peut définir une fonction
&: B —»R"*, par @((fi)id) =lm®(f;). On vérifie que si (fi)ir ~ (9:)ir

P)
(module A#7), on a ¢((fi)i=—1) = ‘p((gi)fd)-

Qt11dia NMatharmating STTT 2 T


GUEST


322 D. Dacunha-Castelle et J. L. Krivine
Eun effet, on a pour [|f;—gill <1 d’aprés (8.2)

) |
0449~ 4001 < = +[p{ 5= =) =] #0054 0l

or lim|f;—gf =0, donc
¢ Lim @ (f;) = Lim ®(g,).
-3 2

On voit en particulier que @ est continue sur B. .

— Les propriétés suivantes, vraies sur chacun des B; somb vraies
sur B par passage & la limite,

(1) ®(u) = P{u))-

@) Su+v)> w)+D(), u,v>0 et &(0u-(1—0)v)> 06(u)+
L(L—B)pm), 0<b<1. -

(3) Biunw =0, Dlutv) =>0(u)+o()

4) d(u) =0<u =0.

®) pul) < D(u) < p((lul))-

(6) ‘15(—“—) =1 si et seulement si [u]| = a.
a

Remarquons que s8i v Nov =20, %= gfi),u, v = (g")ﬁ""’ on peut
choisir u = (fi)ir €6 0 = (g1 tels que f; N g; = 0 (poser f; = fi—f; Ng;
eb g; =g:—f; N g)- o N _

De plus dans B on a 0< » < 0 implique Jju| < [l Bn. effet si [jul]

= o] on a: .
u v v v—1 %
o2 )=o), or. ¢(_--)>qs( )+¢(_)>1
qj(ﬂuil) (Iluli)’ ol ] 77\ il [l
puisque’ @ est strictement croissante.
Enfin dans B, toute suite décroissante d’éléments > 0 converge.
" En effet soit u,>0,u,}, done ®(u,)}a Soit N tel que n>N
= @(u,) < a-+6. Soit m,n>N. On a,

a+6> Q(’”’n) = @(um)"l'@(“n“um) = a+@<'u’n"‘um) v

Done @ (u,; —u,,) < 6. Choisissons § tel que y(#) < 6§ = 2 &. Alors comme
D (U —Upp) < 8 = Py~ Ul)) < 6 O & Uty — || < . Liv suite w, esb
de Cauchy. . ‘

L’espace B vérifie donc les conditions (1), (2), (3) du paragraphe 2.

Soit B, l'ensemble des éléments de B qui ont une représentation
(€:ier ON e; est la fonction indicatrice d’un ensemble A;ed; (avec wu(4,;)
= [lejll < M). B, est un anneau de Boole et &: B, - R est une mesure
additive sur B,. De plut le complété B, de B, dans B est un oc-annean
_sur lequelle @ esti o-additive puisque P est continue sur B.
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Montrons que B, satisfait la propriété 1) de la proposition
(2.1). On a:

#eB, By, u N(e—u) =0 implique ueB,.
En effet, on pose e = (6;)p7, 4 = (%) comme 0 < % < e, on peut supposer
0 < u; < e; pour tout iel.
Soit f; = Loy
fi<e.

Or [fi—ugd = uy N (6;—1uz):

en effet sur {u; > 1}, u; N (g;—u;) = ¢;—u; (puisque ¢; ne prend
que les valeurs 0 et 1) done u; N (¢;—u;) = f;— u, sur {u; > }}. De méme
sur {u; << 3} on & u; N (g—u) = u; = —|fi—u,| puisque fi—x; = —u;.
Par suite, puisque fJu; N (¢;—u;)| — 0 par hypothése, on a |f;—ul -0,
done (fi)ir ~ (#;)s; modulo 4, or (fi)eeze B, done aussi w.

Posons pour eeBy, py(e)= D(e). Le couple (3B, #y) peut donc étre
interprété comme une mesure u, sur une g-algébre 530 isomorphe au
quotient d'une o-algébre de parties d'un ensemble par un o-idéal d’dlé-
ments gp-nuls. On considérera dorénavant B, comme une g-algébre
de parties d’un ensemble £;. L'espace R, des fonctions étagées sur go
est isomorphe 4 ’espace & des fonctions étagées sur (2, o). Mais D est
additive pour les éléments étrangers, et

P(%e) =LHm & (%e;) = F(jA)im B (e;) = F(|2]) D(e).
@ 9

Done sur &(£2,, u,), D se calcule comme i)our LF(.QU,. o). Comme
L2y, o) €8t le complété de &(Qy, u,), on a:

PRrOPOSITION 4.1. Le sous-espace 9"10 de B, compléié de Pespace R, enge-
ndré par B, est isomorphe & Lg(Qy, uo). -

Considérons maintenant le sous-espace de Banach R, de B, engendré
par les éléments étrangers & B,. Done si (f;);;eR,, alors pour toute
(€:)ireB, on a:.

]j;n¢(!fil ne) =0

800t (fi)ier <Ry 80 et seulement si, pour toute famille (A)sezs Az B; telle que
(u:(4,)) soit bornée en 4, on a
[FUf a1 5 0.

A

On a aussi [ F(|f;] 0 M) — 0 pour tout M > 0, puisque
Ay B

9

1

F(fl 0 M) < oAy F %{L ﬂl_) SeUDF(f| n1) s Mz1

et 5 M<1, P(fi n M)< F(f, n1).
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On a alors B ==—?_{0@ERI soit
B = Lp(2y, po)OR:-

Nous allons identifier R, pour une classe particulitre d’espaces d’Orlicz.
ETUDE DES FONCTIONS A VARIATION REGULIERE

Supposons que F soit & variation régulitre, suivant la terminologie
introduite par Karamata, c’est-b-dire que I'on ait des fonctions L, et L,

telles que:

L
sur [0,1], F(x) =w’°1}1(w avec lim L(( )) =1 pour tout 1> 0,
z—>0 1
L) =1,p>1
(1) ' P ) L, ()
sur [1, oo, F(a) = 27L,(®), ¢ =1, L(1) = 1, im =1 pour
>0 Lz( )

tout 4 > 0.

Soit 8, le sous-espace de R, formé des éléments qui ont un repré-
sentant (f;),r tel qu'il existe M > 0 et |f;| < M sur 2; pour tout 7. Il est
elair que 8, est réticulé et que si 0 < u < velSy, alors uel,.

L’espace de Banach réticulé R, est donec somme de directe de S,
et de l'espace des éléments étrangers & S,.

Levme. Soit f = (f;)izeSy, f= 0, et a réel > 0, alors

o(f) =lim [ F(f;)du.

2 {f;<a}

K
En effet, soit 4; = {f; > a}. On a.fF f;) du; < K done p(A;) < Ta)
Par ailleurs (f;);z¢R, eb donc j F(f@ N M)du; 5 0. On choisit M tel
que 0 < f; < M pour tout ¢ et donc ]lIIl [ F(f)du; = 0.

9 {f;>ar
LevMe. Soit f >0 et feS;, alors ®(Af) = ]/11”(6(]’
D’aprés le lemme précédent on a, pour A2 0:

PUN—FOf) =lim <f,,) LE (3f) — 2 B (£)1dp.
Soit a <1 n1/i. Comme Il;'fll(:f)) —1 (2 - 0), on peut choisir a tel que
fi<a= %‘gg—l}<5. On a alors F(If,)—#F(f;) < e (f) b
]m iﬁ}[l"(lfi) — PI(f)lap{ <P Kj B (f)dps < W

Comme ¢ est arbitraire, le lemme est démontré.
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PROPOSITION 4.2. 8, est isomorphe & un espace LP(2,, u,)-

En effet, I'espace S, satisfait les eonditions d’application des propo-
sitions 2.1 et 2.2 et done il existe une algdbre de Boole B, d’éléments > 0
de §, telle que 1'espace des éléments B,-étagés soit dense dans 8;. Comme
@ est additive sur B; et que D(Af) = P P(f) pour feB,, on voit que S,
est isomorphe & ILP(2y, u,).

Remarque. Supposons que u;(£2;) <1 pour tout i. Alors §; = {0}.

En effet, si (f;)ir<R, o0 & flf’(fz N M)dp; 2 0 (comme p(£;)<1)
et donc [ F(f)du; 3 0; et donc D({(f)uz) = 0.

{f;<a}

Nous allons mamtenant étudier espace S, des éléments étrangers i
R, =R @5,

. Levmm. R, est le sous-espace constitué des élémenis admetiant wune
représentation (f;);z telle qu'il existe M > 0 avec |f;] < M.

En effet, il est clair d’aprés ce qui précéde que tout élément de R,
est de cette forme. Imversement soit f>0, f = (fiir avee |fj < M.
On a f = g+h avee geR,, h étranger & R, g, h > 0. Done si & = (R,
0 <k <Jfy, done [y < M sur 2;. Done (h;)eS;. On déduit de ce lemme
que st (fiizeS, on a im @ (f; " M) = 0 pour tout M > 0.

@

Leyve. 8i felS,, alors OUf) = |A|2D(f).
En effet, soit f = (f;)iz > 0. On a

PUf)—1D(f) = li;jﬂ(q)(/lf.-)—/1“Q5(fi))-
Or Lim [@(A(f; N M))|— 2D (f; " M) = 0 et done
2

DUf)—MD(f) =lim [ (P(If)— 2F(f) dps.

2 =iy

. 1
Choisissons M > 1 u7 assez grand pour que

2= M =

L, ()
Ty() ”1‘ <

On a alors [D(if)—A®(f) < limile AeD(f). Dol le
g {; ‘

résultat. _

On en déduit, comme dans le cas de §,, que S, est isomorphe
& L8, o).

Remarque. Si Lz(2;, u;) = lz(E;), espace de Ffamilles F-som-
mables sur F; Comme les suites F-sommables sont bornées, on a

. fM)F(fi)dm =0 pour M assez grand, et donc S, = 0.
7>

fn F(f)dp; <

13> M}


GUEST


326 D. Dacunha-Castelle et J. L. Krivine

On peut résumer les résultats dans le théoréme suivant:
TehOREME 4.1. Soit B; = Lyp(2y, u;) ¢ B'= [[B;/Z avec
iel
F(w) = o Ly (x),
F(z) = oL, (%),

0z,
1< < oo,

F, L, L, ayant les propriétés indiquées plus haut. Alors B est isomorphe
& Vespace de Bamach réticulé )
Ly (R0, po) OLP (21, ) @ L (Dy5 1) -

Si de plus il ewiste K >0 avec p,(2;) <K pour tout 4, B =
Enfin si B; = lx(B;) pour tout i, alors B = Lp@®I”.

KoLl

§5. Problémes de plongement et de finitude. Rappelons d’abord
que si B et € sont des espaces de-Banach, un J-isomorphisme T': B - (
est un isomorphisme de B sur ¢ tel que

IZHTH<d (2=1).

On notera B > ¢ Dexistence d*un tel isomorphisme.

Notation. Si % est' une classe d’espaces de Banach, et B un
espace de Banach on notera B A % #'il existe un -espace C dans %
avec B > (.

A =1 correspond aux isométries.

DEFINITION. On dit que € a la propriété de A-finitude si los deun pro-
Priétés suivantes somt équivalenies pour tout espace de Banach B

1. B> e :

2. Pour tout By, sous-espace de B de dimension finie, BF—'L %.

THEOREME 5.1. Tout classe € d’espaces de Banach stable par sous-espace,
isométrie et uliraproduit a la propriété de A-finitude pour tout A.

' En effet, soit B un espace de Banach. ¢ étant stable Ppar sous-espace
on a évidemment 1 = 2.

o Soit maintenant (Bp)rey 12 famille des sous-espaces de dimensgion
f-.lme de B. Nous avons défini au paragraphe 1 une injection isométrique
4: B — an Bp[2 ot @ est un ultrafiltre convenable sur 5

‘ Cf)lnlne By est dans € par hypothése et que % est stable par ultra-
produit, B est dans # comme sous-espace de [[ Bp/2.
Fe§

) Remarque. Une classe peut avoir la propriété de finitude sans
&tre stable par ultraproduit.

) EXEMI’LE La el?lsse % des espaces dont tous les sous-espaces de
dimension finie, sont isométriques & un sous-espace d’'un certain L7 (0, 1),
2 <p < oo: % ala propriété de finitude,

'
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De plus L?(0, 1) est dans % pour 2 < p < o0, L°(0,1)-> [] I7(0,1)/9,
2e(2,00]
car lim ||fll, = [Ifll. s feL®(0,1). I est facile de voir (sur des
D0

espaces de dimension 2 bien choisis) que I*(0,1) n’est pas dans %.

Soit maintenant # une fonction du type de celles étudides au § 4
(F(z) =P Li(x) pour 0<<2<], F(z) = 2Ly (2) powr 1< o< o). On
a vu que i{]LF(Qu #)]D = Lp(Qy, py) ® Ly (21, 1) @ Ly(2n, pa) €6

TTIE(Q:y 4)[2 = IE(Qy, )@ L, (21, ) On en déduit immédiatement
del

TEEOREME 5.2. Les classes LpoL,0L, ¢t LE@L] sont stables par
ultraproduit. ;

Designons par SL; la classe des sous-espaces d'un espace Lg.
Nous allons maintenant construire un exemple de classe Ly, différente de
toute classe SL,, qui posseéde la condition de finitude, ce qui permet de
répondre par la négative & une conjecture assez classique. Soit F{z)
=’ (LI (2)+ Ly (”))

ProrosITION 5.3. La classe SLy a alors la propriéié de finitude.

En effet SLp® L, a la propriété de finitude. Mais tout espace de Hilbert
H est isométrique & un sous-espace d’un espace L. H est en effet isométri-
que & un espace de variables aléafoires gaussiennes centrées définies sur
un espace de probabilité (2,%, p). On a done H = L*(Q, U, p). Soit &eH;

2

1 .
si &g = [1€llz20,9,p) = 0 12 10i de £ (image de p par £) m exp — ;;2 .Ona

D) = —= —fF(m)exp—idKoo
" Vomo 20 '

w4,

1 -
Soit ¢ tel que Tf Fey)e

a7

dy =1 alors Q“(—c— 5) =1; done
23

£—>— est une isométrie

—i—- llo §\|LF(Q,M,,,) =1, et Iapplication e
H — Lp(2,9%, p).

Done 1o classe SLp@ L, est identique & la classe SLy.

Remarque. On en déduira, aprés les résultats du paragraphe 6
que la classe SLp ci-dessus se caractérise par des conditions portant sur
1a norme du type () (théoréeme 6.1).

§ 6. Classes d’espaces de Banach stables par ultraproduit.

THEOREME 6.1. Soit € une classe d’espaces normés. Alors les conditions
suivantes sont bquivalentes:

(1) % est stable par isoméirie, sous espaces (chaque fois que C est
dans €, les sous-espaces de C sont aussi dans €) et ultraproduit.
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(2) € est la classe des espaces mormés qui satisfait um ensemble I'
de conditions du type suivant:

eIf’]

n n
@ Vo Vool ol | 3ol .., | X dhal]
i==1 =
les a}: étamt régls et F un cone fermé de (RT)™™.
(2) = (1) est évident puisque la classe des espaces normés qui satisfons
une condition du type considéré est stable par ultraproduit.
Avant de montrer (1) = (2), on montre:
TEEOREME 6.2. Soit € une classe d’espaces normés, stable par ultra-
produit. La propriété pour un espace normé de se plonger isomélriguement
dams un espace de lo classe € sexprime _pow un ensemble de condi-

tions du type

(6.1) le,‘..,an[nle F Oy, 0% ... ou |[m,| 5~ 6, ou HZ aizy|| # e
. ’l4=1
0% ... 0u ”Zaﬁnmz ](*)
=
aves Spy ...y Oy &1y eeey EeRT.

Démonstration. Soit I Pensemble des conditions de la forme (6.1)
éerlte cl-dessus,satisfaites pour tout espace de #. Tout espace B tel que
B 5 % satisfait Ty,

Inversement soit P satisfaisant Iy. Pour toute partie finie

X ={a,...;a,} de E, il existe By dans %, {@, ..., 3,} = Bg, tel que
llasll = |a 1|], et 3,48 =a, si -+ =a,,c et ;= A, si @ = Aa,,
1<14,5,k,1, m<n, AeR.

¥l n’en était pas ainsi, tout espace de ¥ satisferait la condition:

Vo V(] # o)l ou ... ou [l 5= g, ou ... ou o+~ # 0

My 5= 0 ou ...).

Cette condition serait alors dans I,; or elle n’est pas satisfaite par B
(puisque contredite par a,, ..., a,cH), ce qui contredit Phypothése.

Soit alors 2 un ultrafﬂtre sur Pensemble § des parties finies de F
tel que pour tout Xef§,{¥ef, Y = X}cD.

Soit B = H Bx[9; B est par hypothése dans %.

ou ... ou |jg;—

On définit une application linéaire isométrique 7': B - B par
(Ux)xes 2VEC Uy = 0 si ag X, Ux = @ 8i aeX d’ott le théoréme 6.2.
Démontrons maintenant le théoréme 6.1. Pour chaque matrice
1-1, ol +\m+n :

) &) €(BT)™TT qui

T(a) =

—1,.ms 80t U, Pensemble des (6,
a.ppamlssent dans T, associés & A.

vey Opy &gy e
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Boit F, = (RTY"*_7,.
L’ensemble I, peut &tre remplacé par Pensemble I' des conditions

suivantes:
llaell s ” Zn;' ai‘”i”y ceny ” Zﬂl a/qinmi )EFA]
=1 i=1

Il reste & montrer que ¥, est un cone fermé de (R*)™™™. 11 est évident
que c’est un cone. Soit (8%, ..., 6%, &, ..., &£) une suite d’éléments de F
qui converge vers (dy, ... s &m) POUr k — co. Pour chaque %,

Vo v (i .

s Oy B1y -

n
il existe Hye® et af, ..., afeBy tels que || 3 afal|=¢f, j=1,...,m, eb
&
llafll = 8% (4 =1,...,n). Sinon, tout espace de la classe ¥ satisfait la
condition

V 2...V wn[”a;ln # 6% ou ...

n n
il E i
ou HZala:i“ F & OU ... ou HZamw,-
i=1 =1

ou |z, # 6 ou ...

=]
et par définition de F,, on aurait (8%, ..., 8%, &f, ..., &) ¢ F, contrairement
a I’hypothése.

Soit alors £ un ultrafiltre non trivial sur N et B = n E,/2. Comme ¥

est stable par nltraproduit, #e%. Pour chaque 4, 1 < i < n, la suite (of),n
définit un élément «; de B avec | = ]iml]a’{][ = ;. De plus

Hé’a}aﬁh = hm[l Zaja,] =

Finalement on a dans B

)”anuyzéjaiaii HZ“ a:l) = (0, ...

ce qui montre que (8i,...,0,,8;, ..., 6,)eF,. C.QF.D.
On a un théoréme analogue pour les algébres de Banach qui se dé-
montre de la méme fagon:

THEOREME 6.3. Soit € une classe d’algébres normées. Alors les conditions
suivantes sont bgquivalentes:

1° % est stable par isomorphisme, sous-algébres, ultraprodwit;
2° % est la classe des algébres mormées qui satisfont un ensemble de
conditions dw type suivant:

(*) Vao..V wn[(“wlu ozl 1Py (s ey @)l

(heul, -

s Ons &1y eeny &)

1P (1, -y 2a)l) ],
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o F est un fermé de (RY)"V", et Py, ..., P, des polyndmes & n variables
& coefficients dams R ou C (suivant qu'on o offaive & des algébres sur R
ou sur C).

§ 7. Conditions pour qu'un espace normé se plonge par un A-isomor-
phisme dans un espace L°.

Le résultat exposé iei n’est pas mneuf, il est di & Lmdenstra,uss et
Pelezyriski [1]. Nous le donnons avec une démonstration un peu
différente, qui s’étend & IP, p < 1, parce qu’il illustre bien le type de
conditions du paragraphe 6. Monsieur Kwapiell nous a fait remarquer
qu’il pouvait aussi §’exprimer en termes d’opérateurs p-sommants.

THEOREME 7.1. Soit Q un espace compact, & un Q-espace de fonctions
continues sur Q. On suppose qu’il existe fo > 0 sur 2, fye &. 8i T est une
application Q-linéaire, T: & >R, T>=0 sur & (fe &,f>=0 implique

T(f) = 0) alors il ewiste une mesure = 0 sur Q telle que T(f) = ffdy
kel
pour fe &.
TekorBME 7.2. Soit & un Q-espace vectoriel, ¢« &, C un céne convewe

.de & tel que —e¢0’ archimédien pour (&, e), c'est- a-d'ue pour toute fe &
il existe neN tel que ne —fe<C. Alors il ewiste une applwatwn T: € >R
Q-linéaire, T(e) =1,T> 0 sur C.

On a:

THEOREME 7.3. Soit & un Q-espace vectoriel, ¢ wn céne convexe de
&, G un systéme de générateurs de & (sur Q). A chaque fe¥ on associe deww
réels my; et M;. Pour qu'il emiste une application Q-linéaive T: & — R,
T>0 sur O telle que m; < Tf < My pour fe% il fout et il suffit que g'uels
que soient f;, g;c%, a;, bye QF:

ZJf Zb79150:>2aM, me

7=1

’

Démonstration. Condition nécessaire: Si

n m
Za,f, Zb,g,so alors  D'a;T(fi)— 3 b,T(g;) >0
J=1

=1 g==]
Condition suffisante: On prend un symbole nouvean e et soit
& = £@Qe¢. Soit ¢’ le céne convexe de &', engendré par ¢, ¢ ef
{Me—f, f—myse, f:g} Ce cone est archimédien. sur &' puisque ¥ engendre
€ de plus —e¢C', sinon on aurait:

- =}le+2n:a,iM,Le JARS 2

ﬁ—-m e)-l—h
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oU A Q, a;, b;e Q7 f;, g%, heC. Dot '21’ a;f;— Z 195 = heC et

n
D a M, —
=1

ce qui est impossible par hypothése.
On peut alors appliquer le théoréme 7.2, il existe T: &'— R, 0 linéaire

> 0 sur (" telle que T(e)= 1 et la restriction de T &4 & donne T’application
c.herchée C.Q.F.D.

THEOREME 7.4. Soit B un espace normé, m, M deux réels
Les propriétés suivanies sont équivalentes.

(1) Il existe un espace L¥(Q, u) contenant E tel que
mfIP < [ 1f|Pdp < M|fIP

(2) Quels que soient les rationnels o;, ay, 1 <j<
que 3 o;l 3 aya|® >0 pour tous @, ..., meR, on a
7

2 m; GjH Z agfd* =0

(ot my = M si ;>

m
Dom, = —(A+1) <0,
i=1 '

=0,m< M.

pour feE.

m,l<i<n tels

quels que soient  fi,...,f,<E

0, et m; = m si 0; <0).

On a Z o;l X ayfil
7

Condition mnécessaire.
X Ufﬁf | Y agfilfdu >0
7

Condition suffisante. On peut supposer E de dimension finie
d’apreés la propriété de finitude de SL,

Soient (¢;,...,6,) une base de E,S la sphére unité de F*. §
= {t<E", |lf}] = 1} pour une norme arbitraire sur E*.

Pour chaque f<F, te8, on pose f(t) = {f,t>. Donc E est un espace
de fonctions continues sur S. Soit & le Q-espace de fonctions continues
sur § engendré par les fonetions [P (8 — |{f; tH).

On applique & & le théoréme 7.2 en prenant pour Cle cone des fonctions
> 0 de &, pour ¢ Pensemble {|f[%, feB}, myp = mif|®, My» = M||f|P.

S1nnzu2cr[fjlp > 0 sur S, onaenposanth 2 ”
i=1

» “i} 2 <615 t>1p> 0 sur 8

=0 sur £, done

tout entier par homogénéité. Or les {(e;, ) = x; forment
, n un n-uplet arbitraire de réels puisque les e; sont indé-
.5 Ty, d’ol par -

done sur E¥,
pour ¢ =1,
pendants. On a doneZa | ay;24" = 0 quels que soient ay, ..

hypothese > m; ol 2 6P = 0 soit Y mya;fi|” = 0. Le théoréme (7.3)
7 j
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donne donc une forme lindaire T: & — R, > 0 sur ¢, telle que mlf|”
< T(fIP) < M|f)’ pour feB. Or dams &, il existe f,>0 sur §,
fo= e +...+ e,]”. D’apreés le théortme 7.1 1l existe u > 0 sur § telle que
T(p) = f @du pour tout pe & Done

mlflP < [ 1f17an < MYFIP-
§ 8. Caractérisation des sous-algébres de 15 (). Soit I un ensemble,
F une fonction satisfaisant la condition 4, du § 3, c’est & dire F: Rt — R*
est croissante, convexe, et il existe % tel que F(2x) < kF (%).
L’espace lp est alors espace des familles F-sommables, soit

= {(%)kE:ZF(Mf[) < oo}.
iE

Nous allons caractériser les espaces lp considérés comme algebres
de Banach.

PROPOSITION 8.1. Pour F satisfaisant 4,,1;(E) est une algébre de
Bamach powr la multiplication: (6;).g(b)iz = (4:b;);m €t powr la morme
d’espace d’Orlicz.

Immédiat. .

Soit (B;); une famille d’ensembles, on appelle ultra-produit
E = H E;|2 des ensembles F; le quotient du produit cartésien n B, par

la relatlon d’éguivalence modulo Vultrafiltre D: (%)= Ys)ser modulo 9
si et seulement si {1, #;, = y;} ¢ 2.
THEOREME 8.2. On a:

[[w®)2 =15(] | Bj2)0R
el el

oit R est un certain espace de Banach; cetle égalité est ume bgalité enmtre
algeébres de Banach réticulées, le second membw ayant pour multiplication:
(F+o) ' +9) =ff' s [, <lp(B) et g, g <R,

Démonstration: Soit B = H B(2,4 = H lp (B2, s0it p = (@),

C.QF.D.

Ip(B)

el ¥

tpe” By 9= (1,)izc4. On a éwdemment P =p<¢p =y (modulo P)
Le sous espace fermé engendré par {p; p<[] B;} est isomorphe & I,(B)
1el

ear si gy, ..., gpe B et si pour f = (fi);yed on définit
(f) = Imo(f) = hmgﬁ’ ), powr f; = (M),
on a:
D1t 2nPn) = DT 4o+ B () = F(y) 4.+ F (i)

{avec g; Np; =0 pour 4 5 j).

©

icm
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Les éléments de A de la forme @, U... U.g, engendrent I’anneau
de Boole B, du paragraphe (4.1); il en résulte que I’on a, d’aprés le théoréme
(4.1) Pégalité suivante entre espaces réticulds: A =In(E)OoR, ou les
€léments de R sont les éléments étrangers & By, done tels que si pe]] F;,

k el

(fi)ix R, on aib .
hglﬂfi n 1¢inp =0.
Or (si F(1) =1), If; 0 1 llr =1 N [flps)l, o1
Hm1 nfi(e)| = 0.
g
Montrons alors que (fi)ireR <> [|fillwo 2.

En effet si |file =0, comme 1 N fi(g)<[filw, 1N Ifile) =0
pour tout ¢. Réciproquement si j|fifj+ 0, il existe d> 0 tel que

8
X = {iel, ||fil> 6}«2. Pour tout 1¢X, il existe donc ¢ () tel que f;(p;) > ry

§
done 1 N [f;(@;)| > 5 De plus si (fi)iers (9i)ierc4, on a

I(F) gllz = Emif;gille = lim |l llgile

ce qui montre que si (¢;);reR, on a (f;)(g;) =0. C.QF.D.

Donnons maintenant un résultat pour I qui suggére que ’hypothése
Fed, est superflue.

THEOREME 8 3. Il existe une isoméirie de A = n I°(H;)|2 dansT(E).

Démonstratlon Soit f = (fi)izeA. Soit
Lapplication f, E — R, définie par

J:‘ ((ei)iel) = ]-Enfi (€:).

Cetite application f — f de A dans I°(E) est clairement linéaire et isomé-
trique car

(ei)MeE. Considérons

Ifle = sup Limifye)l or  [fi(edl < [fillos
{(e))eEy 2

done h';fllfi(ef)i =1i;nllfillm = flbo S0it [flleo < Ifll- Par ailleurs, soit

& une fonction I — R} telle que lime(4) = 0. Pour tout 4 il existe e;eH;
S

tel que |f;(e)| > [Ifillo—2(i) et done ”}‘”0021211(“]"{”90—"6(1:)) = [Tl

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8.4. Soit A’ une sous-algébre A de la forme de celles
concerndes par le théoreme (8.2) et telle que weA' et & = 0 implique @ = 0.
Alors A’ < 1z(E).
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Démonstration. Soit hed',h = f-+g, geR, felp(B) et f = Zl 1p,

n=0

avec des A, distinets deux & deux, = 0, des B, disjoints deux & deux.
On a: &(f) = 3 P(4,)B, (donc B, est fini powr tout ). 1 < A’: en effet,
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choisissons un polynome P(z) sur R, avee P(4,) = 1 et P(4,,) < } pouwr
m #n On a alors Im[P(f))* = 1p, . Mais B = f* done h" —~f’“ pour

k=00
tout k32, done f2Q(f)ed’ pour tout polynome @; A’ étant ferms,
Lmf*P(f)¥ = f*1, e A’ done 1z <A’ Done aussi fed' et ged'. Or g* =0
k

done ¢ = 0 et helgp(E).

PROPOSITION 8.5. La condition pour une algébre mormée de se plonger
dans une algébre de type L@ R (avee fg = 0 powr tout feR et tout g) s’ewprime
par un ensemble de conditions de la forme de celles énoncées au théoréme (6.4).

THAOREME 8.6. La condition pour une algébre de Banach de se plonger
isométriguement dams une algébre 1x(E) s'éxprime par un ensemble de con-
ditions du type de celles énoncées aw théoréme (6.4) plus la condition -
Va(x? =0 =>2 = 0).

(8.5) et (8.6) résultent immédiatement des résultats du pmmgla,phe
6 et de (8.2), (8.3), (8.4).

Remarque. Les sous-algébres de I,(E) sont de la forme suivante:
soit ;... B, ... des parties finies disjointes de E, alors

A= hlg+o+ 2 dg +. ) avee N I(A)E < oo
=1
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