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STUDIA MATHEMATICA, T. LVIIL. (1976)

Séries de variables aléatoires vectorielles indépendantes
el propriétés géométriques des espaces de Banach

par
BERNARD MAUREY et GILLES PISIER (Paris)

Résume. On étudie les rapports entre certaines propriétés des séries de variables
aléatoires indépendantos & valeurs dans un espace de Banach F, et certaines proprié-
tés géométriques de l'espace, comme par exemple le fait que B contienne ou non
des I (ow des ll) uniformément. Ces questions sont éga.lement reliées aux propriétés
des opémtoure (p, ¢)-s0mmants.

Oet article est consacré & I’étude de certaines propriétés des séries
de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans un espace de Banach.
Bn fait, en utilisant des techniques de symétrisation (systématiquement
exploitées dams [12] et [9]) il suffit souvent d’étudier des séries parti-
culidres de la forme 3 e, (¢)m,, olt (#,) est une suite d’éléments d’un espace
de Banach et ol (an(t)) désigne la suite des variables de Rademacher
sur [0,1] (que ’on peut remplacer si on préfére par n’importe quelle
autre suite de variables indépendantes centrées ne prenant que les valeurs
+1). Nous envisagerons deux propriétés pour un espace de Banach:

1° La convergence en probabilité de la série ), (t)®, implique la
convergence de la série ) |w,|% Dans ce cas nous dirons que P’espace de
Banach est de cotiype g. .

2° La convergence de la série ||»,|I’ impligue la convergence en
probabilité de la série s, (t)m,. Nous dirons alors que espace de Banach
considérd est de type p-Rademacher,

Notre article est divisé (aprés un paragraphe 0 préliminaire) en
deux paragraphes consacrés 1un au cotype, Pantre au type. Chacun de
cen paragraphes contient un résultat principal (théoréme 1.1 et théoréme
2.1); ces réwultats tentent de faire le lien entre les propriétés de type et
de cotype, définios en tormes de variables aléatoires, et des propriétés
purement géométriques des ospaces de Banach considérés.

Tlorigine de ces questions se trouve selon nous dans U'article [25]
de II. P. Rosenthal ol les équivalents de nos théorémes 1.1 et 2.1 sont
démontrés respectivement pour les quotients des espaces L™ et pour
les sous-egpaces des espaces L' Dang [17], chapitre VIII, la technique
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de Rosenthal a 6t6 appliquée & ’étude des rapports entre la structure
géométrique d'un espace de Banach quelconque et les propriétés des
opérateurs sommants partant de cet espace. Nous retrouverons ici par
des méthodes nouvelles une partie des résultats de [17] (de sorte que
le présent article est — pour Pessentiel — indépendant de [17]), et nous
répondrons A certaines questions laissées ouvertes dans [i7].

Les premiers résultats concernant le type et le cotype ont été indiqués
dans [19] et [23], et ils seront retrouvés ici comme cas particuliers de nos
théorémes 1.1 et 2.1.

Venons-en an détail des résultats: une partie du théoréme L1 affirme
que si Lopérateur identité d’un espace de Banach ¥ de dimension infinie
est (p, 1)-sommant, Pespace B est de cotype g pour tout ¢ > p. Hn fait
le théoréme 1.1 donne — pour chaque p dans [1, co] ~ tune caracéri-
sation géométrique des espaces qui sont de colype ¢ pour au moins un
¢ < p. Oetite caractérisation est la méme que celle de [17] pour les espaces
dont 'identité est (g, 1)-sommante pour au moins un ¢ < p; ce qui explique
que nous retrouvions cetite partie des résultats de [17] avec nos méthodes.
Nous démontrons de surcroit que cette caractérisation est stable par I*-
gomme, c’est-i-dire que F a cetite propriété si et seulement si I*(H) I'a
aussi (voir corollaire 1.2). Dans le cas p = oo (cf. [19]), ces résultats
s'énoncent simplement: un espace B est de cotype g pour un ¢ < oo #i
et seulement si B ne contient pas de I uniformément. On en déduit le
corollaire suivant: un espace B ne contient pas de Iy uniformément si
et seulement si, pour toute suite (@,) d’éléments de F, la convergence
presque sfire de la série s, (-)w, implique celle de la série correspondante
D9 ("), ol (g,) est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
gaussiennes normales (corollaire 1.3).

Le deuxidme paragraphe commence par la définition des espaces
de type p-Rademacher (définition 2.1) et d’infratype p (définition 2.2)
pour 1< p < oo. Comme le théoréme 1.1, le théordme 2.1 donne une
caractérisation géométrique des espaces de Banach qui sont de type
g-Rademacher pour au -moins un ¢ > p. Nous en déduisons une caracté-
risation géométrique des espaces de type p-stable (ospaces de type p
dans [177) introduits dans la définition 2.3. Tl en résulto que ~ silelp <2
— un espace J est de type p-stable si et seulement i il existo ¢, p < ¢ < 2,
tel que E est de type g-stable (proposition 2.2). De plus, 17 ext de type
p-stable si et seulement si tout opérateur p-sommant partant d’un quotient
arbitraire de B est r-sommant pour tout r > 0 (corollaive 2.3). Dans le
cas p >1, cela revient & dire que tout opérateur borné de I® dany un
quotient arbitraire de B est p’-sommant, 1/p 4-1/p’ = 1.

Dans le cas p =1, I"énoncé du théoréme 2.1 se simplifie (cf. [28]):
un espace F est de type p-Rademacher pour un p > 1 si et seulemont &'l
ne contient pas de I, uniformément. Dans ce cas particulier, le résultat
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ot trds voisin de résultats de [1] et [8] sur Ia loi forte des grands nombres
dams les espaces de Banach. Dang les corollaires 2.4 et 2.5, nous montrons
gomment lo théoréme 2.1 permet de généraliser les résultats de [1], [8],
et de préeiser les estimations intervenant dams la loi forte des grands
nombres.

Pendant plusicurs anndes, le “probléme des IL” esh resté ouvert.
On wait maintenant, d’aprés wun contre-exemple dfi & R. C. James [10],
qu’il existe un espace de Banach B qui ne contient pas de % uniformément
(cet enpace J ot done de type p pour un p > 1) mais qui ne posséde aucune
norme équivalente uniformément convexe. Les résultats de [24] préci-
sent cottie différenco: le fait qu'un ‘espace de Banach F posséde une norme
équivalente uniformément convexe est lié aux propriétés des martingales
A valeurs dans 27, alors que le probléme des 73 est 1ié aux sommes de variables
indépendantes centrdes, qui sont un cas trés particulier de martingale.

Enfin, nous ne considérons dans la suite que des espaces de Banach
gur le corps des réels, mais la plupart des résultats s’étendent aisément
au cal cormplexe.

0. Préliminaires. Nous désignerons par (sn(t)) la suite des fonctions

de Rademacher sur ([0, 1], dt). (Si Pon préfére, il revient au méme de

penser & uno wuite de variables de Bernoulli indépendantes et centrées.)
Nous utiliserons les inégalités classiques de Khintchine: pour tout nombre
réel pel0, --oof, il existe deux constantes 4, et B, telles que l’on ait
pour toute suite (¢,) de nombres réels:

1[5t <[] mntt " < 5 (S )

Nous considérerons que le cas p = 0 est le cas de la convergence
en probabilité, Dans ce cas, il existe a > 0 et ae]0, 1] tels que:

(Ky)

(K1) Pt | X onealt)| > o) <aw 3 leni<1
(ou I’ (A) dénigne Ia mosure do Lebesgue d'une partie mesurable 4 < [0, 1]).
On pout traduire los inégulités de Khintchine en disant que les topo-
logios dow diftf6ronts 1P, 0<p < oo, coincident sur Tespace engendré
par les variables de Raderacher, Sous cefte forme, la propriété a été
dtenduoe aux espaces de Banach par J. P. Kahane ([12], chapitre 2, théo-
rdme 4): pour tout ge]0, oof, il existe b > 0, <10, 1[ et une constante K,
tols quo Pon ail pour tout espace normé B et pour toute suite d’éléments
de 1, dont un nowbre fini seulement sont non nuls, pour dviter les ques-
tiong de convergence: ‘

w0 ol | Yeao]>1<s - (] Sanola <.
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On en déduit aussitot si p est tel que 0 <p < g < oo lexistence
d’une constante K, , telle que:

(] Zauentt]| '] < Zpa ([ | S aneatt|f'a ™

(pour p > ¢, Pinégalité est triviale).

Nous utiliserons & plusieurs reprises le fait que la suite (s,()) est
une suite symétrique de variables aléatoires, ce qui s’exprime ainsi: si 7,
est une suite de nombres égaux & 1, les suites (7,8, (t)) et (s, (1) sont
isonomes, c’est-a-dire que les images sur RV de la mesure de Lebesgue
de [0,1] par les applications ¢—(z,(t)) et* t~(n,&,(t)) coincident. Il en
résulte immédiatement que si (7,(s )) est une suite de variables aléatoires
qui ne prennent que les valeurs 41, et si cette suite est indépendante de
la suite (5,(2)), les suites (s,(2)) et (n,(s)e,()) sont isonomes. Si main-
tenant B est un espace vectoriel et (2,) une suite d’éléments de B, dont
un nombre fini seulement est non nul, les variables aléatoires 3w, e,(t)
et u,m,(8)e,(t) ont méme loi sur H. On en déduit facilement le ‘“prin-
cipe de contraction”: si F est normé, 1 << p < oo, et si (an ) est une
suite de variables aléatoires réelles, [a,(s)| <1 pour tout m, et si cette
suite est indépendante de la suite (s, (£)): .

f”ana,,(sm(t) ”“dsdtéf”f w6, (1) det.

(11 suffit de considérer le cas oll a, est une constante. Si a, == 41 pour
tout n, on a 1’égalité des deux membres ci-dessus, el on en déduit le résul-
tat par un argument de convexité et de points extrémaux, of. [27], exp. 7,
lemme 1).

DiFrnrrIoN 0.1 Soient p, ¢ deux nombresréels tels qued < ¢ < p < oo.
Un opérateur linéaire % d'un espace de Banach E dans un espace normé F
est dit (p, g)-sommani §'il existe une constante C telle que I'on ait pour
toute suite finie (wy, ..., ®,) d’éléments de I:

(2wt} < osup {( 3) K, 3097 gem, el < 1)
= Osup{[| Y ]| 5 aeR, Yl <1, 1jg-+1/g’ =

(K3)

On note 7, . () la plus petite constamte O telle que la propriété ci-dessus
soit réalisée. Liorsque p = ¢, on dit simplement que u est p-soramant,
et on note m,(w) = m, ,(u). Rappelon,s que p->m,(u) est une fonction
déeroissante vmleurb dam R,.

Il existe aussi une notion d’opérateur lindaire O-sommant (cf. [14]);
il nous sutfira de savoir qu’elle coincide avec la notion d’opérateur p-som-
mant pour pel0, 1[ (¢f. [4], théoréme 3).

On notera =, (B, F), m,(B, F), m(B, F) ley espaces vectoviels des
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opérateurs linéaires

dang F.
DiprNrrioN 0.2. Soit F un espace de Banach. Nous dirons qu’une

guite (4,) d’éléments de B, finie ou infinie, est inconditionnelle de constante

< O &i Pon & pour toute suite (a,) de sealaires dont un nombre fini seu-

o] S |

DarNIrIoN 0.3. Soient H et F deux espaces normés. Nous dirons
que B est finiment représentable dans F, ce que nous noterons ¥ fr. F, si
pour tout ¢> 0 et pour tout sous-espace de dimension finie H, de H,
il existe un sous-espace de dimension finie F, de F tel que d(H,, Fy) < 1+¢
(avee d(H, ') = mf{[TI[]lT"Hl T isomorphisme de F sur F}).

Si B est normé et si I est son complété, on voit que ¥ f.r. B. Par
conséquent, Btr. F équivaut & ¥ f.r. F. Par ailleurs, la remarque précé-
dente et le théoréme de réflexivité locale [16] montrent que ’on a B’
f.r. B pour tout espace normé F, o H' désigne le bidual de H. Etant
donnée une propriété P des espaces de Banach on dit qu’un espace de
Banach F a la propriété super-P si tous les espaces de Banach finiment
représentables dans ¥ ont la propriété P. Il est clair que super-P =P.
Ainsi une propriété P est une super-propriété si et seulement si

(2, g)-sommants, p-sommants, 0-sommants de E

wup || 3 aman| <

oy =ikl

P<>super-P,

¢est-a-dire si les espaces finiment représentables dans un espace ayant P
ont aussi P. ’

DAEFINITION 0.4, Soient B un espace normé et p, g tels que 1< p
< ¢ < co. Nous dirons que linjection ©P—1? est finiment factorisable au
sens large dang B «’il existe un nombre réel d¢J0, 1[ tel que pour tout
entier n, il existe un n-uple (@, ..., #,) de vecteurs de  tel que:

a0 St <) Sl < S

8i la propriété précédente est en fait satisfaite pour tout 6¢]0,1[,
nous dirons que linjection P—1? est finiment factorisable dans H.
Notons deux propriétés évidentes: si # et s sont tels que 1<r<p
< g<s< oo, of si Linjection P17 est finiment factorisable dans ¥,
Pinjection I"—I° est a fortiori finiment factorisable dans . Si F est finiment
représentable dans I, et si injection 1P —17 est finiment factorisable dans I,
elle est aussi finiment factorisable dans B.
Remarque 0.1. Le lemme classique de Dvoretzky—Rogers [6] exprime
exactement le fait que l'injection 1*->I* est finiment factorisable au seris

VY (a;) e R"
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large dans tout espace de Banach de dimension infinie (on voit par trans-
position qu’il en est de méme pour I'injection I*—12). '

Remarque 0.2. Dire que I'injection I*—I* (resp. I°->1") est finiment
factorisable dans F revient a dire que I* est finiment représentable dans B
(resp. I*°, ou sil'on préfere, ¢,), ou encore que F contient des 1L (resp. des 1)
(1 + ¢)-uniformément pour tout s> 0 (ef. [23] et [19]).

La proposition suivante est connue, nous en donnons une démons-
tration rapide:

PrROPOSITION 0.1. Soient p dans [1, oo] et B un espace normé. 8% Pinjec-
tion P—1° (resp. Vimjection *—IP) est finiment factorisable au sens lowge

dans B, elle est en fait finiment factorisable dans 1.

Démonstration. Soit a, la plus petite constante positive o« telle

que I'on ait pour tout n-uple &, ..., x, dans H:

asup{”é‘wwiﬂs 2 il = 1}‘

On vérifie trivialement que a, est décroissante, a,<< 1 pour tout
entier # et on voit facilement que Iinjection IP—I1° est finiment factori-
sable dans E si et seulement si o, = 1 pour tout entier n; la propriété
essentielle de a, est la suivante: Va, ke N

inf |l <
I<ign

(1) Ot <ty .
Démontrox_ls-le: 801t (2;), iccnis U0 nk-uple dans 7, on pose Vie{l cy M}
X, = y;@; de telle manidre que |.X| bup{” vl
o (i—1)k<i<<ik ~ (i~ )/:<J<
2y =1}. On a
01X, || < a, {sup | Zy;X 5 i < 1}
1=1
J=nk nlk

< ansup{ué: vi%ll; /;17 l?/ﬂé) = 1}

L L :
Xl 2 —  inf
Ay (1o fsile

et d’autre part, par construction: llll pour tout

entier ¢ =1,2,...,%. On a donc:

nl

nt ol < oy, frup | S*y,wjn 2k =1}
et par conséquent o, < a,aq.

La premidre assertion de la proposition est alors immédiate: en effot
si Pinjection I”—1® est finiment factorisable au sens large dans H, on

icm

Séries de variables aléatoirves indépendant 51

a nécessairement liminfa, > 0. La propriété (1) entraine alors que a, =1
n

pour toub entier % (car s’il existe un entier m, pour lequel a,, <1 alors

a 7r>0 quand %—o0). Dans le cas de Vinjection I' —* on procéde de maniére
My

analogne: on définit 8, comme la plus petite constante positive B telle
que Pon ait pour tout n-uple (@, ..., ,) dans I:

inf{ H é:yimi

On voit aisément que , <1 pour tout entier n et que 11— est fini-
ment factorisable dans F si et senlement si g, = 1 pour tout entier n.
De maniére analogue au cas précédent, on a: Vu, keN, B, < B.Br; on
conclut alors ecomme ci-dessus.

COROLLAIRE 0.1. Soit B un espace normé, Vensemble des réels p pour
lesquels Vinjection 1P —1° (resp. Vimjection 1*—1P) est finiment factorisable
aw sens largé dans B est un intervalle fermé dans [1, oo].

Soient neN et pe]0, +oo[. On définira la “jauge” 1, sur R™ par:

Via)eR", 1,((a;) = [supc®Card{i; |, > ¢},
. >0 )

|5 X =1} <8 sup oyl

On vérifie que cette quantité est équivalente &

sup 7 |ayl",
1<i<n

olt |eyl* désign'e la réarrangée déeroissante de la suite (|oy]). On voit que
Ton.a pour p < q:

@ (S < [325) e

et trivialement: /
1,
(o)) < [ Dlaut?)™.
On notera G2 ensemble des éléments (a;) de R™ tels que:
Card {4; a; 5 0} o 7 0= |a| = kWP

On notera o, la jauge de Penveloppe convexe de &.. Du fait que

=k >0, et

K
chaque élément (u;)e S vérifie 3! |;[” = 1, on aura pour p = 1:
iral

1
( D)’ < op{(a)-
Par ailleurs pour p = 1, on notera 0, la jauge du polaire (SL)" de GL.

On vérifie aisément que:

(*)  Vi(g)eR*, Iy((@)) < oplla))<p

" V(a)eR",

Afp+1/p’ =1).

(@)
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On en déduit par dualité, a partir de (2): pour 1 <p < ¢ < oo -

o, ((e) <( )W (3 ) .

Notations. Pour clarifier les notations, si a est une suite de nombres
1éels, nous noterons a(i) la i-dme composante de la suite a. De plus, i
pe[l, co], le nombre "p’ sera le “‘conjugué” de p, c’est-d-dire véritiera
1p+1jp’ =1

Le lemme suivant nous sera trés utile. C’est une adaptation d’un
théoréme de Nikishin [20] (théoréme 14).

LevME 0.1. Soient n un entier, K > 0 une constante, q un réel dans
[L, oo et B un espace normé; on note &y, ..., &, les vecteurs de base de 1.

(a) Si un opératewr w de Iy dans B vérifie:

e

k=1

I

(2"

B) V(@B MY < X sup i,

It

alors: pour tout réel ¢ dams R, il ewiste ume partie A, de {1, ...
que card(4,) = n(l—1/c% et

v, o Socl| <&

tedy

, n} telle

1/« ((ai))'v

(b) Si un opérateur w de B dans 1% vérifie:

n
2 sup (@) (

=1 1<k<n

<K( 2 i 1)

alors: pour tout réel ¢ dans R, il ewiste une partie A, de {1, ...
card(4,) = (1—1/c%n et

, n} telle que

K¢

VaeB, 2((1(2)(6))a,) < 7 7

[lel]

Démonsgtration. I suffit de démontrer (a); en effet (b) en découle
par simple transposition en utilisant (x).

Soit ¢ dans R ; nous dirons qu'une partie 4 de {1,..
N-partie 8'il existe (¢;)e{l, —1}* tel que

H u( 2 & fe-) o (E&ﬂ;l;(il_)")lm.

ted

.y M} est une

(Done A est non vide). il n’existe aucune N-partie, on pose .4,= {1, 2,...
..., n} et on conclut comme ci-dessous.

() Les jauges A, ot o) correspondent respectivement aux normes dos CYPACER
de Lorentz de suites 7% at 1P:1,

icm
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* Par définition d’une N-partie, pour tout j.=1,
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‘Supposons qu’il existe au moins une N-partie; soit alors (4,) jm1,

,fn} deux-3-deux d1s301ntes
.., m il existe (el);_ L

PISRE (3

dans {—1,1}" tel que
g
3 > s
icAj "

puisque trivialement m < n, on peut appliguer (3):

(S S

Esup ' 1,(3)

1<i<n1<j<m
d’olt
’ m
card (4,) \V?
Ko( 1_5,”‘( ’)) <K done eard(UA,)
7= i=1

m ' .
Posons 4, = {1,...,n}— |J 4; et soit B = A;; d’aprés la maximalité
=1 A

de (4j)jmy,..m OD &:
/g
Viegel-1,1,  [u( e '<Ko(°ard3)
i€ ks
goit
2 E:)
H“(Z; (card B)'E E‘) }g Ty
done par convexité: '
Ke

U ”q(( %)),

Ver, [u( Sas)|<

fed,

ce qui est bien le résultat annoncé.

Remarque 0.3, La condition (3) de I’énoncé du lemme 1 équivaut
& dire que m,,(u) < K. Plus précisément, remarquons que pour un opé-
rateur linéaire w de I dans un espace normé F les conditions suivantes
gont équivalentes:

(8) 7y () < K,

(b) pour toute suite (ay, ..
deux-d-deux disjoints (d’out k< n

t=1,..,n:
(Znu

Jml

., @) d’éléments non nuls de I, & supports
), tels qué [oy(6) = 0 oul,j =1,..., k

o)< &
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1l suffit de remarquer que les points extrémaux de la boule unité
de Z (1%, 1¥) correspondent aux opérateurs v de la forme:

() = gyel?,

olt (e, ..., 6,) désigne la base de I;, et ol les (a;) ont des supports deux-
a-deux disjoints (par conséquent n d’entre eux au plus sont non nuls), et
olt |a;()] = 0 ou 1.

On en déduit que toute suite (@, ...,

sup{ 3 1<ay, )15 1<
2

oy 0y) du style précédent, ce qui permet de conclure par convexité.
Damns le cas d’un espace C(K) duelcongue la remarque précédente posséde
un analogue, un peu plus compliqué & établir, ef. [28] exp. XXIV-XXYV,
lemme 4.

@,,) d’éléments de I telle que

1} <1, est combinaison convexe de suites (ay, ...

1. Le probléme du cotype.

DerINiTIoN 1.1. Soit g un nombre réel > 0. Nous dirons qu’un espace
normé B est de cotype ¢ #'il existe une constante ¢ et un mombre réel
ae]0, +oof tels que 'on ait pour toute famille finie (w,,...,m,) d’élé-

ments de H:
(3l < o[ | 3 aeatt ar)'".
=1 =l

Remarque 1.1 D’aprés les inégalités (K,) rappelées dans le para-
graphe 0, on peut (quitte & changer C) remplacer a par n’importe quel
autre nombre réel fe]0, oof. De plus (d’aprds (K,)) si B est de cotype ¢
et si (2,) est une suite d’éléments de T telle que la série s, (¢), converge
en probabilité (ou presque sfirement, ce qui est équivalent d’aprés [12],
chapitre 2, p. 15) la série 3 ||, ||? est convergente.

Il est clair que pour un espace de Banach “étre de cotype ¢” est
une superpropriété.

Soit B un espace normé. On voit que si B est cotiype ¢, il est de cotype p
pour p > ¢." Nous noterons ¢* (resp. ¢y) la borne inféricure de Pensemble
des nombres réels ¢ tels que B soit de cotype ¢ (resp. tels que identité
de E soit (¢, 1)-sommante). On a trivialement g, < ¢%. Par aillours, on
a ¢®>2 dés que AimE > 1. (T sulfit dappliquer Pinégalité du cotype
pour des vecteurs d'un sous-espace de dimension 1, et de comparer aux
inégalités (K,).) On a aussi ¢z > 2 lorsque X est de dimension mfmm,
d’apres le lemme de Dvoretzky—Rogers.

Le principal résultat de ce paragraphe est le théoréme suivant:

TeBoRrEME 1.1. Pour towt espace normé B de dimension in, fmw, Dinjeation
181 o5t fimiment factorisable dams B. Plus précisément ¢° = qn = q(H)

icm°®
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q(B) = sup{p > 1; Vinjection "1 est f.f. dams B}.

Soit ¢e10, +-oo[. 8i F est un espace normé, nous noterons ¢F(n)
la plus petite constante ¢ = 0 telle que ’on ait pour tout n-uple (@4, ..., @,)

d’éléments de K ‘
(3 1o <(f] et
P, el

On voit immédiatement que <p§f (n) eroit avee n, et que F est de cotype ¢
si et seulement i la suite g (n) est bornée.
Tovmn L1, Soient B un espace normé, qel0, oo et (

)llq

Q, u) un espace

mesuré (non trivial). On aura (en notant L(Q, u, B) = L (B)):
gy () = g P (n).

Bn particulier, B est de cotype q si et seulement si L*(E) est de cotype q.
Plus généralement, L?(B) est de cotype q pour pel0, q] si et seulement si
E est de cotype q.

Démonstration. L’espace B s’identifie au sous-espace des fonctions
constantes dans L), done pP(n) < ¢Z™ (n). Pour démontrer I’inégalité
inverse, il suffit d’intégrer l'inégalité:

Zn los( @)t < (@Em) [ || 3 ett)
il

Pour démontrer la deuxidme partie de I’énoncé, on éerit ’inégalité
du cotiype ¢ sous la forme (cf. remarque 1.1)

(X< o(f] Zsi
On a alors, lorsque p < q:
( Do) < ([ (1 31wt} )" G0 )"”<0 (f]] et
Tavmn 1.2. Soient B un espace 'rwrmé et qel0, --oof. On a:
(5) Vo, keN, of(nk) < g (n)pf (k).

Démonntration. Solent n et & deux entiers et soit (#;)1cigns U0
nle-uple d’6léments do B. Posons, pour 4 = 1,...,n et 0¢[0,1]:

X 0) = Y (0.
i1k < <l

Nous aurons par définition:

\‘HA 0)IF < (g () IHZ ) Xl

z;(w) qut .

1) HL”(L) dt)llp

o,
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d’olt aprés intégration:

n

(3 Fixdonras ) < ([ 3t o) [farac) ™
Ta=1

=[] a0 fan),

en utilisant la propriété de symétrie des variables de Rademacher. Par
ailleurs:

i)™ < g o[ 1,00,

(E-1jk=<j<it

d’olt:
( )f o) < o (mya (1) | 2 (0)ay | d0)",
=1 J=1

ce qui démontre le lemme.

Levve 1.3. Soient B un espace normé, qel0, +-oof et N un entier
> 1. Définissons p par Dégalité:

7 (M) = N (p> ).
L'espace B est de cotype g, pour tout ¢, > p.

Démonstration. D’aprés le lemme 1.2, on aura pour tout entier
k>1:

PN <N™,  ob a=1/g—1/p.

Soit # un entier quelconque, et 5oit % un entier tel que N*—* < n < N*.
Nous aurons:

‘Pf(%) Q(P,?(Nk) SNMSZ..NG"H/“-

Soit (#;) un n-uple d’éléments de B. Supposons (co qui me restreint

pas la généralité) que la suite (lell) des normes est décroissante. Nous
aurons si k =1,...,m:

Il = 1ot e < (i jz\k: I < gt v (] “é; sl
<t | 3 o
Gl '

n
Supposons [ || 3 e;(¢)w%dt =1 pour simplifier Pécriture. Nous aurons:
=]
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llogl| < N°B~2, done si gy est tel que P < ¢y, NOUS AUrONS:

(j ”"Il'la“ql)llq] < N”(j k—!lxlp)l/fn7

Tows 1 k=1
ce qui démontre le lemme.
Le lemme suivant est élémentaire:
Ty 1.4. Soit (a,,) wne suite de nombres réels positifs. On a:

loga, a,
limgup ——2 < 1i 2 —~1).
%w-wp 10@;7& b n:'s’gpn( 1 1)

Le prochain lemme utilise une construction de A. Brunel et L. Suches-
ton ([8]) et nous a été communiqué par 'W. B. Johnson. Un résultat voisin
est démontré dansg [B]. ~

Levue 1.5. Sodent ky wn entier > 1, 8, & deuw nombres réels > 0. Pour
tout entier m, il cwisto un ontier N = N (I, 6, ¢, n), tel que: pour tout espace
de Banach I, et pour toute suite (2, ..., my) de N éléments de la boule unité
de B vérifiant: ‘

Prat (VA < {1,..., N}, Card 43>k, sup o, —aylf > 6}

(f,7)edx A
on a:
i ewiste une suite ewtraite (wy, ..., @, ), telle que la suite des
0, différences (@, —a;, s1) 801t basique inconditionnelle de cons-

s Y tamte < (2-+8), et vérifie:

[Jw%—w,zj_ln =02 powr j=1,2,...n.

Démonstration. Nous raisonnons par I'absurde: soient k,, 8, s > 0,
donnés. Si la propriété du lemme n’est pas vérifide, il existe un entier =,
tel que pour tout entier , il existe un espace de Banach Ey, et une suite
(@, ..., o) d’éléments de la boule unité de Ey, vérifiant P, ,, mais ne
vérifiant pas Q,,,. Soit # un ultrafiltre non trivial sur N. On définit
une semi-norme ¢->{c} sur lespace R™ des suites dont un nombre fini
de termes seulement sont non nuls par la formule:

{(0) = lim | 3 el
K4

By

(on pose @Y = 0 pour 7> N).

Désignons par X Pespace normé obtenu en prenant le quotient de R™
par le noyau de la semi-norme ci-dessus. Notons & Iimage dans X d’un
élément ¢ de R™, et notons encore {¢} sa norme dans X ({z} = {¢} pour
tout ¢). Désignons par (e,) la base canonique de RY. La suite (2,) est bornée
dans X ({g} < 1 pour tout %), on peut par conséquent lui appliquer le
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procédé d’extraction de Brunel-Sucheston ([2], proposition. 1): il existe
une sous-suite &, = &, extraate de 1a’suite (g,) telle que:

{72: % a’/ﬂ/}

existe. Par ailleurs la suite (g,) ne peut pas étre de Cauchy dans X. En
effet, puisque chaque suite (#%) vérifie Py, 00 obtient en prenant la
limite suivant l'ultrafiltre:

lim
]
Iy << <Jop<ens

Y (¢;) e R™, L((cj)) =

V4 N, Cardd sup {e;—e} = 6

=ly=> sup {g—8} =
(1, f)ed x.

(d)ed x.A
Ceci implique d’aprés [3] que L est une norme sur R™, pour laquelle
la suite des différences (e —éy—y); % =1,2,..., est inconditionnelle
de constante < 2.
Considérons I'espace normé Y engendré par les vecteurs (ey, ..., 6y,)
dans (R™, I). Pour chaque couple d’entiers (¢, N), définissons un opé-
rateur linéaire u;y de ¥ dans Hy par:

,2m.

N .
Uy, (€)= Dy J=1,...

D’aprés les constructions précédentes, on a:

VyeX, lyl —hml\}lmllum( Mz

t=>00

On voit par ailleurs que la famille de fonctions y—|lu, 5 (¥)Il est équi-
continue sur ¥, donc la convergence de [lu; »(y)ll vers |yl est uniforme
sur la boule unité de ¥. On aura done pour (¢, N) “‘assez grands”:

Vye¥, (Q+E272Iyll< () < (1 +8/2) |yl

d’olt Pon déduit que la suite v = a " —ap " jg=1,..,m, ot
inconditionnelle de constante < (2--¢), et vénhe lloyll = 6/2 (puisque
L(e;—e;) = Lies—e,) = 6 pour ¢ # j), d’ot une contradiction qui achdve
la démonstration.

Démons’oratlon du théordme. Si ¢% =2, on a 2= gy« ¢ 2,
done ¢z = g%, et injection B—I1% est finiment fm,tm inable du,m U A’aprds
le lemme de Dvoretzky—Rogers. Nous supposerons done & < ¢ < q"

Soit » > 1 fixé, et posons ¢F(n) = #¥T~Y, On voit Laprés le lemme
(1.8) que ¢% <s, done:

VYneN,

& == inf(e, 1)

v -1/
Py (’}'b) > ’i’bll 1 1‘,
SOib encore:

loggg(m) 2 (1)g— 1/

“\ogn.
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D’aprés le lemme (1.4), on peut trouver un sous-ensemble infini
N, @ N, un nombre réel b>0 et une suite (s,) d’éléments de ]0, 1[

tels que:
b g
Zl+—2> (l+i) .
n ) n

1, de sorte que

1 ‘P(z( )

6 Ynel, i)
() e "l‘n (P(z( 1)

On peut supposer b <

n
prgr? = 1/2 pour tout entier n.

Daprés la définition de oe(n ), on peut trouver pour tout entier
une suite (@y, ..., v,) d’éléments de B telle que:

Stedi=n, ot ([ Saet a’ < 4o po0) 0%,
qam] Tl

Posons a = inf |, et 80it 4, un indice tel que a= llz; |l On peut éerire:
Leghsn

(3 )" = (n— a2 < gin—1) ([ | thef(t)“th)w

\qaa bw'l)(f HZ{UM .lth)1/a<<p (n

Si on choisit ne¢N,, on aura d’aprés (6):

= 1)(gg (m)) 7 (1 +e,) .

) a? bn
i S— N Y01 a4 >
- p— 1+4+b/n, doh o> —3

>b2.

Lorsque neN;, on a done:

(7) inf Jwyll = (b/2)*e.
. lsgi€n

Par ailleurs, on & d’aprés le “principe de contraction” (paragraphe 0)
et d’aprdés le choix de (wq, ..., @,):

(f Hé—? C‘t"”m(t)”th)”"‘ < 202 (g2 (n)
1

On peut définir un opérateur u,, de I dans L(F) en posant:

Y(a)e R, “tsup |ay.

1<ig<n

’Yl

- S

=]

Vael?, w,(a

La relation ci-dessus se traduit alors par:

Ll | < 2004 (g (1)) .
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Soit, (at o o) un n-uple d’éléments de I7. On aura: (en utilisant
(P;ZQ(E)( ) = ¢F 'm), cf. lemme (1.1))

(3 < o ([ S o

?g0\Ve 3
<eg i (/] Z e (0)'a0)" < 7 () unl 500 % ok (s
Appliquons le lemme 0.1 (a) & lopérateur w,. Il existe une partie
Ac{l,...,n), telle que Card 4 > n/2, et telle que l'on. ait’ pour toute
suite (a;) & support dans A (a; % 0 =>ied):

([]|.3 asosentnffal™ < 2409 (n) hulin~"00q {(a) < 2110, ((ay).

Finalement, on peut trouver d’aprés ce qui précéde et d’aprés la
relation (7) un sous-ensemble infini N, = N, une constante ¢ > 0, et pour
tout neN, un n-uple (a7, ..., a%) d’éléments de ¥ tels que:

(8) inf |e=d, et a;)eR", ( | Hzam &l ”"dt)“"<a,, ((as)).
IKi<n
Nous allons mamtenant appliquer le lemme 1.5. Soit %, un entier

tel que dViko—KkY7> 0, et posons & = k(& Vhy—k¥%). Montrons que si
neN, n =k, la suite (wl, ..., @) véritie la propriété I , du lemme 1.5.
Soit en effet A = {1,...,n}, Card 4 = k. On aura, en choisissant a7
tel que [} = sup lafll (doe4), et en posant o = ( f||'2 e, (1)||2de)He:

aet)faef"— (|3 o=t et

> suplo? ||( }2 [dt)""—k sup 1o —af|

M?

> aViy—kysup o] —a}l,
i,jed
d’ott d’aprés (8):
sup |} —afll = k5 (d 1/7&;—40},"1) = 4.
1,jed .
|
Soit m un entier quelconque, et choisisgons un entier n > N (I, 4, 1, m),
neN,. D'aprés le lemme (1.5), il existe une suite extraite (az;] ,%m)

telle que la suite des différences (aff .m B0t une Hmte incon-~

oy 12;-1)f==1
dltlonnelle de constante < 3, avec:
inf |jo}

—a® > 602.
r<iem M =1 T f
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Posons y; = @, jmaa" On obtient d’a.i;rés (8):

g1’
V(a)e H 2 GeYxl| < f H Z Yt H dt)llq
3 ( | HMZI a,cw;;kek(t)qut)l/q—l»L’; (f ”2,” o, k_lak(t)”gdt)llq
- k=1

< Go'q((a,))

d’ol 'on. déduit finalement, pour » < g, Q’aprés (2):

r r’ §1 Y
(T’—ql) (k:{ lakl)

Nous avons done montré que pour tout r < ¢F, linjection I'—>I™
est finiment factorisable dans B au sens large. D’aprés la proposition
(0.1) et son corollaire, cela implique que I'injection 1¥F—>I" est finiment
factorisable dans F.

Nous avons donc montré que ¢% < q(F), et nous savons déja que
g7 < ¢ Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que ¢(¥) < ¢p-
Daprdy la proposition (0.1), linjection 1.1 est finiment factorisable
dans H. On peut donc trouver pour tout entier » une suite (@y,...,®,)
d’éléments de I telle que: .

(5 m
 Vi(w)eR™, u6~sup|a,n|<”‘k};‘akyk <6

V(o) eRY,  dsupleyl < | Y s
=1

< (2 |a¢|q<E))1/q(E).

On voit done que sup{ Z‘ 5@y; & = +1} <n'1®, alors que

(2 ez P} = 40P, ce qui montre que Videntité de F ne peut pas étre

(p, 1)-sommante pour p < ¢(H), done ¢(E)< qg et la démonstration
du théordme est achevée.

Remarque 1.2. Supposons ¢” < oo. On peut voir augsi que pour
tout g> ¢%, linjection 1% ->{%est finiment factorisable au sens large dans B.
Soit » un entier, et soit ¥ > N(2, 4,1, n) (cf. lemme 1.5). On peut trou-
ver un N-uple (%y, ..., ¥y) de vecteurs de F tel que:

N B\ g
1@ .
< (X 1a )

T en résulte que: -

N
V(ai)eRN, $sup ol < H 1%
=1

i % j=lw—al =1,
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done la suite (21, ..., @y) véritie la propriété P, ,,. D’aprés le lemme 1.5,
il existe une suite extraite (g, ..., &, ) telle que la suite des différences
soit meondmonnelle de constante < 3. On aura alors:

n n
0 1\ Vel
13 o] << 2% ( 3 let®) ™"
fe=1 - izl

D'autre part, puisque ¢¥ = gg, l'identité de H est (¢, 1)-sommante; il
existe donc une constante C, telle que on ait:

%{ 2 lol2) < (D Nanal?) " <

k=1

Y = i, — Tigpp—1

V(a;)eR",

<0, Mll) Hz a,ﬂ'a/,ce,,’

30 HE Y|

ce qui montre que l'injection 177 517 est finiment factorisable au sens
large dans ¥. En fait, si I'identité de E est (g, 1)-sommante, la démonstra-
tion précédente prouve que l'identité de 19 egt finiment factorisable au
sens large dans B. Nous ne savons pas si ce résulbat est toujours vrad. (%)
Tci, nous avons seulement montré que la distance de 1% aux SOuS-espaces
de B croit lentement avec n, cest-a-dire que:

lim F,1%); P < B} =0.

n—»00 L

mf {Logd(F

On peut se poser la question suivante: soient F un espace normé
ot ¢ tel que 1 < ¢ < oco. Si Videntité de I? eyt finiment factorisable au sens
large dans ¥ (ou plus généralement si la plus courte distance de I} aux
sous-espaces de H croit lentement avee #), peut-on en déduire que I est
finiment représentable dans E?%

CoROLLATRE 1.1. Soient B un espace de Banach de dimension infinie,
et pel[l, 2]. On suppose que pour toute suite (w,) sommadle dans B, on a:

7P || < oo
n

Dans ce cas, on aura aussi 3 n P |y, |l < co pour toute suste (y,) telle
"
que la série 3 y,e,(t) converge presque strement (c’est-d-dire que > 4y,
conwerge pour presque tout choixw de signes).

Démonsgtration. Notons d’abord que I’hypothése du corollaire
implique (par le théoréme du graphe fermé) lexistence d’une constante ¢
telle que I'on ait pour toute suite finie (@, ..., #,) A’élémenty de H:

n
D leili<
j=1

(%) Voir la remarque 2.8.

;ey-k ::}:1}.
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Nollonh ensuite que l'on a nécessairement p' > ¢®. Sinon, dans le

cas ' < ¢, il existe d’aprés le théoréme (1.1) pour tout entier » un - uple
(@qy .»-, @) d'8léments de F tel que:

ol < | S| < 31a
ma F=1

On en déduirait alors:

¥ (ay) e R",

) ip

Y (a)eR",

Zj“l”’!aﬂ <20 g ™,

I=1

ce qui est impossible pour n assez grand (prendre oy = 1sip =1, ¢ = j~P
sinon).

On peut done choisir un nombre réel ¢ tel que ¢% < q < p’. L’espace B
est alors de cotype ¢, done nous aurons Y |ly,|? < oo pour toute suite (v,)
telle que 3y, ¢,(%) converge presque sfirement, et done:

2w gl <  Snm e S e < oo,
w n n

ce qui achéve la démonstration.

Nous allony voir maintenant comment le théoréme 1.1 permet de
retrouver (et de compléter) les résultats de [17], chapitre VIII. Nous
utiliserons les propriétéy des lois stables, et nous commencerons par quel-
ques rappels:

Nous appellerons suite stable d’ordre p, 0 < p < 2, une suite (f,,(t))
de variables aléatoires réelles (en abrégé v.a.r.) mdépendantes, équidistri-
budes suivant 1a loi dont I’image de Fourier est exp ( — /7). Pour simplifier
nous pouvons toujours supposer que la suite stable ( fa(2)) est définie sur
Pespace de probabilité ([0, 1], dt). Nous considérerons la fonction d’Orlicz
@, (1) (croissante, mais pas nécessairement convexe) définie par:

Pp(t) = 1° (1 —FLOg—?—) s €0, 1],

Ppld) =t s t>1.

(Lav définition de ¢,(#) pour t 1 n’a pas grande importance, car
elle ne m()dlim pay Vespace d’Orlicz 1™ des suites (a,) de nombres réels
telles que q)p([aw|) < oo.)

Nous (léilmﬁﬂonﬂ une ‘‘quasi-norme” sur 1" par:

el = int fo> 0; gy (c7" |ay) <1}
n
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Si (a,) est une suite de nombres réels, pej0
adopterons la notation suivante:

(3 leale)” s

,2[ et gel0, oof, nous

r<q
”(an)”p,q = ”(an)“w], Hi p = Q:
(X e s >

Nous admettons le résultat suivant, dont on trouve une démonstra-
tion dans [26], proposition (XXVI. 3.3):

PropoSITION 1.1. Soient pel0, 2[, gel0, +oo] e (f, (0

)) wune suite
stable d’ordre p.

(a) Pour tout re0, p[, il emiste une constante ¢, telle que:

f’zanfn dt)w = ¢ ( Z a, !p)l/,‘l'

~ (b) Pour tout re10, p[, il eiste deuw constantes ap g 0 b, o telles que:
r 3 ll
Vi(a,)eR™, af l(an)lhq< (f(z q)r/th) >

La proposition précédente permet de démontrer directement le ré-
sultat de [18], proposition 3, sur les opérateurs (p, ¢)-sommants partant
d’un espace C(XK): ‘

Prorosirion 1.2, Soit pel2, 4-oo[. On a pour fout entier n, et pour
tout opérateur linéaire w de 1 dams un espace de Banach:

Ye R(N)

Yo, (@)l q-

4 fa ()

st g>sup(p,2):  m(u) < O(p, @)my, (),
8 2 <q<p: Tp,q S O(D, @)omy,y (u).

[Plus précisément on a la majoration C(p, ¢) < (@} )7 by -]

Démonstration. Soit % un opérateur linéaire de I;° dzmq un espace
de Bamnach. On a, par définition de =, ,(u), pour toute suite finie (o*)
d’éléments de I3:

( ék‘j ()P <y p(wysup { 3 (<ot 315 el 11 1)

=, (u) sup (o (i)].

lgtsn %

-

On. obtient alorrs par transposition, pour toute suite (&) d’éleme*nts

de B':
> sup (601 < 1) 3 16417

i<i<n K
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Soit (f(t)) une suite stable d’ordre ¢'; on peut écrire pour tout te[0, 17:
— ’
sup |'u Mg |

2 S 6 (0] < g0 ( e i )

ce qui donne par intégration, en utilisant les deux cotés de 'indgalité de
la proposition 1.1(b) (noter que ¢’'<]1L, 2[)

il
“aoo,__,(z,”‘

& )Yy |16l rs

ot Pon déduit aisément le résultat par une nouvelle transposition, en
distinguant les cas p > q et p <g¢.

Remarque 1.3. Lo démonstration ci-dessus prouve aussi que, dans
les mémes conditions, on a:

e
@O <

“v/'pmw') S (0,00) ™ D 1 (W) 5

en désignant par Ty Ia plus petite constante o telle que l'on ait pour
toute suite finie (a;,) d’éléments de I3:

sup{ S lu(a)l; 1)l < 1} <esup {( 3 Ko, OF)” Belh, 181< 1}

(& une constante prés, le premier membre de I'inégalité équivaut & la norme
de la suite (|lw(ay)ll) dans Pespace d’Orlicz de suites associé & la fonction
-1

t”(l —{-Log—t—) (0 <t< 1))

Pay ailleurs la proposition s’étend immédiatement de Iy aux espaces £*;
par exemple si @ est un espace £ ([15], détinition 3.1) et w un opéra-
teur linéaire de @ dans un espace de Banach, on a pour ¢ >, ¢ > 2:

7o (u) < A0(D, Q) 7y 1 (0).

Notons pour finir que dans ([18], proposition 8) le résultat de la pro-
position 1.2 est démontré sans la restriction ¢ > 2: on peub aussi obtenir
ce résultat par la méthode ci-dessus, en utilisant une suite de variables
aléatoives (gy) de la forme (|f,/Y2), olt (fy) est une suite stable d’ordre 1
(variables e Cauchy).

Hoit 7 un espace de Banach. Nous emploierons la notation m, (%>, F)
== P(¥™ N) pour indiguer que tout opérateur lindaire continu d’un
espaco dn type £™ dans H est ¢-sommant. On voit facilement que eela
so produit i et seulement si wy (¢, B) = £ (¢, B).

Tie vésultat suivant est une variante d'un résultat connu (ef. Schwartz
[26], Kwapiet [14]).

ProvosirioN 1.3, Soit gel2, +ool. 80 Pinjection 111" est Sfiniment

factorisable dans un espace de Banach B, on a:

m (£, B) % £ (£, B).

5 — Studla Mathematica LVIIL. 1
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Démonstration. Soit (f;(t)) une suite stable d’ordre ¢’ définie yur
[0,1]. On déduit de la proposition 1.1(b) Nexistence d'une constante C
(qui dépend de ¢) telle que l'on ait pour tout n:

n
0= (Logn)? < [ (w7 3 If0N)" .
=1
Pour chaque n désignons par =, L'opérateur lindaire de /[0, 1] dans-1¢
défini par:
7, (9) = (9, Fi)hrizn
Désignons par j, Linjection de If dans Iy et par u, le composé j,om,.
Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que m,(u,) tend vers
linfini avee n, alors que |m,|| reste borné. Bn effet si I'injection I%-»I™
est finiment factorisable dang #, on peut trouver pour chaque entier n
une décomposition j, = w,09,, avec v,&Z (12, H), w,eZ (H,177), [v,ll, llw,l
< 2. On aura alors lima,(v,0m,) = + oo, et sup [v,0%,/]| < oo, puisque:
. n

ﬂ:g(un) g 2 ﬂq(lvno nn)i et’ ”'U o ﬂn“ 2 “nn”7

ce qui contredit =,(C[0,1], B) = #(0[0,1], F) (compte tenu du théoréme
du graphe ferms).
Montrons que hmnq( n) = oot

07 (Logme < [ (n~? Z’ i) as

i=1

~sup{ [ gnjn-“ffm)gi(t)dt; 9:<000,11, D lg (8 < 1}

i=1

sup {( Y K g5 Nge<1)

4=l

< sup {( Z on ()75 D191 < 1 = gty

Te=1

Par aillenrs, le fait que |m,|| reste borné woblient par transposition
& partir de la proposition 1.1(a).

Nous allons maintenant retrouver les résuliats de [17], chapitre 8,
corollaire 86 (a) et (b) (en fait nous énongons des résultats équivalents,
& une dualité d’idéaux d’opérateurs prés: dive que = L, Ty = L(Z%, H)
équivaut en effet & dire que =, (H,H) = m, (¥, ) pour tout expace de
Banach G ([21])).

Tutorivm 1.2. Soit B un espace de Banach.
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(a) IT ewiste un nombre réel q < co tel que = (E% B) = Z(F° E) si

et seulement si o, n'est pas finiment représentable duns E.

(b) Pour tout mombre qel2, -+ oo, Pimjection 19->1® est finiment fac-
torisable dans B si et seuloment si w,(%, I) = L (L™, B).

(¢) Bi w(L, B) =2 (%> B) et s; qg> 2, 4l ewiste p <q tel que

7, (F7, B) = Z (&>, H).

Nous démontrelons le théoume an moyen d'un énoncé auxiliaire:

ProrosrrionN 1.4. Soient B un espace de Bamaeh et qel2, oof. On @
n (Z%°, H) = L (L%, B) si ¢t seulement si q > ¢

Démontrons tout d’abord la proposition. Si on a ¢ > qE T'espace B
est do cotiype p pour p > ¢% et en particulier si g>p> g% A fortiori
lidentité de B est (p, 1)- sommante, dono 7y, (L%, B) = &£, B),

et on en déduit que 7y (Z%, B) = (£, B) par la proposition 1.2. Inver-
sement si ¢ < ¢%, Pinjection l"—->l°° est finiment factorisable dans B d’aprés.
le théoréme 1.1, done 7, (%™, B) % £(£>, B) d’aprés la proposition 1.3.

Pagsons & la démonstration du théoréme 1.2.

Pour montrer (a) et (b), il suffit de voir d’aprés la proposition pré-
cédente que l'injection 191 est finiment factorisable dans E si et seulement
si ¢ < g% ce qui résulte immédiatement de 'égalité ¢% = ¢(H) du théors-
me 1.1. (et du corollaire 0.1). Enfin le point (¢) est une conséquence immé-
diate de la proposition 1.4. ‘

Remarque 1.4. La proposition 1.4 implique 1'égalité:
0" = qg = q(B) =int{g; (L™, B) = 2(£™, B)}.

COROLLAIRE 1.2. Soient p, g deux nombres réels, sup(2,p) < g< oo
(2, u) un espace mesuré quelcongue et B un espace de Banach.

(a) 8i B vérifie m, (L™, B) = L (L, ), on o aussi 7o (€%, LP( R, p, B))
= f[(_(fm, L*(Q, u, E))

(b) 8i Vinjection 19—1% est finiment factorisable dans LP(Q, u, B),
elle est aussi finiment factorisable dans H. - )

(¢) 8 ¢, est finiment représentable dans LP (2, u, B), avec L < p < oo,
il est aussi finiment représentable dans B.

Démonstration. Les assertions (a) et (b) du corollaire sont équi-
valentes d’aprds le théoréme 1.2 b), et le point (c) résulte de (a) et du théo-
rdme 1.2(a). Il suffit done de montrer le point (a). D’aprés le lemme 1.1,
on sait que ¢“"™ < gup (g%, p). Les hypothdses sup (2, p) < ¢ et n,(L°, ¥
= Z(Z*, ) impliquent sup(¢”, p) < ¢ d’aprés la proposition 1.4, done
*"® < ¢ ot on conclut en appliquant & nouveau la proposition 1.4.

" QOROLLAIRD 1.3. Soit B wn espace de Banach. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
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(a) ¢, m'est pas finiment représentable dans B (c'est-a-dire que B ne
contient pas de I uniformément au sens de [19]).

(b) II ewiste une constante C telle que Uon ait pour toute suite finie

(@yy ovry @) déléments de H:

(9) S nsnfa<o ] {anwisi(wll”dt,
i=1 . =

ol (gi(t)) désigne une suite stable d’ordre 2 sur ([0, 1], @t) (c’est-d-dire une
suite de gaussiennes indépendantes équidistribuées). »
Démonstration. Bn utilisant le fait que sup (g, (#)| = -+ co presque
n

slirement, il est facile de voir que la relation (9) est impossible pour »
assez grand si la suite (4, ..., #,) est 2-équivalente & la base de I:

8up ol < HZW a«i‘”{” < sup |’a¢|,
=

done:

2 ) 2
tf s orae< [ Xogoff a

alors que:
I Soetofar<,
=1

ee qui permet de voir que (b)=-(a).

Réeiproquement si ¢, n’est pas finiment représentable dans F, on
déduit du théoréme 1.2(a) et du corollaive 1.2 l’existence d’un nombre g,
2< g < oo, tel que m, (L™, I*(B)) = (£, I*(B)) (ot I*(B) = L*([0, 1],
dt, B)). On en déduit qu'il existe une constante K telle que Pon ait pour
tout opérateur lindaire continu « de ¢, dans I*(B):

7y (w) < Kull.

Soit (
seulement sont non nuls. Définissons un opérateur lindaire w de ¢, dang
I*(E) par:

u((on) = D 049, (1)
D’aprés le théoréme de factorisation de Pietsch ([22], théordme 2)

il existe une suite de nombres réels positifs (a,) telle que Y a, =1, of:
K3

Vo =(eetn, (o)l < mo(w) ( ) aylenlt)’” < K ||u||(2 ayloal7)".

n

#,) une suite de vecteurs de X, dont un nombre fini de termes

icm
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Pour 0¢[0, 1], appliquons 'inégalité précédente & la suite (¢,) =
puis intégrons aprés élévation an carréd. On obtient:

(f1| 2 9n(O)@men(t) [ ata0) " < E ) [/ (3 anlgaio)te)*as]"
<Elul(f 3 anlga(6)as)"

< Elul gyl -

Par aillenrs la suite (gn(ﬂ)) est une suite symétrique de variables
aléatoires (cf. paragraphe 0) ce qui implique que les suites (gn )) et
(9,(0)8,(¥)) sont isonomes. Done:

(] Sev0]fa)” = (1] St

Pour conclure il suffit de remarquer que:

fl]) = sup {U Hz%mnen(t)ﬂ dt)m; len| < 1} = (f HE%%(’)Wﬁ)m

d’aprés le principe de contraction.

Remarque 1.5. Il est clair que les assertions (a) et (b) ci-dessus sont
encore équivalentes &:

(¢) pour toute suite (@,) d’6léments de B telle que la série e, (t)a"
converge presque sirement, la série 3y, (¢)®, converge elle aussi presque
slirement,

En effet, on sait que (K,) et (K;) restent vraies si 'on substitue & 1a
suite de variables aléatoires (e,) la suite (g,) de gaussiennes indépen-
dantes équidistribuées. De plus, la démonstration du corollaire 1.2 prouve
que (a), (b), (¢) sont aussi équivalentes &: '

(d) pour toute suite symétrique (¢,) de v.a.r. [ou pour toute suite
(p,) de v.a.r. indépendantes centrées] telle que:

Vq€]07 ool ,

(9,(0))

< K lgally el

sup llg,lly < oo,
n

B vérifie la propriété suivante: pour toute suite (u,) d’éléments de B
)@, converge presque stirement, la série Y, (),
converge ello aussi presque sirement.

Le cas ‘‘mdépendantes centrées” se déduit du cas symétrique par
une technique standard de symétrisation.

Dans le cas d’espaces munis d’une structure locale inconditionnelle,
on peut démontrer un résultat plus précis que le théoréme 1.1, et qui de
plus s’applique aux opérateurs. ‘

Tisorkmn 1.3, Soient B un espace de Banach muni d’une structure
locale inconditionnelle, I un espace de Banach quelconque ¢t pel2, +oof.
8i un opératewr lindaire u est (p, 1)-sommant de B dans F, il est de cotype p,
c’est-g-dire:
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11 existe une constante O et a dans 10, oof tels que pour toute suite finie
(xn) @ éléments de B, on ait:

(X @) < ([ ]| X neatt)

Ce théoréme est démontré dans [28] (exp. 24-25, théoréme 2 bis).

Remarque 1.6, Méme pour un espace muni dune base incondi-
tionnelle, nous ne savons pas si le résultat subsigte pour p = 2. Tn parti-
culier nous ignorons si un espace de Bamach qui vérifie la propriété
Q’Orlicz (¢’est--dire que (@) sommable =>2|[mn[|2 < oo) est de cotype 2.

Dans le cas d’espaces de Banach gquelconques, nous ne S&vVons pas
pon plus généraliser le théoreme 1.1 aux opérateurs.. - -

“dt)”".

2. Le probléme du type.

DAFINITION 2.1, Soit p un nombre réel > 1. Nous dirons qu’un espace
normé ¥ est de type p-Rademacher $'il existe une constante € et un nombre
réel ae]0, +oof tels que I'on ait pour toute suite finie (@, ..., ®,) d'élé-
ments de H; :

(1) 3o i < 0 S
i=1 (225}

Remarque 2.1. Comme dans la remarque 1.1, on voit que T’on peut
remplacer a par n'importe quel autre nombre réel fe]0, -+ oof, en modifiant
convenablement la constante C. De plus, d’aprés (K,), pour qu’un espace B
soit de type p-Rademacher, il faut et il suffit que pour toute suite (a,)
Qéléments de E telle que Y lw,[? < oo la série 3 m,e,(f) converge pour
presque tout t. Il est clair que pour un espace de Banach ‘“gtre de type
p-Rademacher” est une super-propriété. On voit aussi qu'un espace B
tel que dim¥ > 1 ne peut pas 8tre de type p pour p > 2. Enfin un espace
normé est évidemment de type 1-Rademacher.

DEFINITION 2.2. Soit p un nombre réel > 1. Nous dirons qu’un espace
normé B est dinfratype p il existe une constante C telle que l'on ait pour
toute suite finie (@, ..., #,) d’éléments de B:

inf{”é? Ei%‘; & = ;l:l} < G(iZﬂH%“ﬁ)lm-
- s ]

Si un espace normé B est de type g-Rademacher (resp. d’infratype ¢),
il est a fortiori de type p-Rademacher (resp. d’infratype p) pour p < ¢.

Nous noterons pZ (resp. pg) la borne supérieure de I’ensemble des
nombres réels p tels que E soit de type p-Rademacher (resp. d’infratype p).
On voit immédiatement que Pon a 1 < p¥ < py. Notons aussi que si ¥
est de dimension infinie, on a pp <2 d’aprés le lemme de Dvoretzky—
Rogers.

icm°®
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Le principal résultat de ce paragraphe est le théoréme suivant:
TH:EO}EEEME 2.1. Pour towt espace normé E de dimension infinie Vinjec-
tion 1'—>1P" est finiment factorisable dans B. De plus p® = pg; plus préci-
sémenit:
P =pg = p(B), () = int{p; Pinjection '~>1¥ est f.f. dams B}.
Nous allons développer une étude analogue & celle du paragraphe 1.
Soit pe]0, --oof. 8i X est un espace normé, nous noterons yZ(x) la plus
petite constante u > 0 telle que l'on ait pour tout w-uple (24, ...,,)

dans H: v
(f H;?WMH” ' < p (3 e}
. 1=1

On voit immédiatement que yZ(n) croit avee m, et que B est de type
p-Rademacher si et seulement si la suite wf(n) est bornée.

Levue 2.1, Soient B un espace normé, pe]0, + oo et (2, p) un espace
mesuré (non trivial). On aura, en notant IF (B) = LP(Q, u, H):
v (n) = 95" ().
Plus généralement, lorsque qe[p, +oof, Vespace L, u, T) est de
type p-Rademacher si et seulement si E est de type p-Rademacher.

La démonstration est identique & celle du lemme 1.1. On démontre
aussi 'analogue du lemme 1.2:

LeMME 2.2. Soient B un espace normé et g0, +oof. On a:
Vi, keN, g7 (nk) < 97 (n)yg (F).

LeMME 2.3. Soient B un espace normé, qel0, +oof et N un entier
> 1. Définissons p par Végalité:

"/)qE<N) = NUpr—la

o

r<q-.
TIespace 1 est alors de type p,-Rademacher pour towt py < p.

Démonstration. D'aprds le lemme 2.2, on a pour tout entier k:
PP (NFy < N¥O2=10, Posons ¢ == N®#~U9. Soit » un entier, supposons

que N* < n < N¥, on a:
w{l[d(n) < ,IIJ(I’L‘(NIC»C-X) < N(ln+1)(1/p—l/(7) < Onllpwllq‘

Par conséquent, pour toute partie finie 4 de N, on a — en notant | 4|
le cardinal de 4 —

([ St
ned

‘!l

g
.\ 1p | ned " P 1/0
dt) LOlAP S —— ) < OA"Psup s,
|41 ned
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Si Ion se reporte & la définition de o,, on en déduit aisément que
pour toute suite finie (s,) dans E on a:

(| S anentn|f at)™ < 0oy ((lmalda);

done si p, < p, on a d’aprés (2'):

(1S mesolfalf*s o(zz) " (Sear] ™

ce qui démontre le lemme.

Démonstration du théoreme 2.1

(a) 81 p¥ =2, on a 2 =" < py< 2, done T =pp et 1’1nJect10n
I'>T est finiment factorisable dans H d’aprés le lemme de Dvoretzky—
Rogers.

(b) Supposons maintenant p¥ < 2, et soit ¢ tel que:

PP<g<2.
On déduit du lemme 2.3 que:
VneN, yfn)z nHrP=e,

Posons en etfet, pour n fixé: pZ(n) = #'P~*2. Le lemme 2.3 implique
que p < p¥, d'olt le résultat.

D’aprés le lemme 1.4, on peut trouver un sous- ensemble infini Ny « N
et une suite de réels &,¢]0, 1[ tels que:

AD)
Ve (n—1)

ce qui irplique (puisque %2 (n) < w7 (2)yE (n—1) pour n > 1):

VneN;, n{(1-s,) —1) = (1 /p"—1/g)

L aPmER)

, 1 ] 1
1) —wq(% [(1—en) g () =97 (n —1)1" —pF

Soit » dans Ny, d’aprds la définition de y2(n) il existe (@, ..., a,)
dang I tels  que:
n
Dt =n

i=1

f”Zs miH dt)”“ 1—8,) pE (n)mdle,

et
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Soit (a;) dans R" tel que i_znl legl =1, on a

A—e)yfmne< ([ g as(t)or]"ar)'"
< U3 s (1] Sacorn - moaeaf
S|l o (] Sa-womaf

Ztg=1

mais la fonetion (4)—>(f|3)(1—1) e, (t)a, @) est une fonetion convexe
continue sur l’ensemble convexe {(4)eR%| 't =1}, par conséquent
elle atteint son maximum sur un point extrémal de cet ensemble, c’egt-d-
dire un point dont toutes les composantes sont égales 4 0 sauf une égale & 1.
On a done

)lla

(1= &) 9% (m) 1’“<(f”2a¢a¢ m¢“%u Y4 sup U”jei(t)m i/

1<j<n

i)
< UHzafsi(t)wt”th)llq_}.y)f(n—l)n“q;

done par homogénéité, ¥ (a;)eR":

(Z Ja,] )[1/)" (n) — py T in—1) ~€n’lp (n)]n"? << (fHZa i€ t)a@” dt)llq

Dérignons par %, le sous-espace de LY(F) engendré par les éléments
@;8,(t), ¢ =1, ..., n. On peut définir un opérateur linéaire u, de %, dans I
par:

o Ef(t)) = (@)1gin

SN

iy
[

et

Hoit (¢4, ...y ¥,) un n-uple dans #,. On a:

3

3 sup fun (31 (3)]

Feal LS
fiz 8k 'M’n ?/Ic) ’de

Jel Iowal

<(f] )j £ (0) (9 [00) " < ol ([ | Z"ykekw)li;ndor’“.
Jom 1 o1

&
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@ (n) = p2(n) (lemme 2.1):

2 (n) | > i)

fo=1

On en déduit puisque ;"

2 sap () (6)] <

=1 1<k<n

On peut donc appliquer le lemme 0.1: il. existe une partie 4,
< (1, ..., n}, telle que Card 4, > n/2, et que I'on ait pour toute suite (a,)
A support dans A, (c’est-d-dire que a; = 0 i 14.4,):

Aolte) < 2= g () g ( f | 3 o)) .

S8i on pose dautre part B, = {4; lwll< 444}, on aura (puisque

§1|w¢|q =n) CardB, > 3n[4¢ et Card(d,nB,)>n/4. La relation (12)

i=1
peut encore se traduire lorsque neN, par:

nYIL(L — g,) T (n) —pE(n— 1)1

En conjuguant la relation (11) aux inégalités précédentes, on obtient
pour tout neNy, et pour toute suite (a;);~y,..., & support dans 4, N B,:

Nl <

T

0,8 (t)”th)]/a,

wezeolf] 3
€ N

nld;

et

Oard(4,n B,) > ied,N B, = o] < 442,

On peut en fait trouver un sous-ensemble infini N, = N et une cons-
tante 6> 0, tels que pour tout neN,, il existe un n-uple (af, ..., %)

dans F vérifiant:
f‘}ZG&%wi & “th) 12 Zl%]

Soit U un ultrafiltre non trivial sur N,.
norme sur R® par la formule:

w
: 7

{Zaie"} = llmHZ oty
u e

(ot I'on a noté (¢;) la base canonique de R™),
On vérifie facilement que:

a-ﬂ«q((a't)) (J { va(etci( )} (M)l/a -

Remplagons R™ par Pespace normé X obtenu en passant an quotiont
par le noyau de la semi-norme. Notons &; I'image de ¢, dans X, ot notons

Y (a;)< R, (U’i

Nous définirons une semi-

(13) Y (a;)e RM, hY |¢11'|-

encore | 3,7} la norme d'un élément de X. On a évidemment: {3 a;8),

= {3 e}, ce qui montre que la relation (13) est valable dans X. Nous

L

icm
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allons appliquer le procédé d’extraction de Brunel-Sucheston & la suite
bornée g dans X. D'aprés [2], il existe une suite () extraite de (e,) telle

que:
3
]2 OL,;th lim {2 akel }
=1 <ty <y %
o0

existe, eti définit une semi-norme sur R®™), Toujours d’aprés [2], cette
semi-norme eyt une norme si et seulement si la suite (,) n'a pas de sous-
suite de Cauchy, ce qui est le cas ici. Soit en effet A une partie de N formée
de Ty 6léments, avee &y > 1, 8k/"— % = 1. On a:

Sl < (f{z & 0 ( } dt)ll"'
< ([ for Z st e+ ([ 3 @—entt

< BT, sup {&,—g},

A

}q dt)llq

ce qui montxe que hup {ei——ej} 1/k,, et par conséquent la suite (g,)
tied

ne peut pas avoir de sous-suite de Cauchy.

On a donc obfenu un nouvel espace normé Y (4 savoir R™ muni
de‘]Z a¢6¢|), finiment représentable dang X d’aprés [2]. On peut voir aussi
que X est finiment représentable dans H, donc Y est finiment représen-
table dans H.

La norme sur Y posséde la propriété importante suivante:

Pour toute suite croissante d’entiers &y <k, <...
Y (a,)e R, |2anen| = IZanekn‘.
On déduit aisément de (13) que:

V(an)€R(NJ7 6']“«(( n (f'zane En ‘ dt)l/q Zlan|

Nous admettons momentanément le lemme suivant, qui nous permet-
tra de conclure:

LuMmn 2.4. Soient 6> 0, qe[1,2[ e ¥ Pespace R(N) muni dune
norme T8(a;)—| 3 we;| telle que Pon ait:

,ona]

(14)

(15) "¥YneN, (”Z e6,(t) Ia at)'e = on'e,
! gma]
Dans ce cas Vinjection 110 est finiment factorisable dans ¥.

Achevons la démonstration du théordme 2.1: puisque Y est fini-
ment représentable dans B et vérifie (15), on’ déduit du lemme 2.4 que
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Pinjection 1% est fmlment factorisable dans . Mais nOUS pouvons
faire cela pour tout ¢ > p%, ce qui prouve que I’injection I*~> " elle- -méme
est finiment factorisable dans H, d’aprés le corollaire 0.1. On en déduit
trivialement que pZ > p(H), ce qui achéve la démonstration, compte-
tenu des inégalités évidentes p% < py < p(H).

Démonstration du lemme 2.4. Soit (f,) une suite de variables
aléatoires équidistribudes suivant la loi gaussienne normale sur R.

(») Nous allons montrer dans une premidre étape que:

11mbup'n“"‘f| Z(ezk—ezk 0T () Idt> 0.

le==1

(16)
Notons tout d’abord que l'on a par convexité de la norme:
UIZ"’ e/(s) [ 1£:(t) ydt[ as)'< ([ | Y% 8) 13 (8) |"dsdt)”“.

On constate par ailleurs que la suite (s,b-(s) | fi(t)l) a la méme loi que
la suite (fi(t)) (cf. par exemple, [28] exp. IIT, lemme 1) et on obtient
finalement, compte-tenu de (15):

an e f IZ aet) | @) < ( [ ifacela) ™ ( f |ﬁ-’e¢fi(t) [“at)'.
qwal
Posons:
= (flzeifi(t)lth)1/q7 Wy == €ap— Cop—1)
T=]
et

=(f 'Iéukfk(t)]“dt)”q.
k=1

Nous aurons:

= (/] X | i)™
= ('”kZ e (t) ladt)w _"(fllz\ezlc(fzhv(t) A+ fopr (1))
. =] e ],

La suite (fy-+fu-.) est une suite de gaussiennes indépendantes,
de paramatre 2. On obtient alors en utilisant 1& propriété “IS”:

~va(f lg 6usfic () ['0)"* = 0, — V24,

| dt)"“.

by, = ay,

icm°
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Nous devons montrer que limsupn~'2p, > 0. TI suftit pour cela

Ur00

que limsupn gy —V20,) > 0, soit encore en posant a, = n'4q,:
N—+00

limsup (2%, —¥2a,) > 0.
N—=+00
On remarque que V2 < 2Y2, ot que limint a, > 0 d’aprés (17). 11 suffit
pour eonclure d’utiliser le lemme élémentaire suivant:
Soient b, o, tels que: 0 <b< ¢, et (v,) une suite de nombres réels.
On a alors limsup(ov,,—0bv,) > (¢—b)limintw,.
Tir+00

N+

Dang une deuxiéme étape, nous allons montrer que la relation (16)
impligue que Iinjection I*~»1¢ est finiment factorisable dans Y.
(b) On sait d’aprés [3] que la suite u; = ey, —6,;,_,; est inconditionnelle

© de constante < 2. Désignons par F' le sous-espace vectoriel de ¥ engendré

par la suite (ug), et par F™ le dual de F. Considérons dans F* la suite
(uy) définie par:
u”}.(z aiu,,;) = a,.

On a pour chaque %: |w;| <2, et on vérifie facilement que (u})
est encore une suite inconditionnelle de constante < 2.

Montrons que linjection ¥->I™ est finiment factorisable dans F*.
8i ce n'est pas le cas, il existe d’aprés le théoréme (1.1) un nombre réel
r> g tel que F™ soit de cotype . Il existera une constante K, telle que:

Y(a,) e R™, (2 ja,,]")m’ <Kf H 2 anu:en(t)H a< 2K“ 2 a, H
On en. déduit facilement par transposition:
V(o) eRY, | 3 ayu, |< 2K ( 3 )"

(On wutilise le fait que la suite () est basique monotone, cf. [3] )
On aura donc

I 2k (f Sy a)
Towal Jowma )

<2x(f é}j e at)" < 2 ( [ 1R wr,

ce qui contredit la relation (16).
Il existe donc¢ pour chaque entier » et pour tout &> 0 un n-uple
(&1, ..., &,) d8léments de JF™ tel que:
n
< ( 2 1a'z'|q’)m .
=1

(L—e)supla,] < HZ @

Y (a,) < R™,
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Le sous-espace de dimension finie de F* engendré par (&, ..., &)
est le dual d’un quotient G de dimension finie de F. Par transposition,
il existe un n-uple (Zy, ..., %) d’6léments de G, tels que:

(j [ai\q)”‘! < HZ DA T—E—;ﬁ ag] -

Choisissons pour chaque ¢ un relévement ; de Z;, tel que | RS
X ][m]g On congtate alors facilement que:

(2 l%\a 1/« lz%"%l\? ““Z ol 5

ce qui montre que linjection I*->I* est finiment factorisable dans 7,
donc dans Y, et achdve la démonstration du lemme (2.4).

Remarque 2.2. Bn fait, un examen de la 1-dre partie de la démon-
stration du. théoréme 2.1 montre que I’étape finale (b) aurait pu &tre
remplacée par le résultat suivant:

TrkoriME 2.2. Soit E un espace de Banach ayamt wne base incondi-
tionmelle (£,). Les propriéiés suivantes sont équivalentes:

(i) YneN, Voe10,1[, il ewiste n bloos disjoints by, bay ...y by

la base (&,) tels que:
@=8)( 3 et H)Jai < D lal.

(i) IT n'ewiste pas de &> 0 tel que, pour une constante C on ait || 3,
o bl 2t )M+ pour toute suite finie (b,) de blocs disjoints sur la base (&,).
(i) signifie en quelque sorte que linjection I*—~I% est “f.f. diagona-
lement” dans H. Ce résultat se démontre d’une maniére tout & fait analogue
4 ce qui précéde. Nous donnons le schéma de la démonstration: soit r > ¢,
on note a, la plus petite constante a > 0 telle que P’on aib

| 6| S
f=l

pour tout systéme (b, ...,b,) de m-bloes disjoints sur la baso (&,). O
vérifie aisément que: Va, 70eN O S tp 0y, 66 que %l existo N > 1 tel
que oy < NYeUr glors (ii) est faux. Done (ii) entradne a, 3 nM*" pour
tout #. Une construction analogue & ce qui précdde permet alovs d’obtenir:
36670, 1[, YneN, by, ..., 5, tels que:

o <

1+a)

V(a)<R",

Sur

V(a,) eR",

Y (a;)eR™, |at|

~<1—a)(

O‘JMH

icm

Séries de variables aléatoires indépendantes 79

Un argument-analogue & celui de la proposition 0.1 montre alors
que (i) est vérifié

L'implication réciproque (i)=(ii) est évidente.

Nous allons - développer quelques conséquences du théoréme 2.1.

DimNrrron 2.3. Soit pel0, 2] Un espace normé E est dit de type
p-stable il existe un nombre réel re]0, p[ et une constante ¢ tels que
Pon ait pour toute suite finie (@y, ..., ®,) A’éléments de B:

2 som [ a)” < of Sy,

ol f;(1)) est une wuite stable ’ordre p (paragraphe 1). Comme dans le
cas du type de Rademacher, la propriété ne dépend pas de la valeur de 7
choisic dans 10, p[ (ou dans ]0, oof si p = 2): cela résulte du théordme
de Shepp-Landau pour p = 2, et d’un théoréme de Hoffmann-J grgensen [9]
pour p < 2. En fait, pour qu'un espace soit de type p-stable il faut et
il suffit que pour toute suite (a,) telle que Y ||, ]” < oo, la série > =,f, (1)
converge pour presque tout #. Enfin il est clair qu’“étre de type p-stable”
est une ‘super-propriété.

Les liens entre type p-stable et type p-Rademacher sont assez étroits,
comme ’indique la proposition suivante, que nous admettrons (cf. [28],
exposé III, corollaire 1 et proposition 3):

ProrosrrioN 2.1. Soient p, g tels que 0 <p < g < 2.

(1) Un espace normé de type g-stable est aussi de type g-Rademacher.

(il) Un espace normé de type q-Rademacher est de type p-stable.

Remarque 2.3. Pour ¢ =2, on peut préeiser que les notions de
type 2-stable ou 2-Rademacher sont équivalentes: en -effet si F est de
type 2-Rademacher, ¢, n’est pas finiment représentable dans E, et il suffit
d’appliquer le corollaire 1.3.

Nous ferons une étude analogue & celle du paragraphe 1, la propriété
de type p-stable étant d’une certaine fagon la propriété duale de la prop-
riété my (&=, W) = L (F%, B) (cette dualité est précisée par le corollaire 2.3).
Nous avons tout d’abord:

PROPOSITION 2.2. bm‘f pel0, 2[. Un espace normé B est de type p-stable
i et seulement 5 p < p™.

Démonstration. Il résulte de la, 1310})0511,1011 plécédente que B
est de tiype p-stable dds que p < p¥. Inversement, si p = p%, nous allons
voir que B n’est pas de type p-stable. D’aprés le théoréme 2.1, Iinjection
P-»1? oxt finiment factorisable dans E. On peut donc trouver pour tout
entier n une suite d’éléments (@, ..., #,) dans ¥ telle que:

(S} < 3 <2 3

V() cR",
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Soit ( f:(t)) une suite stable d’ordre p. D’aprés la proposition 1.1.b,

"il existe une constante € (qui dépend de p, mais est indépendante de
Ventier ) telle que

0~ (Logn)” < [ '(n-*ﬁ’ P 7 a < [ | ae 0| a
f=1 qu=]

n
alors que (3 [n~"Pa,|?)"? < 2, ce qui montre que B ne peut dtre de type
p-stable. =1

OoroLrAIRE 2.1. Soit pel0, 2[.

(a) Un espace de Banach T est de type p-stable si et seulement si Vingec-
tion 117 nest pas finiment factorisable dans H.

(b) 8¢ un espace de Banach B est de type p-siable, 3l existe ¢ > p tel
que B soit aussi de type g-stable. i

Démonstration. Le point (b) résulte immédiatement de la pro-
position 2.2. En utilisant cette méme proposition, on voit que (a) revient
& dire que l'injection I*—I? est finiment factorisable dans B si et seulement
si p > p%, ce qui résulte du théoréme 2.1 et du corollaire 0.1,

Remarque 2.4. Le corollaire 2.1 est évidemment faux pour p = 2,
puisque l’injection I—I® est finiment factorisable dans tout espace de
Banach(®). Le corollaire 2.1(b) généralise d’une certaine manitre les
résultats de Rosenthal ([25], théoréme 8) sur les sous-espaces de I7,
1< p < 2, dans la mesure ol un sous-espace R de L” est de type p-stable
8i et seulement si il ne contient pas ¥ (cela résulte de Kadec—Petczyniski [117,
voir aussi [27]), et ol B est de type g-stable pour un ¢ > p si et seulement
siil peut se plonger dans L" pour un r > p, ’aprés le théoréme 8 de [25].

CoROLLAIRE 2.2. Soient p, ¢ deux nombres réels tels que 1<p <2,
P <g< oo, (2, u) un espace mesuré quelconque et B un espacQ de Banach.
85 Vinjection 1*—17 est finiment factorisable dans LU(Q, u, B), elle est aussi
Sfiniment factorisable dans .

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.1(a), il suffit de montrer
que si B est de type p-stable, il en est de méme de 14(2, u, H). Cela résulte
immédiatement de la proposition 2.2 et du fait que

LOUE)

P =p 8. qelp, co[  (lemme 2.1).

Le corollaire suivant répond % une question posée dans [17] (no 121):

COROLLAIRE 2.3. Soit pe[l, 2[. Un espace de Banach E est de type
p -stable si ot seulement si-il emiste une constamte C telle que Pon ait pour tout

(*) de dimension infinie.
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guotient B' [N de E', et pour tout opérateur linéaire u de I'|N dans un espace
de Banach:
oy () < Oy ().

(Le choix de 1/2 est arbitraire. On pourrait aussi bien écrire =,(u)
K O(r)m,(w) pour tout <10, 1[, d’aprés les résultats de [4] ou [27], exposé
X-XI.)

La démonstramlon utilisera le lemme suivant (ce lemme est connu,
of. L. Schwartz [26] ou S. Kwapied [14]):

Lmvym 2.5. Soit pe[l, 2[, et r < p. Désignons par w, Vopératewr de 12’
dans W défini par wy((a;)) = (0P e;). On a m,(w,) = K~ (Logn)?, ot K
dépend de p et de v, mais est indépendante de n.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Pietsch, il existe une
probabilité u sur la boule unité de 7%, telle que:

Va=(@)el, (v lal)” <m,) ([ Ka, Iaue)”.

Soit (f;(#)) une suite stable d’ordre p. En appliquant cette inégalité
A a; = f;(t) et en intégrant, on obtient:

(f(n—lﬁ‘]fi(t)w)”” dt) < (w,) (] ) i) [ ataus))".

En utilisant la proposition 1.1 (a) et (b), on trouve
O"I(LOg% S’Fr n) (f\zﬂijn ‘)1/1‘
= g, (w) ([ 3 16:)" i (,f)) <y, (10,),

ce qui démontre le lemme.

Démontrons mamtenant le corollaire 2.2. Si H nesb pas de type
p-stable, on a p > p® d’aprés la proposition 2.2. Il existe donc pour tout
-entier n.un n-uple (@, ..., #,) de vecteurs de F tel que:

Via)eR", (Yl <]| 2 || <2 3 1ol
q=al

Posons N = {£eB'; (@, & =0, i=1,...,n}. Dans lespace
"= /N (F est le dual de [wy,...,2,]) on peut trouver un n-uple

(E1y -ovy &) tOl que:
/
V(a)eR®, %suple; < ”2 Z la]”)w
Cela revient & dire que Uon peut trouver deux opérateurs wu, eb vy,

de 17" dans F et de F' dans Iy, tels que ||| <1, o, ll < 2, et que v,0u,
soit 1’1]1](301:1011 de 1" dans I Som par ailleurs 4, Popérateur de Iy’ dans I

6 — Studia Mathematica LVIL. 1
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détini par @, ((e;)) = (n""a,;). On a, avee'la notation du lemme 2.5:

Wy, = Wy00,0%,5 7, (ih,) < 1.
Considérons l'opérateur v = @,o0wv, de F dans 2. On a daprés le
lemme 2.5:

K‘l(LOg”)I/p < Toyge (W) < 7y (0) [la,]) < Tga (0),

alors que ,(v) < [v,/l < 2. On ne peut donc avoir, lorsque % est assez
grand, I'inégalité =, (v) < Om,(u) pour tout opérateur linéaire u partant
d'un quotient de H’. -

La partie inverse du raisonnement wutilise les résultats de [17]: Si
le dual F d’un espace de Banach est de type p-stable, on a 10 (%) < Oy ()
pour tout opérateur linéaire u partant de 7, ol la constante ¢ ne dépend
que de la “constante de type” de F'. Si F est de type p-stable, il en est
de méme pour B (car B fx. B, cf. paragraphe 0), done tous les sous-
espace de E’’ sont de type p-stable avec des constantes de type majorées.
11 suffit pour conclure de se rappeler qu’un quotient B'/N admet pour
dual un sous-espace de E’. ‘

Remarque 2.5. 8i on suppose que pour tout quotient B[N de B,
tout opérateur linéaire u p-sommant de B'/N dans un espace normé quel-
- conque est en fait f-sommant, il existe une constante O telle que lon
aift 7, (4) < Oy, (w) pour tout et tout quotient &' /N, Plus précigément,
cela implique directement que E est de type p-stable. Indiquons Tidée,
pour p =1 pour simplifier. On utilise le lemme suivant (indiqué par
A. Pelozyfiski): si B est un espace de Banach, X un sous-espace de dimen-
sion finie de F et ¢ > 0, on peut trouver un sous-espace Y de codimensgion
finie de F, contenant X et tel que X soit (1 +¢)-complémenté dans Y.
8i B n’est pas de type 1-stable, [ est finiment représentable dans H.
On peut alors construire par récurrence une suite croissante (F,) de sous-
espaces de dimension finie de ¥ et une suite décroissante (Y,) de sous-
espaces de codimension finie de B telles que: '

(a) F, < X, et F, est 2-complémenté dans ¥

n?
(b) F, contient un sous-espace 2-isomorphe & Iy ot 3-complémenté
dans F,.

Le sous-espace ¥ = M Y, de ¥ contient alors des' I} 6-complémen-
n
tés, done son dual ¥’ = B'/¥° contient des 1y uniformément, ce qui impli-

que que l'on me peut pas avoir m, (¥, ) = 7y, (Y, @) pour tout espace
de Banach G. ‘ ‘

; Dans le cas p > 1, on peut encore dire que T est de type p-stable
si et seulement si tout quotient BN de M’ vérifie T (L, ' |N)
= Z(F>, B |N). ‘

-
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OoROTLAIRE 2.4. Sotent B un espace de Bamach et pe[l, 2[. Les prop-
riétés swivantes somt équivalentes:

(i) B est de type p-stable.
(i) Pour toute suite bornée (w,) dans B, la série a0 g, 6, () converge
presque strement.
(iii) Pour toute suite bornée (w,) dans B, il ewiste un choiw de signes
(en)e{~1, --1}™ tel que la série Sn~Y2¢,m, soit comvergente.

7
(iv) Pour toute suite bornée (w,) dans B, la suite w2 3, (t)a, tond
vers wéro presque shrement quand n tend vers Dinfini. k=1
(v) Pour toute swite bornée (w,) dans E, 4l ewiste un choix de signes
(8)e{—1, --1}N tel que:

n
im =12 -
lim n~Y 2 &y, = 0.

N—+00 k=1

Démonstration. Les implications (ii)=(iii) et (iv)=-(v) sont évi-
dentes, tandis que (i) = (iv) et (iii) = (v) résultent du lemme de Kronecker,
dont nous rappelons I’énoncé: soient (»,) une suite d’éléments d’un espace
de Banach, et (o,) une suite décroissante de nombres réels tendant vers

N
zéro. i la sévie Ja,w, est convergente, la suite a,( ') tend vers zéro
quand » tend vers linfini. Fe=1
Si B est de type p-stable, il est de type g-Rademacher pour aw moins
un ¢ > p d’aprés la proposition 2.2. 8i (4;,) est une suite bornée, la série
DnYg, |7 esti convergente, done 3'n e, (f)x, converge presque stire-
ment. Ce qui prouve que (i) = (ii).
11 reste pour conclure & démontrer I’implication (v)=(i). Supposons

* que (i) ne soit pas vérifiée. D'aprés le corollaire 2.1(a), I'injection I*->7*

est finiment factorisable dans E. Nous allons montrer que ’on peut con-
struire une suite (#,) d’éléments de B et une suite d’entiers (V,) croissant
vers Linfini tels que: '
sup )l < 1,
el
N,

Z &Py,
To=al

On pose N, = 1, et on prend pour 4, un vecteur quelconque de norme 1
dang H. Supposons que Nq,...,N,, #,..., &y, alent 6té déterminés,
de facon que:

V(g)e{~1, +1}¥, VreN, N’:"I/ﬁ]

|> 4.

N,
sup [l < 1, Cet V(ee{—1, +1}Y, N;"“’szskwkl)>%-
=1

1IN,
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Choisissons un entier N,,, suffisamment grand pour que:
qulp[“g‘(lvvﬂ“lv e —N,]1> 4.

Puisque Pinjection 1*—~1¥ est finiment factorisable dans E on peut
trouver des vecteurs (@w,41, .- ¥x,,,) tels que:

V(“lc); %( ]ak!p)llp H a}awlaH < Z lalc .

Ny<k<Nyi1 -Nv<k<Nv+l

On aura done pour toute suite (s,)e{ —1, + 1}N :

Ek“’k“ - H Zglnwla

y+l_‘N)

NP HZ 5k931cH Ny H
> N2PLA(

La suite (#,) construite de proche en proche contredit 1a propriété
{v), ce qui achéve la démonstration du corollaire.

Remarque 2.6. Le corollaire précédent montre que les espaces
de type p-stable sont ceux dans lesquels une certaine forme de la loi des
grands nombres est vérifiée. Le dernier point de la démongtration du
corollaire 2.4 est d’ailleurs inspiré de [1].

Dans le corollaire suivant nous adoptons la terminologie des espaces
B-convexes, telle qu’elle est développée dans un article de Giesy ([87),
pour donner un élément de réponse & une question de cet article (p. 145,
derniére question). ‘

CororLARE 2.5. Soit pe[l,2[. 8¢ un espace de Banach T est
B—(k, s)-convewe avec k(1—e) < k'®, on a pour towt > p et pour toute
sutte (X,) de variables aléatoires indépendanies centrées & valeurs dans H,
bornée dans L*(E):

—N,]1>4%.

n
limn“””” X | s = O-
o s

Démonstration. L'hypothdse signifie que l)OL'UT‘f:OIIt'r k-uple (@4, ..., )
formé d’éléments de la houle unité de A, on a:

in H ic’ "
g==1

ce qui implique immédiatement que Pinjection I*—>I? n’est pas finiment
factorisable dans H. D’aprés les corollaires 2.1 et 2.2 , Pespace L, (2, U, P, B)

est de type p-stable pour tout espace de probablhté (R, QI ) et pour
tout ¢ > p.

i & = 1} < B(L—e) <T2,

icm
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Soit; (X’n) une suite symétrique (cf. paragraphe 0) de variables aléa-
toires définies sur (2, A, P) ef & valeurs dans B. Si on suppose la suite (X,,)
bornée dans L, (£, %, P, H), le corollaire 2.4 implique:

Limp 1P H Z & X,

N=r00

=0

o

pour au moing un choix de signes (e,)e{—~1, + 1}V, Pmsque la sulte (X
ext une guite symétrique, on a aussi en fait:

Pxd

Le corollaire est done démontré dans le cas de variables symétri-
ques. Dans le cas d’une suite (X)) de variables indépendantes centrées on
se raméne facilement au cas préeédent, en introduisant une suite symétri-
sée (X,) détinie sur (2x 2, PRP) par:

Xn(wi CU/) = -Xn(w)

limn
kG

= 0.

Lam

— X, (o).

Remarque 2.7. Une variante facile de la démonstration ci-dessus
permet de conclure que — sous les mémes hypothéses —
n
bt ( ZX ,c) tend vers 0 presque sfirement.
Teenl
Remarque 2.8, Aprds avoir terminé la rédaction de cet article, nous
avons eu connaissance de résultats nouveaux de J. L. Krivine [13], qui
permettent d’améliorer notablement les conelusions des théorémes 1.1
&t 2.1. Bn lisant le lemme I1.2 et la démonstration du théoréme I1.2 de [13],
on dégage immédiatement 1’énoncé suivant:
Tuhorimn. Soit B un espace de Banach muni d'une base incondition-
nelle ¢t 1.8. (e,). 8i Von pose:

- .
b == inf { A 0 lim A" pj H = -+ oo}

P00

et si on dbfinit q par b == 271, Pespace ¢ os& fmwnmt représentable dans 1.
De cet énoned on déduit lo suivant:
Trrgonrtivae 2.8, Soit 1 un espace de Banach de dimension infinie. Les
aspacas VD et (D gomt finiment représentables doms . . .
Démonstration. Posons p = p(H) et ¢ = q(B) pour simplifier.
Duprds los théordmes 1.1 of 2.1 on peut trowver pour fout N deux N-uples
@, .., o) et (g, ..., yN) tels que:
Y 1/2 i &
( \’ g |”) f < Z ool < 2 Z leyl,
1
M= ( et

az/' i

v

Y (a;) e RY,
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Qoit 1 un ultrafiltre non trivial sur N. Les formules
lim

! 2 N
Xy
Nel

définissent deux normes sur BR™, || [, et || |, telles qu’en désignant par (e,)
Ia base canonique de R™, on a:

V(a)erR™, (e v’)”" < || Y e, <2 Xla,

$sup la] < H Dlage|, < (Zlaﬂa)l/a.

D’aprés ces formules, la suite (¢,) ne peut pas avoir de sous-suite
de Oauchy, que ce #oit pour Pune ou l'autre de ces deux normes. D'aprdy
le procédé d’exmaction de Brumnel-Sucheston [2], on peut trouver une
sous-suite (e;) de (e,) telle que les formules:

| S, = im | SHa,

z <’Ir7<

zl—mo
définissent deux nouvelles normes sur R™, qui vérifient encore (18),
mais sont de plus LS., et telles que u, = €y, —Cgpo1, B = 1,2, ..., s0ib
une suite I.8. et inconditionnelle de constante < 2. On & de plus d’aprés

(18):
21/1».(2 lai\ﬂ)l/f’ < IZa,-ui ll <4 lal,
$-max oy < |2aiu@. |2 < 2Ye. (Z }aﬂq)l/ﬂ.

Désignons par F;, j =1,2, espace de Banach obtenu en complétant
pour la norme | |; Pespace vectoriel engendré dans R™ par la suite (u,).
L’espace F; admet alors (uw,) pour base inconditionnelle. On voit facile-
ment que I; est finiment représentable dans Z.

Par conséquent pour tout ¢ > 0 (¢ <p), Fy est de type p—e¢ et I,
de cotype ¢-+e. Il existe done une constante C, telle que:

Y (a;) e R, 12a %, (2’ lay ],,M)m,m
’ 2.1 Oyt N = —O" (2 [(11.‘(1"|‘5)1/{’”"!

De (19) et de la propriété précédente, on déduit que pour tout n:

i N
; lim H aY;
Nell

(18)

i=12,

37

(19) V(@)

1P gnlp ‘ Z Uy

'Luul
sn

}_ .onlate < ’Zu‘i < glla. gnly
q, < 2
o

(v Zﬂlﬂ-«l
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Si P'on pose:

by inf {/I > 0; hm l“’ Z Uy

i=1

=+°°}7 i=1,2,

il est clair que by = 24P, p, = 2=,

Dapréy le théordme de Krivine rappelé ci-dessus, I? et 19 sont finiment
représentables respectivement dans 7, et F,, donc I et ¢ sont finiment
représentables dans H.

Remarques 2.9. Supposons que ¥ est d’infratype py et supposons
de plug que 1/py-+1/qp = 1.

Posony simplement py =p et ¢ = ¢. Dans ce cas particulier, on
peut voir que K contient des sous-espaces uniformément complémentés
et uniformément isomorphes & 2.

Soit n donné, choisissons N > N(2,1/2, 1, ). D’aprés la remarque
précédente on peut trouver dans B une suite (¥, ..., ¥y) telle que:

9 ( Z‘ﬂ{[q)llq_

Par transposition, on en déduit Pexistence d’éléments @,, ..., 2y dans B
tels que:

(20)  V(g)eRY,  supipl <[ 18 <]| 3 by,

<"Dk7 f’/j> = 5Ic,ja
et

V(a)eRY, ‘%(Z |ai\p)w < “Z‘j aia”'iH < 2 Jogl .

Daprés le lemme 1.5 on peut trouver une sous-suite @, ...,

. “an
telle que la suite u; = &, o, i1 $0it inconditionnelle de constante < 3.

Puisque ¥ est d'infratype p, il existe une constante K telle que:

Viegen, - int | e
on aura alors:
(21) Y (a)eR", ‘Q(ZIG,;I")W < | Y| < 8K (3 ayuel?)””
< 6K Z Iail“)

n B
Posons vy ==y, otz Yaell, Pu = > <w, v>u;. On vérifie aisément
- j=1

)

que P est une projection de & sur le sous-espace I, engendré par 4y, ..., u,.
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D’aprés (21) on a:

VoeB  |Po| < 6K ( Nia, q;,>|p)””.
Mais

(> ke, o) < sup { Ka;, Sl Xl 1)

< 2l (Laprés (20))

soit tinalement: Vzel, |Pal < 12K .
On a done trouvé pour tout » un sous-espace X, de & de dimension n
qui est 12K-isomorphe & 12 et 12K-complémentd dans H.

R emarq ue 2. 10 On voit fmcilemoni} que 1’011 n'n ‘pm« toujours 1/py+

con]ecturons que #i py > 1 (aubrement d]L #i F est B oonvexe) on al/py+
+1/gz = 1. Plus précisément, nous conjecturons que si 7 est B-convexe, IJ
est de type p-Rademacher si et seulement si I est de cotype g avec 1/p -+
+1/g = 1. Oe résultat est vrai si B est un treillis normé (cf. [28], oxposé
XXIV-XXYV, corollaire 3). On peut poser une question encore plus précise:
désignons par Rad(Z) le sous-espace fermé de LA(H) engendré par les
variables aléatoires de la forme }'w,s,(t) ol (,) est une sunite d’éléments

n
de F dont un nombre fini seulement sont non nuls; nous divons que B
est K-convexe si Rad(#) est complémenté dang L2 (). On consgtate facile-
ment que s’il existe une proiec’rion continue de L2(R) sur Rad(H), la
projection orthogonale X‘—»Z[ [ e, () X (tydt]e, est déjd continue. On en

déduit que la K-convexité est une super-propriété. Si B est K-convexe,
il en est de méme de ses sous-espaces, de ses quotients, de son dual K,
et de LP(H) si 1L < p < oo. Par ailleurs, si K est K-convexe ot de cotype ¢,
son dual est de type p-Rademacher avee L/p 4-1/g = 1. 8i F ost K-convexe
il est B-convexe; en effet I* n’est pas K-convexe puisque I* ext de cotype 2
alors gue son dual I° west pas de type 2-Rademacher.

On peut montrer facilement que tout espace de type 2-Rademachor
est K-convexe.

Si B est un treillis normé, on peut montrer que # est K-convexoe si
et seulement si B est B-convexe. Nous ignorons si celn reste vreai pour un
espace de Banach général.

Remarque 2.11. Soient p, q tels que 0 < p < g2 et supposons
que Y est un sous-espace fermé d'un espace de Banach X, .

Dans [7], le résultat suivant est démontréd: si ¥ et X/Y wont de type
g-Rademacher, alors X est de type p-Rademacher.

Le corollaire 2.1, joint & la proposition 2.1, permet d’en. déduire que:
si ¥ et X/Y sont de type p-stable, alors X owt aussi de type p-stable.
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Complementably universal Banach spaces

by
W. B. JOINSON (Ohio) and A. SZANKO WSKI (Copenhagen)

Abstract, There I8 no separable Banach space which is complementably universal
for the class of separable Banach spaces.

I. Introduction. A Banach space X is said to be complementably
universal for a class o/ of Banach gpaces provided every space in 7 is
isomorphic to a complemented subspace of X. A. Pelezynski proved
in [11] that there exists a separable Banach space which is complement-
ably univeral for the class of all Banach spaces with Schauder basis.
This result was extended by Kadec [8], who constructed a separable
space which iy complementably universal for the class of all separable
Banach spaces which possess the bounded approximation property (b.a.p.).
Actually, the spaces constructed by Kadee and Pelezynski are isomorphic
(ef. [7], [12]).

In Section IT we prove

A. Basio musure. There 48 no separable Banach space which 1s comple-
mentably universal for the class of all separable Banach spaces.

This result is & simple consequence of Enflo’s counterexamples to
the approximation problem [3].

Section IIT and Section IV contain extensions of our basic result.
In Section TTT it is shown that, in contrast to Kadec’s theorem,

B. There is no separable Banach space which is complementably uwni-
versal for the class of separable Banach spaces which possess the approwi-
matton property.

Tn Section 1V it is shown that Davies construction in [2] yields

(. Tlor each 2 = p < oo, there 48 no separable Banach space which is
complementably wniversal for the dass of all subspaces of 1,.

Of conrse, results BB and O hoth contain the basic result A. We have
ineludad a separato proot of A because if is short and the proof is accessible
to anyone who is willing 10 accept the “axiom?” that there are subspaces
of some rpecial spaces which fail & certain approximation condition men-
tioned at the bheginning of Section IT. The proof in Section ITII is also not

w
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