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PREFACE

La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour objet Iétude
des fonctions définies dans les espaces 4 une infinité de dimensions. Dans
plusieurs domaines trés importants des mathématiques cette théorie a pénétré
d’une fagon essentielle: il suffit de rappeler que la théorie des équations
intégrales et le calcul des variations se sont trouvés contenus comme des cas
particuliers dans les principales sections de la théorie générale des opérations.
On voit dans cette théorie les méthodes de mathématique classique s'unir aux
méthodes modernes d’une maniére parfaitement harmonieuse et remarquab-
lement efficace. Elle permet souvent d'interpréter les théorémes de la théorie
des ensembles ou de la topologic d'une fagon tout a fait imprévue, Ainsi
p. ex. le théoréme topologique sur le point invariant se laisse traduire
moyennant la théorie des opérations (comme 'ont montré MM. Birkhoff
et Kellogg) dans le théoréme classique sur I’existence des solutions des
équations différentielles. Il y a des parties importantes des mathématiques
dont la connaissance vraiement approfondie n’est possible qu'd I'aide de la
thécrie des opérations. Telles sont aujourd’hui: la théorie des fonctions de
variable réelle, équations intégrales, calcul des variations, ete.

Cette théorie mérite donc avec raison, aussi bien par sa valeur esthétique
que par la portée de ses raisonnements (mé€me abstraction faite de 'ses
nombreuses applications) l'intérét de plus en plus croissant que lui prétent
les mathématiciens. Aussi on ne s'étonnera pas i T'opinion de M. J. Hada-
mard, qui considére la théorie des opérations comme une des plus puis-
santes méthodes de recherche de la mathématique contemporaine.

Le livre présent contient la premiére partie de I'algébre des opérations.
Il est consacré & I'étude des opérations dites linéaires, qui correspond 3 celle
des formes linéaires a, x;+a;x;+ ... +a,x, de I'algébre. ‘

La notion d’opération linéaire peut €tre définie comme suit. Soient E
et Ey deux espaces formés d’éléments quelconques, mais ol une addition
associative et Pélément-zéro sont supposés définis. Soit y = U (x) une fonction
(opération, transformation) qui fait correspondre a tout élément x de E
un élément y de E; (dans le cas ol E, est en particulier l'espace des
nombres réels, cette fonction porte aussi le nom de fonctionnelle). Si, quels
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que soient x; et x; de E, on a U(x,+x) = U (x,)+ U{x,), I'opération U (x)
s'appelle additive. Si, en outre, E et E, sont des espaces métrigues, c.-a.-d. que
dans chacun d’eux la distance des éléments est définie, on peut considérer
des opérations U(x) continues. Or, les opérations i la fois additives et
continues s’appellent linéaires. 7

Dans ce livie, je me suis proposé de recueillir surtout les résultals
concernant les opérations linéaires définies dans certains espaces généraus,
notamment dans les ainsi dits espaces du type (B), dont des cas particuliers
sont: I'espace des fonctions continues, celui des fonctions 4 p-iéme puissance
sommable, I'espace de Hilbert, etc.

Je donne aussi linterprétation des théorémes généraux dans diverses
disciplines mathématiques, & savoir dans la théorie des groupes, des équations
differentielles, des équations intégrales, des équations 4 une infinité d’inconnues,
des fonctions de variable réelle, des méthodes de sommations, des séries
orthogonales, etc. Il est intéressant de voir certains théorémes donner des
résultats méme dans des disciplines assez éloignées les unes des autres.
Ainsi- p. ex. le théoréme sur lextension (prolongement) d’une fonctionnelle
additive résout simultanément le probléme général de la mesure, le probléme
des moments et celui de lexistence des solutions d’un systéme d’équations
linéaires 4 une infinité d’inconnues.

A cbté des méthodes algébriques, ce sont surtout celles de la théorie
générale des ensembles qui passent dans ce livre au premicr plan, en gagnant
4 cette théorie plusieurs applications nouvelles. On trouvera aussi daas divers
chapitres de ce livre de nouveaux théorémes généraux. Tels sont, en par-
ticulier, les deux derniers chapitres et I'annexe: Jes résultats quiils renferment
nont été nulie part publiés. Ils constituent une ébauche de I'étude des inva-
riants relatifs aux transformations linéaires (des espaces du type (B)). En
particulier, le Chapitre XII contient la définition et Panalyse des propriétés
de la dimension linéaire, qui joue dans ces espaces un role analogue 4 celui
de la dimension au sens ordinaire dans les espaces euclidiens.

Les résultats et les problémes qui, faute de place, n'ont pas été envisagés,
sont discutés brigvement dans les Remarques 4 la fin du livre. On y trouvera
aussi quelques indications bibliographiques supplémentaires. [D’une fagon
générale (excepté I'Introduction) je n’indique pas lorigine des théorémes que
je crois trop simples ou bien démontiés ici pour la premidre fois.

Un certain nombre d’ouvrages plus récents a paru et continue 4 parajtre
dans le périodique Studia Mathematica, qui poursuit le but de grouper avant
tout les recherches concernant I'analyse fonctionnelle et ses applications.

Je me propose de consacrer un second livre (qui comstituera la suite
de Pouyrage présent) i la théorie des autres opérations fonctionnelles avec
un large emploi des méthodes topologiques.

En terminant. je tiens d témoigner ici mon affectueuse reconnaigsance
d tous ceux qui ont bien voulu m'aider dans mon travail, en se chargeant
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de la tradugtion de mon manuscrit polonais, ou concourir & ma tiche par
Jeurs précieux conseils. Je remercie lout particiliérement M. H. Auerbach
pour sa collaboration a la rédaction de I'Tntroduction et M. S. Mazur pour
le concours général quil m’a prété et pour sa part 4 la rédaction des
Remarques finales.

Lwow, Juillet 1932 Stefan Banach
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INTRODUCTION

A. L’integrale de LébeéguemStieltjes

Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la mesure et de
Iintégrale de Lebesgue ()

1. Quelques théorémes de la théorie de Pintégrale de Lebesgue(?)
gu

Si les fonctions mesurables x, () sont bornées dans leur ensemble et la
suite {x, (1)} converge presque partout dans un intervalle fermé [a, b] vers
la fonction x(r), on a

1) LJ (Hdt = jx(r)dt

Plus généralement, §'il existe une fonction sommable @) = 0 telle que
[x, ()] < @(t) pour n = 1,2,..., la fonction limite est également sommable
et satisfait a I'egalité (1). _

Si les fonctions x, () sont sommables dans [a, b] et forment une suite
non décroissante, convergente vers la fonction x(t) on a lcgallte (1), lorsque
la fonction x(f) est sommable, et

b
Jm § x, (6)dt =

dans le cas contraire.

(Y) Cf p. ex. C. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fonctions d'ensemble.
Classes de Baire, Gauthier-Villars, Paris 1916, ou H. Lebesgue, Legons sur Pintégration,
2-me édition, Gauthier-Villars, Paris 1928,

() Cf. p. ex. C. de la Vallée Poussin, L ¢, p. 49.
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Si la suite {x (t)} de fonctions & p-iéme pulssance sommable (p = 1)
converge presque partout vers la fonction x(r) et si

jlx,,(t)|”dt < K pour tout n=1,2,...,

A . )
la fonction x(f) est également & p-iéme pulssance sommable(*).

§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions & p-ieme puissance sommable ()

La classe des fonctions 4 p-igme (p > 1) puissance sommable dans [, b]
sera désignée par (I"). Au nombre p on fait correspondre le nombre g li¢
avec p par équation 1/p-+1/g = 1 et portant le nom d'exposant conjugué

avec p. Pour p = 2 on a donc également g = 2.
Si x(f) = (I™) et y(r) = (I), la fonction x(t)- y(r) est sommable et son

intégrale remplit Iinégalité

b b b
|J xyde| < (J1xPdey ([ (yl*de)'a.

En particulier, on a donc pour p = 2:
b b b
I xpdt] < ([ 2 dey- ([ y? )2,
a ] a

Si les fonctions x(f) et y{t) appartiennent & (I”), il en est de méme
de la fonction x(f)+y(t) et on a:

b b b
(J 15+ plP ey < (§ 1x]7 de) P +(§ [yl? de)'*.
o a a
A ces inégalités correspondent les inégalités arithmétiques suivantes:

< (L lab)"-( X 1B,

(T |a+bi P < ) a7+ ( z 1Byl7)%,
i=1 i= i=

(!) Cf. E. W. Hobson, The theory of functions of e real variable and the theory of -

Fourier's series, vol. 1, 2. éd,, Cambridge 1921726, p. 300,
(3} CI. E. W. Hobson, 1. ¢, vol. I, p. 588,
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dont la premiére donne pour p =

|Zab1|~.

2 I’inégalité connue de Schwarz:

2)1/2 Z 1/2

i= i=1

Pour toute fonction x(t)} 4 p-iéme (p > 1) puissance sommable et pour
tout £ > 0 il existe une fonction continue ¢ (t) telle que

le—fpl" < &(").

§ 3. La convergence asymptotique

La suite {x,(s)} de fonctions mesurables dans un certain ensemble est
dite asymptotiquement convergente (Ou convergente en mesure) vers la fonction
x(t) définie dans cet ensemble, lorsquwon a pour tout & > 0

JLIEmE(lx (H—x()| > g = 0 (3.

Une suite {x,(z)} asymptotiquement convergente vers la fonction x(z)
contient toujours une suite partielle convergente (dans le sens ordinaire)
presque partout vers cette fonction.

Pour qu'une suite {x,(t)} soit asymptotiquement convergente, il faut
et il suffit que l'on ait pour tout & > 0

t,.lkifpwml?(lx.-(t)-xk(t)l > ) =00

§ 4. La convergence en moyenne

Etant donnée une suite {x,(¢)} de fonctions 4 p-iéme puissance sommable
(p = 1) dans [a,b], on dit que cette suite y est 4 p-iéme puissance con-
vergente en moyenne vers la fonction x(f) & p-iéme puissance sommable,

lorsque

b
lim [ [, () —x(0)|Pdt =

(') Cf. p. ex. E. W. Hobson, l.c, vol. If, p. 250.
(*) mE désigne la meswre de I'ensemble E; le symbole E() désigne d'une fagon

générale lensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles se présente la propriété mise en ().
() Cf p. ex. E. W. Hobson, L. ¢, vol II, p. 2d2-244.
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'une telle fonction x(1)

existe, est que l'on ait
lim jlx (O—x, ()P dt = 0.
ik g

La fonction x () est alors définte dans [a, b] d'une fagon univoque, sauf
dans un ensemble de mesure nulle.

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une fonction x{f)
est aussi asymptotiquement convergente vers cette fonction (‘) et contient par
conséquent (§ 3) une suite partielle qui converge (dans le sens ordinaire)
presque partout vers la méme fonction.

§ 5. Lintégrale de Stieltjes (%)

Soient x () une fonction continue et «(f) une fonction a variation bornée
dans [a, b]. En subdivisant Pintervalle [a, b] en intervalles partiels & Iaide
des nombres
<t,=b

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre arbitraire
9;, nous pouvons, par analogie avec la définition de l'intégrale de Riemann,
former la somme

a=t0<t1<t2<

§= Z x(3) fe()—aft;,)] on

i=1

R R

On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu que leur
intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes S ont une limite
commune a toutes suites pareilles; cette lhmite est désignée par

b

 x () dac (2)

et dite intégrale de Stieltjes.
Cette intégrale a les propriétés suivantes:
b

§ x()da(t) = mfx(t)dcz(t),
fx(t)da(t)+jx(t)da(r) = [ x() da(s),

] b b
5 Dy (O (0] dax (1) = § x () da(D)+ | x2 (£) A ().

1) CE p. ex. B W. Hebson, 1 ¢, vol. TI, p. 245,
) CL p. ex. H. Lebesgue, L ¢, Chapitre XI.
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Le premier théoréme sur la valeur moyenne s'sxprime ici par l'inégalite
» :
Ijx(t}d:x(t)| < My,

ot M désigne la borne supérieure de la valeur absolue [x(5)] et V la
variation totale de la fonction «(t) dans [a, b].
Si la fonction o(¢) est absolument continue, on peut exprimer l'intégrale
de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit;
j'x(r)doc(t) = jx(t)oc’(t)dt,
[ q
Si a(¢) est une fonction croissante (c.-a-d. que l'on a toujours x(#) < a(t")
pour a <t < "< b) et si l'on pose pour tout nombre s de Dintervalle

[or(a), 2 ()]
B(s) = borne sup E (s = (),

on obtient:
] a(b)
(2) x(t)da(r) = a(f & [B(s)]ds (.

Démonstration, Nous avons par définition de B(s):
) fla@l =t pour ¢<t<bh

La fonction B{s) étant par hypothése croissante et admettant comme valeurs tous les
nombres de lintervalle [a, b] oil, d’aprés (3), a = f[«(a)] et b = B ufb)], elle est une fonction
continue. Il en résulte que la fonction x[#(s)] est également continue,

Considérons une subdivision {§) de [a,b] dommée par les nombres a =t, <t < ...
<ty =b et posons () = § pour i = 1,2,,..,n. Nous avons

L= | x[B(9)ds = (9—8-1)x(%),

i=~1

ol % = f(s) et 8., < ¥ < &. Evidemment #(3,.,) < £(s) = 8 < §{%). En vertu de (3)

con a (9. g = Blo(t= )] = t;., et d'une fagon analogue B(9) = t,. Par conséquent

tey = 9 € 1y,
done
Iy = x(9) [ ~alr )1,
d’oi
ab} " [
@ J x[BGIds = 3 4= F x(8) [alt)—altr-u)]-

ta)

(*) Cf. H. Lebesgue, I. c, p. 258-260.
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b
{ x(pda(t),

Or, cetie dernidre somme tendant vers lorsque la longueur maximum des

intervalles de Ia subdivision (&) tend vers 0, I'égalité (4) donne I'égalité {3), q. f. d.

Ceci établi, si I'on admet que «{f) est une fonction quelconque
3 variation bornée, on peut la représenter toujours comme une différence
«, () —o (t) ou les fonctions oy(t} et a,(f) sont croissantes; en désignant
comme auparavant par f,(s) et B,(s) les fonctions correspondantes, nous
obtenons

b b " a(b)
[ x (@) de(t) = [ x(t)dot, (8)— j () dog () mj{)x[ﬁl(s)]ds~“ j(')x[ﬁz(s)]d.s.

Si les fonctions x,(f) sont continues et bornées dans leur ensemble et
la suite {x,(f)} converge partout vers une fonction continue x(f), on a pour
toute fonction «(t) & variation bornée

b b
lim [ x, () do(t) = | x(6)d(8),
car
xy(B) o (b
Jlim I( o [B.(s))ds = . I( X [B1(s)]ds
et
,(b) %5(b)
m § 50004 = ] %8 0ollds.

§ 6. Le théoréme de Lebesgue

Notons encore le théoréme suivant.

Pour quune suite de fonctions sommables {x,(0)} ou 0 < i €
Pegalité

1 remplisse

1

lim fa(f)x,(dt = 0

H=r C-UO
pour toute fonction o(f) mesurable et bornée dans [0,17, il faut et il suffit
que les trois conditions suivantes se trowvent simultanément satisfaites:
1
1° la suite {{|x,()|dt} est bornée,
0

2° pour tout &> 0 il existe un n > 0 tel que tout sous-ensemble H de
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[0,1] de mesure < n domne lieu & Pinégalité Hx (Bdt| <
n=1,2,...,

g, quel que soit

3° lim [x,(dt = O pour tout 0 < u < 1),
n—*mn

Nous connaitrons dans la suite d’autres théordmes de ce genre.

B. Ensembles et operations mesurables (B)
dans les espaces metrigues

§ 7. Espaces métrigues

Etant donné un ensemble non vide E, on dit qu'il constitue un espace
métrique ou espace (D), lorsqu’d tout couple ordomné X, y de ses éléments
correspond un nombre (x, y) satisfaisant aux conditions(?):

1) (x.x) =0, {x, y) > 0 lorsque x # y,

2} (x, p) = (y, x),

3) (x, 2) < (x, )+(y, 2).

Le nombre (x, y) s'appelle distance des points (des éléments) x, y. Une
suite de points {x,} est dite convergente {*), lorsque
&3] lim (x,,x,)=0;

g

on l'appelle comvergente vers le point x, (ce qu'on éerit lim x, = x,), lorsque
n-r oo

(6) lim (x,, x) = 0.

Le point x, porte alors le nom de limite (ou de point-limite) de la
suite {x,}.
I est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on a toujours

(xp'l xq) "<~ (xm x0)+ (an xO)'

Par conséquenti, une suite convergente vers un point est par cela-méme
une suite convergenle' bien entendu, la réciproque n'est pas toujours vraie.

L’espace (D) & propriété que toute suite convergente y converge vers
un certain point est dit compler.

("t H. Lebesgue, Annales de Toulouse 1909,

(*) Les trois conditions 1)--3) peuvent &re templacées par les deux suivantes: 1%)
(x,3) = O éguivant 4 x = y, 2% (x,z) € (x, ¥)+(z, 1) CI A Lindenbaum, Sur les espaces
métriques, Fundamenta Mathematicae 8 (1926) [p. 209-222], p. 211.

{*) Les suites convergenies dans notre sens sont appelées d’habitude ,suites satisfaisant
A la condition de Cauchy”, c.-a-d. précisément & fa condition (5).
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L’espace (D) tel que toute suite infinie de ses points contient une suite
convergente vers un point s’appelle compact.

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des espaces (D)
complets. Nous en allons énumérer ici une série d'autres exemples importants.

1. Soit (S) lensemble des fonctions mesurables dans Tintervalle [0,17.
Faisons correspondre & tout couple ordonné x, y d’éléments de cet ensemble(*)
le nombre

On vérifie facilement que les conditions 1)-3), énoncées plus haut pour
la distance, se trouvent remplies. En effet, quant aux conditions 1) et 2), cest
évident (nous ne distinguons pas entre les fonctions qui ne différent que sur un
ensemble de mesure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est
également réalisée, il suffit de remarquer que l'on a pour tout couple de
‘nombres arbitraires «, b:

la+b] < |a b
1+la+b| = 1+]a] = 1+b| "

Ansi ,métrisé”, lensemble (S} forme donc un espace (D); cet espace
est complet, car la convergence d’une suite {x,} de ses poinfs (vers un
point x¢) s’y raméne a la convergence en mesure de la suite des fonctions
{x,{t)} (vers la fonction x,(#) dans [0, 17}

2. Soit (s) Tensemble de toutes les suites de nombres. Posons pour tout
couple ordonné x, y de ses éléments (?):

o 1 tén_nnl
x,n= 3 e

n=1 2

L’ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet, la convergence
d’une suite de points {x,}, resp. sa convergence vers un point x,, y signifie
(en posant x, = {&} et x, = {£,}) que pour tout n naturel chacune des
suites {£I™} est convergente, resp. converge vers &,, & mesure que m tend
vers T'infini.

3. Soit (M) lensemble des fonctions mesurables et bornées dans [0, 1].
Si 'on pose pour tout couple x,y de ses éléments

(x, y) = vrai max imum |x(5)—y (),

(') Nous posons: x = x() et y = pit), resp. x, = X, () 6t xo = xu(t), dans tous les
exemples ou x et y, resp. x, et xg, sont des éléments d’un ensemble de fonctions.
(*) Nous posons x = {{,} et ¥ = {n,} dans tous les exemples des espaces de suites,

icm

Introduction. B. Ensembles et opérations mesurables (5) 31

on en obtient un espace (D} complet. La convergence d'une suite de
points {x,} (vers un point x;) s’y traduit par la convergence uniforme
presque partout dans [0,1] de la suite des fonctions {x,(t)} (vers la
fonction x4 (1).

4. Soit (m) Pensemble des suites bornées de nombres. En posant

(x, y) = borne sup |£,—,|,

1S€r<x

on obtient d’une fagon évidente de (m) un espace (D) complet.

5. Soit (C} Pensemble des fonctions continues dans [0, 1]. Posons pour
tout couple x, y de ses éléments

(x,¥) = max |x()=y(£).

L’ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la convergence d’une
suite de ses points {x,} (vers un point x,) se raméne i la convergence
uniforme dans [0, 1] de la suite des fonctions {x,(t)} {vers la fonction X, (z)).

6. Soit (c) Pensemble des suites convergentes de nombres. En définissant
pour tout couple x,y de ses éléments leur distance (x, y) tout comme nous
I'avons fait dans I'ensemble (m), on voit facilement que I'ensemble (c) forme
également un espace (D) complet.

7. Soit (C) Pensemble des fonctions 4 p-iéme dérivée continue dans [0, 1]
En posant

= — @) (Y yiP} t
(x,y) = max |x{f}—y(@)}|+ max |x*@)-y" @),

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite de points {x,} y soit convergente (vers un point x,) est
que la suite des fonctions {x,(t)}, de méme que celle des fonctions {x{ (1)},
convergent uniformément dans [0, 1] (la premiére vers la fonction x,(f) et la
seconde vers la fonction x{ (¢)).

8. Soit (LP) out p = 1 Tensemble des fonctions G p-iéme puissance som-
mable dans [0,1]. En posant

(x,y) = [g [x(2)—y (1)|"] Ve,

nous voyons que I'ensemble (L") devient un espace (D) complet. Pour qu'une
suite {x,} de ses points soit convergente (vers le point xg), il faut et il suffit
que la suite des fonctions {x,(t)} soit dans [0,1] & p-iéme puissance con-
vergente en moyenne {(vers la fonction x;(¢)).
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9. Sait ("M ot p 2

o

Z |&,]7 est convergente. En posant pour les éléments x, y de (i)
=
(x y [Z |¢ _Ti'nlp:l:l”|

on en obtient un espace (D) complet.

10. L'ensemble des fonctions analytiques f(z) uniformement continues dans
le cercle iz} < 1 forme un espace {D) complet, lorsqu’on définit la distance
de deux fonctions f(z) et ¢(z) comme

max f(@—o ().

Il est 4 remarquer que l'on peut définir les ensembles des fonctions
a n variables correspondant aux exemples 3, 5, 7 et 8.

§ 8. Ensembles dans les espaces métrigques

Soient E un espace {D) quelconque et G un ensemble arbitraire d’éléments
(de points) de E.

Un point x, est dit point daccumulation de Tensemble G, lorsqu’il existe
une suite de points {x,} telle que x, # x, = G pour tout n et que
lim x, = %,. L'ensembie de tous les points d’accumulation de G s’appelle

n—+oc
son ensemble dérive et on le désigne par G'. L’ensemble

G =G+G
porte le nom de fermeture de Tensemble G; Iensemble” G s'appelle ferme,
lorsque G' = G et it sappelle parfait, lorsque G¢' = G. On dit d’un en-
semble G quil est owvert, lorsque son complémentaire (c.-a-d. I'ensemble
E-—G) est un ensemble fermé. Tout ensemble cuvert s’appelle aussi entourage
{ou voisinage) de chacun de ses points.

Etant donné un point x, = E et un nombre ry > 0, Pensemble de tous
les points x tels que (x, x,) < ry, sappelle une sphére et celui des x tels
que (x, xg) < ro Sappelle une sphére ouverte; le point x, est dit centre ot
le nombre r, rayon de cette sphére, resp. de cette sphére ouverte. On dit
d'un ensemble G, qu'il est dense, lorsque G = E et quil est nom dense,
lorsque G ne contient aucune sphére.

Lespace E est dit séparable, lorsqu'il contient un ensemble dense dénom-
brable. Il est facile de voir que fout espace métrique compact (c.-i-d. dont
toute suite infinie de pomts contient une suvite convergente; cf. p. 29) est
separable.

Un ensemble G est dit de I-e catégorie, lorsqu'il est une somme
dénombrable d'ensembles non denses; dans le cas contraire il est dit de
Il-¢ catégorie. Un ensemble G est de l-e catégorie dans un point X,

1 Pensemble des suites de nombres tels que la série
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lorsqu’il existe un entourage V de x, tel que lensemble G-V est de I-e
catégorie; si tous les entourages du point x, sont dépourvus de cette
propri¢te, on dit que I'ensemble G est de II-e catégorie au point x,.

On peut démontrer le suivant

TrtoriMe 1. Si un ensemble G situé dans un espace métrique quel-
congue E est de Il-e catégorie, il existe dans E ume sphére K telle que
Pensemble G est de Il-e catégorie en tout point de G -K ().

Admettons 4 présent que E soit un espace (D) complet. Nous allons
démontrer te

LemME. Etant donnée dans E une suite {K,} de sphéres de rayons r,
telles que K,,, = K, pour tout n = 1,2,... et limr, =0, il existe un point

R0

commun a toutes ces sphéres.

Démonstration. Soit x, le centre de la sphére K,. On a par
hypothése pour p < ¢ naturels x, = K, = K, d’olt

(7} (xp, X)) S 1

Il en résulte que la suite de points {x,} est convergente. En posant
{(I'espace E étant complet) hm X, = Xg, 00 a pour p < q selon (7) (x,, xp) <

= (xq, X b+ (%, %) < r,,—l—(xq,xo), d’ott (x,, xo) < r,. Or, p étant arbitraire,
le point x, appartient 4 toutes les sphéres K,, c.q.fd.
Une simple conséquence de ce lemme est le

THEOREME 2. Tout espace métrique et complet E est de ll-e catégorie.
Démonstration. Supposons par contre que

(8) E= ) G,

ou chacun des ensembles G, est non dense. Il existe par conséquent une suite
de sphéres {K,} de rayons {r,} 4 propriétés suivantes:
1

Kyt1:Gpor =0, ryey < Py

K] ‘Gl = 0, ry < I et K,,+1 [ K,,,

En vertu du lemme, il existe donc un point x, qui appartient i toutes
ces spheres. Or, comme K, -G, = 0 pour tout n = 1,2, ..., ce point ne peut
appartenir 4 aucun G, contrajrement;d (8).

Soit maintenant E un espace (D) quelconque et E* un ensemble arbitrajre
de points de E. Si 'on conserve pour les éléments de E* la méme définition

de la distance que celle adoptee dans I’espace E, on obtient de E* également
un certain espace (D).

(") Pour la démonstration voir S. Banach [3I] [cette édition, vol. I, p, 204-206].

3 — Qewvres t. 11
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Considérons un ensemble G < E*. $il est p. ex. non dense, lorsqu’on
l'envisage dans I'espace E*, on dit qu'il est non dense par rapport a (I'ensemble)
E*; ce nest que dans le cas ol E* = E que nous omettons d’habitude les
mots ,,par rapport a ('ensemble) E*”.'On fait de méme, lorsqu’il s’agit des
autres définitions qui ont été introduites au debut de ce §.

Le théoréme i implique que si I'ensemble G est de I-e catégorie dans
tous ses points par rapport 4 E*, il est de I-e catégorie par rapport a E*,
D'une fagon analogue, le théoréme 2 implique que Iespace métrique E est
complet et I'ensemble E* est fermé, cet ensemble est de II-e catégorie par
rapport a lui-méme.

Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite classe K
d’ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions suivantes:

1) tout ensemble fermé appartient a K,

2} toute somme dénombrable d’ensembles appartenant 3 X appartient & K,

~

3) tout complément d’un ensemble appartenant a K appartient a K.

Les ensembles de la classe K s'appellent ,ensembles mesurables (B)"
On dit d’'un ensemble G qu’il remplit la condition de Baire, lorsque tout
ensemble parfait P(% 0) contient un point x; tel qu'au moins un des
ensembles: P- G et P—G est de L-e catégorie dans le point x, par rapport 4 P.

Onale

TrEorEME 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condition de Baire(Y).

§ 9. Opeérations dans les espaces meétriques

Soient E et E,; des ensembles non vides arbitraires. Si Pon fait corres-
pondre 4 fout ¢lement x = E un certain élément de E, on dit qu'une
opération est définie dans I'ensemble E. L’élément correspondant & x s’appelle
valeur de cette opération en x; lensemble E porte le nom de domaine et
I'ensemble des valeurs celui de contredomaine de ['opération considérée. Dans
le cas particulier ol les valeurs de Iopération donnée sont des nombres,
on Pappelle d’habitude une fonctionnelle.

Ceci dit, admettons que lensemble E constitue un espace (D) et soit
U(x) une opération ayant E pour domaine et un certain espace (D) pour
contredomaine. L'opération U(x) s'appelle continue au point x,, lorsque,
pour toute suite de points {x,} convergente vers le point x,, on a lim U (x,)

e o

= Ulxo); l'opération U(x) s’appelle continue dans E, lorsqu’elle I'est en tout
point de cet espace. Etant donnée une suite d’opérations {U,(x)} et une
opération Up(x) définies dans E et les contredomaines de toutes ces opé-
rations faisant partie d'un méme espace (D), on dit que cette suite d’opé-
rations est comvergente au point x, vers I'opération U, (x), lorsque la suvite

(') Pour la démonstration cf. S. Banach, Lc., p. 398 [cette édition, vol. I, p. 206].
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des valeurs U, (x,) converge vers U, ({xo); la suite d’opérations {U,(x}} est
convergente dans E vers Popération U, (x), lorsqu'elle I’est en tout point de E.
Si la suite d’opérations {U,(x)} est convergente dans K vers l'opération
Uy(x), cette derniére opération s'appelle limite de {U,(x)} dans E. Au lieu
de dire ,.opération continue dans E”, on dit plus court .Opération continue™,
lorsqu’il est entendu de quel espace il sagit; on fait de méme pour les
autres termes.

Secit K la plus petite classe d’opérations (ayant pour domaine commun
un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs des ensembles
situés également dans un certain espace (D)) qui satisfait aux conditions:

1) toute operation continue appartient a K,

2) toute limite d’une svite convergente d’opérations qui appartiennent
a K appartient 4 K.

Les operations de cette classe portent le nom d,opérations mesura-
bles (B)”.

On dit d'une opération U(x} 2 domaine E et & contredomaine étant
également un espace (D) quelle remplit la condition de Baire, lorsque dans
tout ensemble parfait nom vide P = E il existe un ensemble G de I-e
categorie par rapport 4 P et tel que lopération U(x), considérée dans
I’espace P—G, est continue dans cet espace.

On a le

TutoremE 4. Toute opération mesurable (B) remplit la condition de Baire(*).
On peut démontrer également le

TueorEME 5. Si Popération U (x) définie dans Tespace E y est une limite
d'opérations continues, il existe dans E un ensemble G de I-e catégorie tel
que loperation U (x) est continue en chague point de Pensemble E—G.

Le théoréme suivant établit une relation entre les ensembles mesurables
(B) et les operations mesurables (B); soient E lespace (D) ou elles sont’
definies et E, Pespace qui contient leurs valeurs.

THEOREME 6. L'opération U(x} étant mesurable (B), pour tout ensemble
G, = E, mesurable (B) l'ensemble G des points x tels que U(x) < G, est
mesurable (B) ().

Tutorime 7. Si les espaces E et E, sont separables et lopération: U(x)
est continue dans E, alors les images des ensembles G — E mesurables (B)
remplissent la condition de Baire. Si, en outre, x # x' entrdine tovjours
U (x) # U(x'), les images des ensembles mesurables (B) sont aussi mesurables (B).
La premiére partie du théoréme résulte du fait que Iimage continue
d’un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble ainsi dit ,analyti-

(‘) Pour la démonstration cf S. Banach, Lc, p. 397 [cette édition, vol. I, p. 206].
(*} F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, II.
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que” (1) et que tout ensemble analytique remplit la condition de Baire {%).
La démonstration de la deuxiéme partie du theéoréme se trouve aussi dans
le livre de F. Hausdorff(*).

TrEorREME 8. Si les operarions U'(x) et U"(x) somnt mesurables (B), la
fonctionnelle (U"(x), U"(x)) lest également.

La démonstration résulte du fait que si les opérations U'(x) et U’ (x)
sont continues, la fonctionnelle (U’ (x), U” (x)} est aussi continue et que pour
tout point v, = E, la fonctionnelle (v, yo) = (¥, )) est continue dans E,.

TugorzME 9. {U,(x)} étant une suite d'opérations mesurables (B), len-
semble des points ou cette suite est convergente est un ensemble mesurable (B).

Démonstration. Soit pour p,q et r naturels G,,, lensemble des

points x tels que (U,(x), U, (x)) < 1/r. En vertu des théorémes 6 et 8 les
ensembles G,,, sont mesurables (B). Or, on a G =TI Zl [1 Gy donc
Pl g=p

G est mesurable (B). .
Tueorims 10. {U,(x)} et {Uy (x)} étant des suites dopérations mesurables
(B), si pour tout x < E on a lim (U,(x), Ul{x)) < co, la fonctionnelle
Aty

Tim (U}, (x), Uy (x)) est mesurable (B).

Démonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels p,g
et pour tout point x:

F (x)= max
p'r‘,( ) pSnSphg—

(Ua (), U3 ().
On a évidemment pour tout x:
im {U; (x), Uy (x)) = lim lim F, (x).
n-* oo ptoo groo

Il suffit donc de montrer que chacune des fonctionnelles F, {x) est
mesurable (B). Or, d’aprés le théoréme 8, chacune des fonctionnelles F, (x)’
= (U, (x), Uy (x)) est mesurable (B) et comme on a pour tout g > 1:

2F g1 (X) = Fp (X4 F gy () [Fp g 00y~ F g (1),

on en conclut par induction, en appliquant encore le théoréme 8, que toutes
les fonctionnelles F,,(x} sont mesurables (B).

Tutorime 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles continues et non-
négatives [E,(x)} telles que Ton a Tim F,(x) < o0 powr tout élément x d'un
" - h=F o

(Y) CI p. ex. Fi Hausdorff, L ¢, p. 179, 208 et 209, IL

{3 CL O. Nikodym, Sur.une propriété de lopération A, Fundamenta Mathemalicae
7 (1925), p. 149-154; la démonstration pour les espaces euclidiens, qui 8’y trouve, s'applique
facilement au cas général, lorsqulon tient compte du théordme précité sur les ensembles de
I-e catégorie (5. Banach, Lc, p, 395 [celte édition, vol. I, p. 204]).

(®) Cf. F. Hausdorff, 1 c, p. 208, IL
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ensemble G < E de Il-¢ catégorie, il existe une sphére K — E et un nombre
N tel que F,(x) < N pour tout x = K et pour tout n =1,2, ...

Démonstration. Les ensembles G; des points x tels que F,(x) < i

o
pour n = 1,2,... sont évidemment fermés et on a G < Y. G;; il existe donc
=1
un indice N tel que Gy est de Il-e catégorie. Comme ensemble fermé, il
contient par conséquent une sphére K en question. )
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CHAPITRE I

Groupes

§ 1. Definition des espaces du type (G)

Ftant donné un espace (D) complet E, admettons quwid tout couple
ordonné d’éléments x,y de lespace E vienne correspondre d’une fagon
univoque un élément z de cet espace appelé somme de x et y et que nous
désignerons par le symbole x+ ).

Admettons en outre que E soit un groupe par rapport & cetle somine,
cest-a-dire que:

I;. (x+y)+z =x+(y+2),

1,. il existe dans E un élément-zéro @ tel que l'on g

O+x=x+0 =x pour tout x < E,

I5. a tout élément x de E correspond un élément (que nous désignerons
par —x) et qui satisfait a Péquation
X+(—x)= 0.
Il résulte facilement de ces axiomes que:

a) il n'existe dans E qu'un seul élément-zéro O,

b) on a (—x)+x = @ pour tout x = E,

¢) x-+y = x+2z entraine y = z.

Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis:

11,. lim x, = x  entraine lim (—x,) = —x,
n=r o | dad]
IL. lim x, = x et lim y, = y entrainent lim (x,+y,) = x+y.
Ao "= n-+an

Les espaces (D) complets satisfaisant a4 ces axiomes secront nommés
espaces du type (G).

Remarque. Nous écrirons x—y au lien de x+(—y) et —x-y au lieu
de (—x)+y.
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§ 2. Proprietés des sous-groupes

Soit E un espace du type (G}. Etant donné un élément x = E et un
ensemble H — E, nous désignerons par xH, resp. par Hx, I'ensembie de tous
les éléments y < E tels que y = x-+z, resp. que y = z+x, ol z < H.

Evidemment, oni a toujours les identités

x(H|~I—H2) = xH|+xH2,,
X(Hl‘""Hz) = xH,—tz,
x(Hy-Hy) = (xH,) - (xH3),

et les identités analogues pour H,x et H,x.

On montre facilement que, suivant que H est un ensemble fermé, ouvert,
non dense, de l-e, resp. de Il-e catégorie, ou mesurable (B), 'ensemble xH
est également fermé, ouvert, non dense, etc. Si z est un point intérieur de
H,x+z est un point intérieur de xH.

Un ensemble non vide H = E porte le nom de sous-groupe de E,
lorsque les conditions x < H et y < H entrainent x+y < H et ~x < H.
On a alors évidemment aussi @ < H.

Un ensemble est dit comexe, lorsqu’il n’est pas somme de deux en-
sembles non vides disjoints et fermés dans lui Si E est un ensemble
connexe et H en est un sous-ensemble & la fois fermé et ouvert, on
a H = E, car autrement l'ensemble E—H serait aussi non vide et fermeé.

Tugorime 1. Tout sous-groupe H < E qui est de I-e caiégorie et remplit
la condition de Baire, est & la fois fermé et ouwvert duns E.

Deémonstration. En vertu du théoréme 1, p. 33, il existe une sphere
ouverte K dans laquelle H est partout de Il-e catégorie. On peut évidem-
ment admettre que le centre y, de K appartient 3 H. Comme H remplit
la condition de Baire, I'ensemble K —H est de l-e catégorie. Or, y, étant
un point intérieur de K, le point & = —y,+y, est un point intérieur de
(—yo) K. Il existe donc une sphére ouverte K; — (—y ) K de centre &. On
a (=yo) [K—H] = (= yo} K—(—yo)H et comme (—y)H = H, puisque H
est un sous-groupe, il vient (—y,) [K—H] = (~yo}K—~H = K, —H, de sorte
que, K—H et par conséquent (— yo} [K—H], étant de I-e catégorie, K, —H
ést aussi de I-e catégorie.

D'autre part, pour lout x « K, on a x < xK,, puisque & < K,
et x+® = x. Par conséquent K,-xK, % 0. Il existe donc une spheére
ouverte K, = K,-xK, de centre x. On a K,—~H <« K,~H et K,—xH
< xK;~xH = x[K,—H], de sorte que les ensembles K,—H et K; —xH
sont également de I-e catégorie.

Il en résulte que H-xH # 0; il existe donc un y tel que y o H
et yo xH, doll —x+y < H et par conséquent, H étant un sous-groupe,
—x= —x+y—y < H, donc x = H.

Il est ainsi démontré que K < H el, par suite, que & est un point
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intérieur de H. Comme pour tout y < H on a yH = H et y =y+8,
chaque point y de H en est également un point intérieur. H est donc
un ensemble ouvert.

Pour prouver quil est & la fois fermé, posons "lLIE J, =y ou p < H

pour tout n = 1,2,... Or, comme lim (y—y,) =0 < K, < H, il existe un n

tel que y—y, = K, « H, dot y = y—y,+y, = H, cqld

Ce théoréme implique le snivant

TuioriME 2. Lespace E étani connexe, tout sous-groupe H < E qui
est de 1l-e catégorie et remplit la condition de Baire est identique g E.

Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit la condition
de Baire, les théorémes 1 et 2 subsistent en particulier, lorsque M est un
ensemble mesurable (B).

§ 3. Opérations additives et linéaires

Soient E et E, des espaces du type (G) et U(x) une opération
définie dans E et dont le contredomaine est situé dans E,.
L'opération U(x) s’appelle additive, lorsque

Ulx+y) = U(x)+U ()
On a alors U{x) = U{x+0) = Ux)-+U(0), dot
v =@,
et comme @ = U(@) = U(x—x)=Ux)+U(~x), on a
U(—x) = —U(x).

pour tous x = E et y < E.

L’opération additive et continue s'appelle linéaire.

TugorbMe 3. Toute opération additive et continue dans un point est une’

opération linéaire.
Démonstration. Soit x, un point de continuité de ['opération additive

U(x). Soient x, < E,x < E el lmx, = x. On a lim (x,—x+x4) = Xq,
n=r ner

d’ott lim U{x,—x+xq) = Ulxg) et lim [U(x,)— U{x)+ Ul(xy)] = Ulxq), done

b Rl ko
lim U(x,) = U(x), de sorte que Popération en question est continue aussi
H+ 7L
dans le point x arbitraire, c.-i-d. gu’elle est linéaire.

Tuiorime 4. Toute opération additive mesurable (B) est une opération
lineaire.

Démounstration. En vertu du théoréeme 4, p, 35, 'opération U(x)
considérée remplit la condition de Baire. Elle est donc continue sur un
certain ensernble H ot E—H est de I-e catégorie. Soit lim x, = @.

n

b o
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L’ensemble x,[E—H]} = E—~x,H é&tant pour tout n =1,2,..., de I-e ca-
tégorie, il en est de méme de 'ensemble

(E-H)+ ) x,[E-H] =E-H+ Y (E-x,H) > E~H- ][] x,H,
n=1 n=1 n=1

qui par conséquent (en vertu du théoréme 2, p. 33) n’épuise pas l'espace E.
Il existe donc un point x tel que I'on a

xcHetxcx,H pourtoutn=1,2,..,

d’ob (—x,+x) < H, et comme lim(—x,+x) = x, il vient lm U(—x,+x)
n—oy R0

= Ulx), donc lim [U(—x,)+U(x)] = U(x) et finalement lim U (x,) = @.
n—+on n—rx:

L'opération U(x) est donc continue au point @ de E et par conséquent
elle est linéaire d’aprés le théorgme 3 qui vient d'8tre démontré.

Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonnement, le
théoréme reste vrai pour les opérations additives qui remplissent la condition
de Baire.

TueorkmE 5. Lespace E étant connexe, si {U,(x)} est une suite d’opé-
rations linéaires, I'ensemble des points x pour lesquels il existe la limite
lim U, {x) est soit I-e catégorie, soit identique & E.
n-row

La demonstration résulte facilement du théoréme 2, p. 33, I'ensemble
des points x ol la suite d’opérations {U,(x)} est convergente étant selon
le théoreme 9, p. 36, mesurable (B), donc selon le théoréme 3, p. 34,
remplissant la condition de Baire et, en outre, tout ensemble des points
de convergence constituant un groupe.

§ 4. Un théoréme sur la condensation des singularités

TutoriME 6. Etant donnés un espace E comnexe et une suite double
d'opérations linéaires {U, ,(x)}, si pour une suite de points {x,} la limite
‘Ilin; Up.q(xp) Hexiste pour aucun p = 1,2, ..., alors Pensemble H des points x

tels que la limite lim U, (x) wexiste pour aucun x = H quel que soit
g

p=1,2,..., est de Il-e catégorie et son compléement E—H est de I-e catégorie.

Démonstration. Seit pour tout p = 1,2, ..., H, Pensemble des points
de convergence de la suite {U,,(x)}. On a H, # E, puisque par hypothése
x, < E—H,. En vertu du théoréme 5, p. 35, Tensemble H, est de I-e

.o}
catégorie, I1 en est donc de méme de l'ensemble Y H,, ce qui achéve la
w0 p=1

démonstration, car on a H = E—~ } H,.
r=1



CHAPITRE II

Espaces vectoriels généraux

§ 1. Définition et propriétes élémentaires des espaces vectoriels

Ftant donné un ensemble non vide E, admettons qu'a tout couple
ordonné x, y d'éléments de E vienne correspondre un élément x+y de E
(dit somme de x et y) et que pour tout nombre t et pour tout x < E
un élément tx de E (dit produit du nombre ¢ par I'élément x) soit defini
de fagon que ces opérations, & savoir l'addition des éléments et la multipli-
cation des nombres par les élements remplissent les conditions suivantes
(oil x, y et z désignent des éléments arbitraires de E et a, b des nombres):

1) x+y=y+x,

2) x+(y+2) = (x+))+2,

3) x+y = x+z entrding y = z,

4) a(x+y) = ax+ay,

5} (a+b)x = ax-+bx,

6) a(bx) = (ab)x,

Nl-x=x.

Dans ces hypothéses, nous disons que l'ensemble E constitue un espace
vectoriel ou linéaire. Il est facile de voir qu'il existe alors un et un seul
élément — désignons-le par @ — tel que I'on a toujours x+ & = x et que
'égalité ax = bx o x# & donne a = b; de plus, que ['égalite ax = ay
od a s 0 implique x = y,

Posons, en outre, par definition:

—x=(=-Dx e x—y=x+(—y).

Les exemples 1-10 des espaces (D), déerits p. 30-32 sont & la fois
autant d'exemples des espaces vectoriels, en y admettant les définitions
habituelles de I'addition des éléments et de la multiplication des nombres
par eux.
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Lorsque x # y, nous eniendons par le segment unissant x et y Pen-
semble de tous les éléments de la forme tx+(1—t)y ou ¢ est un nombre
quelconque de lintervalle [0, 1].

Un ensembie G < E est dit convexe, lorsqu'il contient toul segment
qui en unit les éléments arbitraires.

Si xy,x3,..., %, sont des €léments d’un espace vectoriel, I'expression

n
Oy Xy oy Xy A Xy = Y, XX
=

ol &y, dz, ..., o, sont des nombres réels arbitraires, s’appelle une combinaison
linéaire des élements x;, x,., ..., X,

§ 2. Extension des fonctionnelles additives et homogénes

Soient E et E, deux espaces vectoriels et f(x) une opération définie
dans E et dont le contredomaine est situé dans E,.

L'opération f(x) s'appelle additive, lorsqu’on a pour tout couple d’¢lé-
ments x, y:

Flx+y) =10+ ()

elle est dite homogéne, lorsqu’on a pour tout €lément x et tout nombre i
fltx) = tf(x).

TutoréMe 1 (Y). Etant données
1° une fonctionnelle p(x) définie dans E et telle que Ten ait pour tous
x et yde E

p{x+y} < plx)+ply) et

2° une fonctionnelle additive et homogéne f(x) définie dans un espace
vectoriel G < E (bien entendu, avec les mémes définitions des opérations
fondamentales) et telle que Pon ait pour tout x = G

Fl) < plo),

il existe touwjours une fonctionnelle additive et homogeéne F(x) definie dans E
et telle que Pon a

p(Ex) = tp(x) pour t = 0,

F(x) € p(x) pour tout x = E et F(x) = f(x) pour tout x = G.

Démonstration. Nous pouvons admettre que G # E; soit x5 = E—~G.
On a selon 2° pour x' < G et x" = G:

Fe—f(x) = f(x'—x) < p{x"—x) = p[{x" +x0)+{—x"—x,)]
£ p(x" +x0)+p(—x"—Xo),

') Cf. 8. Banach [23] [ce volume, p. 381~395], en particulier p. 226 [ce volume. p. 384].
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d’on
—p(—x' —xo)—f (x) € p(x"+x0)—f (x").
Les nombres
m = borngGsup [~p(—x—xp)—f(x)] et M = borr}:eGinf [p(x+x0)—f (x)]

sont donc finis et m < M. FEtant donné un r, tel que m< rp < M, on
a pour tout x < G

() —p{—x=x0)=f {x) S 1o < plx+x)—f(x).

Considérons 'ensembie G, de tous les €léments y de la forme

(2) ¥y=Xx+ix, ol x < G et est un nombre.

Evidemment G, constitue un espace vectoriel. Posons

(3) @ (y) = f{x)+1ro,

ot Pélément y est défini par (2); comme x, « E—G, tout y —© G, admet
exactement une représentation de la forme (2), de sorte que la fonctionnelle
¢ly) se trouve définie dans G, d’une maniére univoque. On voit aussi
quelle y est additive et homogéne et qu'elle coincide dans G avec f(x).
Nous allons montrer que 'on a

(4) @{y) < p(y) pour tout y < Gy.

En effet, si 'on écrit y dans la forme (2), on peut admettre que t # 0.
En mettant dans 'inégalité (1) x/t au lieu de x et en multipliant par t son
membre droit ou gauche, suivant que t > 0 ou ¢ < 0, on obtient tr,
< p(x+1ixg)—f (x), ce qui entraine d’aprés (3) Iinégalité (4).

Ceci établi, on voit quil suffit de bien ordonner Pensemble E—G, pour
arriver par des extensions successives de f(x), selon le procédé décrit tout
4 lheure, & la fonctionnelle F(x) satisfaisant & la thése du théoréme.

CoroLraIRE. Etant donnée une fonctionnelle p(x) définie dans E et telle
que l'on ait pour tout x < E et y = E

plx+)) < p(x)+p(y) et p(x) = tp(x) pour t 2 0,
il existe une fonctionnelle addittve et homogéne F(x) définie dans E et telle
que Ion a pour tout x < E
Fix) < p(x).

’Considérons, en effet, un xy © K et "désignons par G 'ensemble de tous
les eléments de la forme tx, ol ¢ est un nombre arbitraire. G constitue
alors un espace vectoriel En y posant f(txe) = tp(xg), on aura f(txg)

icm

Chapitre II. Espaces vectoriels généraux 45

< p(txo) quel que soit ¢, car ¢t = 0 entraine tp(xe) = pltxo) et t < O entraine
0 = p(0) < p(xo)+p(—%o), d'oll plxe) = ~p(—xo) et finalement 1p(xo)
< ~tp(—xo) = p(tx); on mwa donc qu'a appliquer le théoréme 1, qui
précede.

§ 3. Applications: généralisation des notions d’intégrale,
de mesure et de limite

Nous allons envisager maintenant quelques applications intéressantes du
théoréme 1 et du corollaire.

1. Soit E Pensemble des fonctions réelles bornées x(s) définies sur ume
circonférence de longueur 1 et od s en désigne des arcs comptés a partir
d’'un point fixe dans un meéme sens de parcours. En admettant les de-
finitions habituelles des opérations, E constitue un espace vectoriel

Or, pour tout élément x = x(s) de E, convenons d’entendre par p(x)
la borne inferieure de tous les nombres M(x; oy, %z, a,) de la. forme

1 .
, %) = bornesup— Y x(s+a),

M{x;0q, 8, ... borne sup—- 2,

oll &,,dz,..., & €st une suite arbitraire de nombres. La fonctionnell’c_p(x)
remplit alors toutes les hypothéses du corollaire. 1l est, en effet, évident
que Yon a en premier lieu toujours p(tx) = tp(x) pour t 2 0.

En second lieu, étant donnés deux éléments x = x(s) et y = y(s) de E
et un nombre ¢ > 0, il existe des suites finies de nombres oy, %z, .5 %y
et By, B3...., 0 telles que

(5) Mix;ay, 0, .., 0) < plx)+e et My, fa,.... B) S pO)+e.
En rangeant tous les nombres aifﬁj oni=1,2,-.,uetj=12,...,v
d’une maniére quelcongue en une suite ¥y, Y2, .- Yw> OB &
6 ple+y) < M+ Y571, 725 -0 Yoo
et on vérifie facilement que
() MOy 710 T2y -oos Vo) € MG 21,5 0 0)+ M5 15 By o o).

Les rélations (5)—(7) entrainent p(x+y) € p(x)+p(y)+2e, ce qui prouve,
Je nombre ¢ étant supposé arbitraire, que p(x+)) < p()+p()-

Ceci établi, considérons donc la fonctionnelle F(x) qui existe en vertu
du corollaire. , .

Or, si x(s)=1, on a p(x) = 1 et p(—x) = —1 et comme F(x) € p(x)
et F(x} = —F(—x) = —p(~x), on obtient F(x) =1. 8i x(s) > 0, on a
p(—x) < 0 et d’autre part F(x) = —F(~x) = —p(—x), donc aussi F(x) = 0.
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En outre, la fonctionnelle F(x) posséde la propriété de remplir pour
tout nombre s, Iégalitt F[x(s+s0)] = F[x(s)]. Si l'on pose, en effet,
y(8) = x(s+5¢)~x(s) et o = (k—1)s, pour k=1,2,..., on a pour tout n:

1
p(y) < M(J’; Uypa&gyeees mn) = _’; borne sup [x(s+nSU)—x(S)],

—x g+ w

donc p(y) < 0; on obtient d'une fagon analogue que p(— ¥y € 0. Mais
FO) € p() et F(y) = —F(=y) = —p(-y), dou F(y) = 0.

Ainsi, en désignant par le symbole {x(s)ds la fonctionnelle {F[x(s)]+
+F[x(1~s)]}, on a le théoréme:

A toute fonction x(s) de la classe E on peut faire correspondre un nombre
{x(s)ds de fagon que les conditions suivantes (ont x(s) et y(s) sont des fonctions
arbitraires de la classe E et a, b, s, des nombres) soient remplies:

1) {[ax(s)+by(s))ds = a[x(s)ds+b{y(s)ds,
2) [x(s)ds = 0, lorsque x(s) = 0,

3) [x(s+sp)ds = [x(s)ds,

4 [x(1—s)ds = [x(s)ds,

5) [1ds = 1.

1l est facile de vérifier que la fonctionnelle [x(s)ds, remplissant les
conditions 1)-5), reste toujours comprise entre les intégrales riemanniennes
inférieure et supérieure de la fonction x(s). Par conséquent, pour toute
fonction intégrable (R) cette fonctionnelle coincide avec l'intégrale de la
fonction.

Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en question ne coincide
pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en partant de I'espace
vectoriel G que constitue précisément la classe de ces fonctions et en
y définissant la fonctionnelle f(x) comme [lintégrale (L) de la fonction
x(s) € G, le théoréme 1 nous fournit une fonctionnelle F(x) définie dans
lespace E et telle que la fonctionnelle |x(s)ds = 4 {F[x(s}]+F [x(1-5)]}
remplit évidemment toutes les conditions 1)-35) et coincide en outre, pour
touie fonction sommable (L), avec l'intégrale de cette fonction.

2. Considérons a présent la classe K de tous les ensembles situés sur la
circonférence en question et désignons par 4, la circonférence-méme. En
posant pour tout ensemble A de cette classe u(d) = [x(s)ds od x(s) est la
fonction caractéristique de I'ensemble 4, donc une fonction de l'espace E
envisagé dans 1, on obtient le théoréme:

A tout ensemble A de la classe K on peut attribuer un nombre p(A)
de fagon que les conditions suivantes (ofi A et B sont des ensembles arbitraires
de la classe K) soient remplies:
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1) (A+B) = u(A)+pu(B), lorsque AB = 0,
2 u4) =0,
3) u(A) = u(B) pour 4 =~ B,
4) u(de) = 1.

La fonctionnelle pu{4), qui remplit les conditions 1)-4), est comprise
entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure de lensemble 4. Par
conséquent, pour tout ensemble mesurable (J} cette fonctionnelle coincide
avec la mesure de I'ensemble.

Pour des ensemble mesurables (L) quelconques la fonctionnelle en
question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L), mais, tout comme

précédemment, on peut s’arranger de fagon que cette propriété soit également
remplie (1).

3. Soit E I'ensemble de toutes les fonctions réelles bornées x(s) définies
dans [0, +c0]; avec les définitions habituelles des opérations c’est un espace
vectoriel.

Pour tout élément x = x(s) de E désignons par p(x) la borne inférieure
"

— 1
de tous les nombres !ILm - Y x(s+a), o oy, s, ..., o, est une suite finie
w B k=

arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans peine que la fonctionnelle

pix), ’deﬁnie ainst dans l'espace E, satisfait aux hypothéses du corollaire.

En designant par le symbole Lim x(s)(*) la fonctionnelle F(x), qui existe
=+

en vertu de ce corollaire, on a donc le théoréme:
A toute fonction x(s) < E on peut faire correspondre un nombre Lim x(s)
Fdmdl o]

de fagon que les conditions suivantes (ou x(s) et y(s) sont des fonctions
quelconques de E et a,b et s, > O sont des nombres) soient remplies:

1) 14_1&1 [ax{s)+by(s)] == aijx(s)+b Lim y(s),
2) {i_l'm x(8) = 0, lorsque x(s) = 0,

3) },_{rarol x(5+s0) = Lim x(s),

)

4) Lim1l=1.

L)

La fonctionnelle Lim x(s), remplissant les conditions 1)—4), est comprise
F o> o]
constamment entre lim x{s) et lim x(s). Elle coincide par conséquent avec
b 8+ oo

}31; x(s) toutes les fois que cette limite au sens ordinaire existe.

('} CL. S. Banach [9] [cette &dition, vol. I, p. 66-89].
(*) Le signe Lim désigne ici une certaine ,limite” généralisée, le signe lim &tant par
contre reservé exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire.
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4. Soit {&,} une suite bornée quelconque. Défihissons dans Fintervalle
(0, +20) la fonction x(s) par la convention: x(s) = £, pour n—1 < g<n
et n=1,2,... La fonction x(s) appartient donc a l'ensemble E, envisagé
dans 3. En posant %_1'10101 & = I:lgjl x(s), ou 1_4_1’12 x(s) conserve le sens adopté

dans 3, on a le théoréme:
A toute suite bornée {£,} on peut faire correspondre un nombre Lim £,
H=r o0

de fagon que les conditions suivantes (o {&,} et {n,} sont des suites bornées
arbitraires et a et b sont nombres) soient remplies:

1) Lim (afy +bn,) = a Lim £, +b Lim #,,
2) Lim &, = 0, si ¢,
3) Lim &pyy = Lim &,
4) '1;43151 -1

Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim ¢, ainsi deéfinie

=0 powr tout n=1,2,...,

est comprise toujours entre lim &, et llm £,. Par consequent pour toute
A w

suite convergente cette fonctionnelle commde avec la limite (au sens ordinaire)

.de la suite(?).

(1) CI. S. Mazur, O metodach sumowaloici, Ksigga Pamigtkowa I Polskiego Zjazdu
- Matematycmege (en polonais), Supplément aux Annales de la Sociéié Polonaise de Math,
(1929), p. 102107, voir p. 103.
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Espaces du type (F)

§ 1. Deéfinition et préliminaires

Soit E un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux conditions suivantes
(o1t x,x,,y sont des éléments de E et h, h, sont des nombres):

° (x,y) = (x—», @),

2° lim h, = 0 entraine 11m h,x = @ pour tout x,
A=

3° lim x, = @ entraine hm hx, = @ pour tout k.
n—o;

Les espaces E a proprletcs 1°-3° seront dits espaces du type (F). Tous
les exemples 1-10 des espaces (D), décrits au § 7 de I'Introduction, p. 30-32,
sont & la fois, comme il est ais¢ de voir, autant d’espaces du type (F).
Les conditions 1°-3° entrainent aussitdt les propriétés suivantes de la
limite:
xetlimy, =y, ona lun (xnt+¥n) = xX+y.

a} lorsque lim x, ==
n—+w h—+ 20

1l suffit, en effet, de remarquer que l'on a toujours (x,+v,, x+¥)
= (xn+yn—'x_y1 @) < (xn"x+yn_y’ yn_y)'*'(yn'—y’ @) = (xn“"x, @)‘l'
+(yn~y’ @) = (xnvx}+(yns y)

b) si lim h, = k, on a lim h,x = hx, quel que soit x = E.

A 00 n-rog

On a, en effet, toujours (h,x, hx) = ((h,— M) x, @).

Nous voyons donc que tout espace du type (F) est en meme temps un
espace du type (G). 1l en résulte que tous les théorémes du Chapitre I
subsistent, lorsque E est supposé un espace du type (F).

Or, il est a remarquer que les espaces vectoriels du type (F) sont
connexes, car pour tout x et y de E Pensemble des éléments de la forme
hx+(1—h)y oi 0 < h <1 est un ensemble connexe contenant les elé-
ments x et y.

Etant donnée une sphére arbitraire K (voir p. 32) dans l’cspace E du

4 — Qeuvres t. [l
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type (F), il est facile de voir que l'ensemble xK (voir la définition p. 39)
est également une sphere.

Soit h s 0. L’opération U(x) = hx constitue alors une transformation
continue et bivnivoque de I'espace E en lui-méme et on apergoit aisément
que les ensembles fermés, ouverts, non denses, de I-e 1esp. de Il-e catégorie,
mesurables (B), se transforment respectivement en ensembles de la méme
nature,

On a, en particulier, le théoréme suivant, qui résulte du théordme 2
{Chapitre I, §2), p. 40, et de 1a remarque p. 40, tout espace du type (F)
étant connexe:

TutoriME 1. E étant un espace du type (F), tout espace linéire H < E
mesurgbie (B) et de Il-e categorie est identique d E.

§ 2. Operations hemogénes

Nous allons nous occuper maintenant des opérations additives définies
dans un espace E du type (F) et dont les contredomaines sont situés dans
un espace E,, également du type (F).

Pour toutes les opérations de ce genre resient vrais les théorémes 3, 4, §
et 6 dao Chapitre I. De plus, en appelant homogéne toute opération U(x)
qui satisfait pour tout nombre h 4 Végalité U(hx) = U (x), on a le

TréorkmE 2. Toute opération linéaire est & la fois homogéne.

Démonstration L'opération U (x) étant supposée linéaire, il est évident
que T'on a pour tout x — E et pour tout r rationnel U(rx) = rU (x). Or, si
{r,} est une suite de nombres rationnels tendant vers h, on a lim r,x = hx.

n=oo

lim U {r, x)

= lim r, U(x) = hx; Topération U(x) est donc en effet homogéne.
H=t oG

La continuité de Popération U (x) donne par conséquent U (hx) =

§ 3. Series d’éléments. Inversion des opérations linéaires
Posons pour abréger
x| = {x, @).
On verifie facilement que on a les relations suivantes pour tous
x et yde E:

1° (x,3) = lx=yl, :

‘1@l = 0;x # @ entrdine |x| > 0,

3 |—x = xl,

& [xl=1yl < |x+yl < [x]+1y],

5° lim x, = x entrdine 11m x| = |x].

#w
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Etant donnée ume suite {x,} d’éléments de E, on dit que la série

s

x; est convergente vers un élément x, ou que x est la somme de cette

]

i=1
n =)
série, lorsque lim 3 x; = x. On Pécrit: x = ¥ x;.

Ll NS | i=1

La définition de la série implique en outre les relations:

@ [sa]
6° x = Y x; entrdine |x| < Y x).
i=1 =1

n
y xi| < g, d’oll

i=

En effet, pour tout &> 0 il existe un n tel que |x~

oo

x| < e+] Z x| < s+ 2 |} et, ¢ étant arbitraire, |x| < Y |x.
9]

7° Si la série Z |%;| est convergente, la série Y. x, est convergente vers
i=1
un élément.

n q q
Posons, en effet, 5,= ) x. Sip<gq,onals,—si=]| ¥ x|< ¥ Ix.

fm1 i=p+1 =pt+i
o

On voit donc que  lim |s,,—s,,| = 0. Par conséquent, } x; est une série
p+oo, g ‘ i=1

convergente vers un element

Ceci établi, nous allons démontrer les théorémes sujvants.

TaioREME 3. Le contredomaine dune opération linégire est soit de I-e
catégorie, soit identique a E, .

Démonstration. Admettons que le contredomaine H < E; de l'opé-
ration linéaire U(x) définie dans E soit de II-e catégorie. Nous allons
prouver d’abord que

(1) pour tout & > O il existe un nombre n > 0 tel que Timage donnée par
U(x) de la sphére ouverte |x| < ¢ contient une sphére ouverte |y| < 1.

Etant donné a ce but un & > 0, désignons pour tout »n naturel par
G, lensemble des points de la forme x = nx’, ol |x'| < &2 et par H,
I'image de G, dounée par U(x), c.-a-d. 'ensemble des points y = U(x) ol
x < G,. Quel que soit le point x donné, on a toujours lim -l—x =8;i

ll"*OD

1
o ¥

existe par conséquent un n naturel tel que donc tel que

2 y

x < G,. Il en résulte que E = Y G, et que H = Z H,.
: n=1 n=1

Or, H étant supposé de Il-e catégorie, il en est de meéme d'un certain

H,,. Soit K, une sphére ouverte de centre y, et de rayon n, contenue
dans H,,.
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" 1
On en déduit aussitot que la sphére ouverte K; de centre T h et de
0

‘b 1
rayon -—1-- 1, est contenue dans H). En.effet y = K,, cest-d-dire y—%n Y1
Ny 0
1 - it
< —n,, entraine nyy < K, car |noy—yy| =gl y——y )| Snoly——y,
Ro Ny ng

< 13 il existe donc des points y, < H,, tels que '!1_51; ¥, = ngy, cest-a-dire

. 1 _ .
que lim ij;’,, = y et par consequent Ty” <« H,, dot yo HY.
nrw Ho 0

Soit K, une sphére ouverte arbitraire de centre y, < H, contenue
dans K,. L'ensemble des peoints y;—v ol y — H, admet donc comme
point d’accumulation tout point d’une sphére ouverte |y| < #. Or, en posant
ya=Ul(xs) et y = U(x) ot x, et x appartienment a2 G,, on a |x;—x|
< |x3|+ x| < get Ulxy—x) = y;—y. Il est ainsi établi que I'ensemble dérivé
de I'image de la sphére ouverte |x| < Z contient une sphére ouverte |y| < #.

Soit a present g = g/2' oit i = 1,2,... D’aprés ce qui précéde, il existe
une suite de nombres 5 > 0 tels que I'ensemble dérivé de limage de la
sphere ouverte |x| < ¢; contient une spbére ouverte |y;| < #; et on est évidem-
ment libre d’admettre que JLn; = 0. Nous allons définir par induction

deux suites de points {y,} et {x,} comme i suit. Posons |y <n =»n,
et soient:

a) y; un point arbitraire de E, tel que |[v—y,| <n, et x, le point
de E tel que U(x,) = y, et |x,| < g,

b) y, un point arbitraire de E, tel que |y~ ¥ Wi < fpyy € X, le
point de E tel que U(x,) = y, et |x,| < ¢,. k=t

On a ainsi
) "S_i Yu =Y
et, comme |x,| < g, = ¢/2",
® | Timi< ¥

o
En vertu de 7° la série ) x, est convergente. Soit x Ja somme de
ne=)
cette série. En vertu de (3) et 6° on a |x] <& et en vertu de 2):
of o0
Ux)= 3 U(x) = Y y.=y. La proposition (1) se trouve ainsi dé-
n=1 n=1

montrée.
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' 1
Or, comme pour tout y = E; on a im— y = @ et i existe par con-

o B

séquent un n naturel tel gue <17, on peut trouver un x tel que

1
~y

1
Ux) = o y, donc que U(nx) = y. Mais il en résulte que H = E,, confor-
mément 4 la thése du théoréme.

TuiorkMmE 4. Si lopération linéaire U (x) transforme E en E, tout entier,
il existe pour toute suite de points { y,,} de E, convergente vers Yo = U (x,) une
suite de points {x,} de E convergente vers x, et telle que Ulx,) = y,, quel
que soit n =12,

Démonstration. Soit {g,} une suite de nombres positifs tendant vers 0,
L’opération U (x) étant linéaire, on a la proposition (1), établie au cours de
la démonstration du théoréme 3; il en résulte que I'image de la sphére ouverte
|x| < & contient une sphére ouverte |y| < #, pour tout n = 1,2,...

Considérons un m, naturel tel que, pour tout m > my, l'inégalité
[¥m—Yol < n, se présente au moins pour une valeur de n et soit, pour
un m donné tel que y,, # v,, n, la plus grande de ces valeurs. Soit enfin x,,
le point defini par les conventions:

a) si m < my, posons x, = un point arbitraire satisfaisant a I'équation’
U(xm) = yrm

b) si m > mq et y, % y,, posons x, = un point arbitraire de la sphére
ouverte |x—x,| < ¢, satisfaisant a la méme équation,

C) si m > mg et y, = y,, posons x, = x,.

La suite {x,} ainsi définie remplit — comme on vérific facilement —
la thése du théoréme.

TutoreMme 5. Si Topération linégire transforme E en E, dune facon
biunivoque, cette transformation est en meme temps bicontinue(*).

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 4.

TukorEME 6. Si un espace vectoriel E est un espace (F) aussi bien avec
une définition de la distance (x,y) quwavec une autre définition de la distance
(xa y)l et si

jim (Xny X) = O entrdine toujours  lim (x,, ¥); = 0,
had- 1} [ Rl s}
alors, réciproquement,
lim (x,, x); = 0
L Rl 4]

entraine toujours  lim (x,,x) = 0,
A= o

de sorte que la notion de limite est la méme pour deux métriques.

(') Pour le cas des espaces du type (B) (cf. Chapitre V, § 1) ce théordme, de méme
que le théoréme 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée p. 43, mais
la démonstration y est différente. '
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La démonstration s'obtient du théoréme 5, en désignant par E, Iespace
E avec la métrique (x,y); et Popération linéaire y = U(x) étant définie
par la relation y = x.

Tutorime 7. Toute opération additive y = U(x) qui remplit la condition

n—+oo

lim x, = xq et 31.15 Ulx,) = yo entraiment y, = U(x,)
est une operation linéaire.

‘Démonstration. Introduisons dans E une nouvelle définition de la
distance:

) (', x") = (', ")+, '),

o x' = E,x" = E,y = U(x), " = U(x"), (x, x"} désigne la distance primi-

tive de x" a x" dans E et (¥, )") désigne Iz distance de y' 3 y" dans E,.
Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance (x', x),,

l'espace E est un espace du type (F); en particulier, pour vérifier quiil est

complet, soit {x,} une suite de points telle que lim (Xp, X0 = 0; par

T e
conséquent, selon (4), lim (x,, x,) = lm (y,, y,) = 0, de sorte qu'il existe
ma—ree P:gr oo
un X, et un y, tels que lim (x,, xo) = lim (y,, yo) = 0, et, comme par
n—+o BP0
hypothése, yo = U(x,), on en tire en effet d’aprés (4), lim (x4, xp); = 0.
W+ o0

Or, on a pour tout x’ et x”, selon (4), (¥, x"); = (x', x"); par conséquent
,,1“2, (Xa, X)y = 0 entraine lim (x,,x) = 0; en vertu du théordme 6
-+ n-ron

bl
"liq‘:‘x: (xa, X) = 0 entraine donc, réciproquement lim (x,, x); = 0, donc aussi,
—_ n-og

d’aprés (4), nl_i,lg U(x,) = U(x). Ainsi 'opération additive U (x) est continue,
cq.fd.

LemMe 1. Soient U'(x) et U”(x) deux opérations linéaires définies res-
pectivement dans les espaces E' et E" du type (F) et dont les contredo-
maines sont situés dans Tespace E,, également du type (F). St Pequarion
U'(x} = U"(y) admet pour-tout x exactement une solution y = U(x), Popération
U(x) est linéaire.

La démonstration résulte du théoréme 7, car, comme on apergoit
aussitdt, r‘ln?o Xy = X et "Iim U(x,) = yo entrainent y, = U (x,).

had ©

LemME 2. Etant données: une opération additive y = U(x) et une opération
linéaire z = V() telle que V(y) = @ entrdine y = @, si en outre Popération
VIU(x)] est linéaire, Topération U (x) est aussi linéaire.

La démonstration résulte du lemme 1, car équation VU (x)] = V())
admet pour tout x exactement une solution y = U(x).

Définition. Une classe T d’opérations linéaires est dite totale, lorsque
Tensemble des égalités V(x) = @ pour V = T entraine legalité x = O.
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TutoriME 8. Soient: y = Ulx)olt x < E et y < E, une opération additive
et T une classe totale d'opérations linéaires définies dans E,. Si V[U(x)]
est pour tout V < T une opération linéaire, U(x) est également une opération
linéaire. .
Démonstration. Admettons que I'on a lim x, = x, et Jlrg Yn = Vo

o v, = U(x,) pour n = 1,2,..
Pour tout V= Ton a lim V[U(x,)] = lim V(y,) = V{y,) et, l'opération
L hde ¥ n=xN

VIUGY] étant linéaire, lim V[U(x)] = V(U(xo)], dod ¥ [U(xol]—

-~ ¥{yg) = 0, donc V[U(xq)—yo] = 0 et, la classe T étant totale, U (xy) = ¥o.
En vertu du théortme 7 l'opération U(x) est par conséquent linéajre.
TrioraME 9. {U(x)} ot x = E' et {V,())} ot y < E” étant deux suites
d'opérations linéaires & contredomaines situés dans un espace E; du type (F),
si le systéme d'equations U;(x) = V(y) ow i= 1,2,..., admet pour tout x
exactement une solution y = U(x), Popération y = U(x) est linéaire. .
Démonstration. Admettons en effet que I'on a nl}brg X, = xg ei, pour

la suite correspondante {y,}, que lim y, = yo. En raison de la continuité

des opérations {U;} et {V}, on a alors U,(xg) = Vi(ye) pour tout i = 1, 2,...’,
d'oll yp = U (xo)}, ce qui entraine selon le théoréme 7 la continuité de l'ope-

ration y = U(x).

§ 4. Fonctions continues sans dérivée

A titre d’application, nous allons démontrer d’abord par une déduction
facile du théoréme 4 du Chapitre I, p. 40, l'existence d’une fonction continue
Wayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive(*).

(C') désignant I'ensemble de toutes les fonctions continues périodiqules
de période 1, posons pour tout couple de fonctions x;(f) et x; (&) de (C*):

(er (8), %2 () = pmax |x; (O=xz (8)].

1l est facile de voir que (C') constitue alors un espace du type (F).
Soit pour un nombre arbitraire k # 0 .

® yiy = 20

pour 0<t<L

(Y 8. Banach [17] [ce volume, p. 355-364]. La méthode app]iqqéc a.été_ développée
ensuite par M. S. Saks et M. H, Steinhaus, qui L'ont employée pour traiter divers problémes
de Ia Théorie des fonctions (cf. S. Saks [Sur les fonmctionpelles de M. Banach et leur_.
application aux développemeﬁrs des fanqn‘oné], Fundamenta Ma;he_mati;ac 10 (1927), P 18@71?6,
et H. Steinhaus [Anwendungen der Funktionenanglysis auf einige Fragen der reellen Funktio-
nentheorie], Studia Mathematica 1 (1929), p. 51-81). : Co
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(S) désignant I'espace des fonctions mesurable (cf. 1, p. 30), qui est du
type (F) (cf. § 1, p. 49), admettons que y(r) = (S). L’expression (5) définit
alors une operatlon linéaire 3 domaine (C!) et a4 contredomaine contenu
dans (8).

Soient 122; h, =0 ou h, # 0 et

x(t+h,)~x(t)
hy
Or, si toute fonction continue avait presque partout la dérivée, la limite

de I’expression (6) existerait pour presque toutes les valeurs de r. Il existerait
par conséquent pour tout x < (C*) la limite nIim U, (x), qui serait définie dans
—+on

lim U, (x),
koo

on obtiendrait donc une opération additive U (x) mesurable (B) qgui, en verty
du théoréme 4, Chapitre 1, p. 40, serait une opération lin€aire. U(x) est

évidemment la dérivée de la fonction x(¢).
Il résulte de la continuité de I'opération U(x} que si lim x,(t) = 0
[ A= o)

(6 C U (x) = pour O0<t<1,

le domaine {S), c.-3-d. une limite en mesure. En posant U(x) =

uniformement, on a
I, o m . , . . .
=—_-sin5— on a lim x,(t) = 0 uniformement, tandis que la suite des
n 74 H—+co

lim x,(t} = 0 en mesure. Cependant pour x,(t)

L, 1 t )
derivees TCOS nwim ne tend pas vers 0 en mesure. Il existe par con-
T n

séquent des fonctions continues qui n’ont .pas de dérivée dans un ensemble
de mesure positive.

§ 5. La continuité des solutions des équatiens différentielles
aux dérivées partielles

Soit F(x) = 0 une équation différenticlle partielle lin€aire p. ex. du

second ordre:

8% x 82 0% x il ox
M Fx=a 62+a2 af"*‘“a ——ta 4ai+a,3 tagx =0,

ou g (i =1,2,..., 6) sont des fonctions continues ces variables u et v dans
une région fermee G ayant pour frontitre une courbe simple fermée C.
Il peut amriver que, pour des conditions aux limites d'une certaine
nature, équation (7) admette toujours une seule solution x(u,v) qui est
continue dans G avec ses dérivées partielles qui figurent dans- (7), c-a-d.
du premier et second dégré dans lintérieur G de G.
Dans cette hypothése, les conditions aux limites peuvent &tre d'ailleurs
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bien diverses. Elles peuvent consister p. ex. & donner sur une partie de cette
courbe (type hyperbolique, parabolique) ou les valeurs de la dérivée sur les
normales a la courbe C etc.

Supposons encore que, ¢t désignant le paramétre qui parcourt C,
équation (7) admette pour toute fonction &(z) continue avec ses dérivées
p. ex. jusquwa lordre r une solution x(u, v) se réduisant sur C a la fonction
£(0).

Ceci posé, nous allons démontrer que

Si la suite {£,()} remplit les conditions (imposées & £()) et si Pom
a uniformément lil?o E =0 et lin;l‘0 ED) =0 pour i=1,2,...,r, alors,

n- n—
{x,(u, v)} designant la suite des solutions correspondantes de [lequation

F(x) =0, on a uniformément dans G: lim x,(u, v) = 0 et uniformément dans
L i ]
toute région fermée située dans G: lim (6% x,/6u®) =0, lim (#*x,/6v%) =0, ..., etc.
n-r n—+a
(pour toutes les dérivées partielles qui figurent dans Téquation (7).

Pour la démonstration, désignons pa£ E Pensemble de toutes les fonctions

x (u, v) satisfaisant a (7), continues dans G et ayant les dérivées particlles des

deux premiers ordres (celles qui figurent dans (7)) continues dans G. Soit {G,}
o0

une suite de régions fermées situées dans G et tells que G = Y G,.
' k=1

Posons pour tout couple x(u, Q) c Eet ylu,v) ckE:

max | 2F Y
o 1 uI:G (7 Fr auz
(x,9) = max fx(u, 0=y, 9+ 3 e e,
k=1 1+ max —x_..__.‘}_)»
wwed, | 0wt o

en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partielles qui figurent
dans I'équation (7).
Ainsi métrisé, E constitute un espace du type (F) et la relation lim x, = x
R=+a0

(suivant la distance définie de la sorte) signific que x, tend uniformeément
vers x dans G en méme temps que les dérivées partielles 82 x,/ou?, ... (figurant
dans (7)) tendent uniformément vers les dérivées partielles correspondantes
de la fonction x dans toute région fermée G, ot k = 1,2,...

Soit E, I'ensemble des fonctions £(f), ol ¢ parcourt C, continues avec
leurs r premiéres dérivées. Posons pour tout couple &(1) = E, et n(t) < E,:

(&, ) = max [£()— ﬂ(t)l+ Z max [ () -1 @)

Désignons maintenant par ¢ = U(x) l'opération qui fait correspondre
a toute fonction x = x(u, v) = E la fonction & = £() 3 laquelle x(u, v) se
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réduit sur la frontitre C de G. Ainsi définie, 'opération U (x) est manifeste-
ment additive et continue.

Or, le contredomaine de T'opération U(x) étant un espaces du type (F),
Popération inverse x = U ~!{£), qui existe par hypothése, est en vertu du
théoréme 3, p. 53, continue, ce qui implique la proposition 4 démontrer,

Remarque. Si nous faisions tomber I'hypothése de Punivocité de la
solution de Péquation (7), nous serions restreints a ne conclure (en vertu
du théoréme 4, p. 53) que ceci: {&,(f)} ayant la signification précédente,
il existe une suite de fonctions {x,(u,v)} satisfaisant a (7), se réduisant
sur C & &,{t) et telles qu’on a 31_{1710 X, (4, v) = 0 uniformément dans G et
lim & x,/0u* = 0,

n—too

... uniformément dans toute région fermée contenue dans G.

§ 6, Systémes d’équations linéaires & une infinité dinconnues

Soient (ay) od i=1,2,..., et k= 1,2,..., un tableau (suite double)
arbitraire de nombres rcels et E; un espace du type (F) dont les éléments
sont des suites de nombres, -

Tutoreme 10. Si pour toute suite y = {n;} < E, le systéme d'équations

o0

(8) Z =1 ou

k=1

i=1,2,..

"y

admet toujours une seule solution {£,},
fk == ﬁc(y) Ol} k = 122: rey

o0

E au S =m

il existe des fonctionnelles linéaires
définies -dans E, et telles que Pon a

pour tout y < Ey et i=1,2,...

Démonstration. Désignons par E Dlensemble de toutes les suites
x = {{} qui remplissent les conditions

w

a} la série Y. ay &, est convergente pour tout i=1,2, ..
k=1 .

[l
b) la suite {n;} = { 3 ay&,) appartient & E,.
'S
Posons pour tout couple x’ =

{ck) et x”

n
= borne sup | ¥ a &~
1%p<as k]

= {{}} d'élements de E:
(', x")

o0

o . i}
(¥, x")o = distance des suites { 3" a, &} et { Y a, &} dans E,
ko i kw1

icm

Chapitre I11. Espaces du type (F) 59

et definissons la distance (x', x”) dans E par la formule

', x Z 7

i

(', x")
1+(x,! x”)l '
Remarquons que
(9} Pour tout k = 1,2,

on a lm &M = 0.

nr OO

vy SE ,}Hn x, =@ on x, = {{{'} < E,

En effet, par suite de Funivocité des solutions du systéme d’équations
(8) la k-iéme colonne contient au moins un terme g, # 0. Admettons
donc que

{10 au#*=0 pour k=1,2,..

Comme lim x, = &, on a hm (%, @), = 0, d'oit 11m EP = 0, car (10)
donne am # 0, et il est facile & present de prouver par 1nduct10n que l'on
a d’une fagon générale lim &” = 0 pour tout k naturel.

Ainsi établie, la proposition (9) permet de montrer que E est un espace
vectoriel complet, '
Admettons 4 ce but que la svite {x,} ol x, =

lim (x,, x)) = 0. Par conséquent LiT»m

ptoo,g—+oo . p-r

de {9), p_”]grgj-m (EP~—ED) =0 pour k=1,2,...,

lim ¢ = & pour tout k naturel. Soit x = {£}. On vérifie aisément que

{¢} remplit la condition
(xp—x,) = 0, d’'ol en vertu

de sorte qu'il existe un

x < E et que lim (x,, x), = 0 pour tout i =0,1,..., doll lim (x,, x) = 0;
n—+n n—+o
I'espace E est donc, en effet, complet.
Il en résulte que E est un espace du type (F).

Ceci établi, posons
y=U

pour toutes deux suites x = {é,,} cEety={nc El qui satisfont au
systétme d’équations (8).
On voit aussitdt que

(11) ' (y:@) = (X, @)0 $ (xa @)a
ot (v, @) désigne, bien entendu, la distance dans E, et (x, @) celle dans E.

En vertu de (11), lim x, = @ entralne lim U(x,) = @. L’opération
n—+on n=+oo

y = U(x) est donc linéaire et comme elle transforme E en E, d’une fagon
univoque, I'opération inverse x = U~1(p) est d'aprés le théoréme 5, p. 41,
également linéaire, Par conséquent, si I'on pose pour k = 1,2,..., & = fi(y)
oi x = U™1(y) = {&}, on voit que lim y, = @, o x, = U™1(3) = {&P’},
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entraine lim x, = @, donc lim & = 0; ainsi les fonctionnelles - additives

n— oo | dmid o]
S () sont des fonctionnelles linéaires dans E,, c.qfld.
Ce théoréme implique, comme nous allons voir, le théoréme suivant (1):
8i le systeme d'équations (8) admet exactement une solution pour toute
suite {n;} appartenant

1° a Pespace des suites convergentes vers 0,
2° & Pespace (s),
3° a Pespace (1),
4° & Pespace (I'™) ot p > 1,
il existe un tableau {b,} tel que

§u=izbm'h pour k=1,2,..,
1

ot les suites {} et {n;} satisfont au systéme déquations (8) et qui remplit
respectivement les conditions:

oo

1° Y byl < o pour k =1,2,...,

&
2° il Wa que des lignes finies (c.-a-d. quil existe une suite numérique
ny telle que Fon a by, = 0 pour tout i > n),

3% |yl < my pour une suite de nombres {m,},
L L

£ ¥ bul*' < w0 pour k=1,2,...
L

Remarque. Si lon suppose que le systtme d'équations (8) admet
exactement une solution pour toute suite convergente {n;} (pas nécessairement
convergente vers 0), il existe, en dehors du tableau {b,} assujetti a 1°, une
suite {c,} telle que

&k = ckili‘—n'll ’?“‘+“ ‘_Zl b“ﬂl- pour k = 1, 2,..-

) T?us ces théorémes s'obtiennent du théoréme général établi au début
(.tthoFeme 10, p. 58) par une représentation convenable de la fonctionnelle
linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes p. 61, et 74-76).

§ 7. Applications de Pespace (s)

, Nous allons é:tablir la forme générale des fonctionnelles linéaires dans
Tespace (s) des suites de nombres (voir Introduction § 7,2, p. 30)

] Z P ‘
(‘ ) Dont le cas 4% a été connu (cf, F. Riesz, Les systdmes d’équations linéaires & wpe
infinité d'inconnues, Paris 1913),
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TutoriMme 11, Toute fonctionnelle linéaire [ (x) définie dans Pespace (s)
est de la forme
N

{12} Jf(x) = Izl a ¢,

ot N est un nombre naturel dépendant de f.
Démonstration. Soit x, = {&M) ol &™ = 0 pour i# n et &M = 1.

Posons f(x;) = a,. Pour toute suite x = {£,}, on a x = Y ¢&,x, dou
=1

og

o
f)=Y &f(x) =3 a,é,. Or, cette séric étant convergente pour toute
n=1

suite {&,}, il existe un N naturel tel que I'on a a, = 0 pour tout n > N,
d’ou la forme (12) de f(x).

M. O. Toeplitz(!) a établi le théoréme suivant:

Tutorime 12. Pour qu'il existe une suite de nombres {£,} satisfaisant
au systéme déquations (8), il faut et il suffit que, pour toute suite finie de

,
nombres hy,hy, ..., h,, la condition Y, hay =0 oi k = 1,2,... entraine Pé-
i=1 :

galite Y hy = 0.
i=1

r
En particulier, si la condition Y ha, =0 on k= 1,2,... entraine h,

i=1

Nous allons démontrer le

Tuiorime 13. Si le systéme déquations (8) admet pour toute suite y = {n;}
exactement une solution, il existe pour tout i naturel un N, naturel tel qu'on

a ay = 0 pour tout k > N;.

Démonstration. Posons & = f,(y) pour Y ayd, = mooui=1,2,..
k=1

En vertu du théoréme 10, p. 58, fi(y) est une fonctionnelle linéaire deé-
finie dans I'espace (5) des suites de nombres réels (cf. p. 30). Il existe donc
pour tout k naturel une suite finie de nombres oy, ayy, ..., oty tel que

N
(13 AO) = 3 o = &

Or, les équations du systéme (13) sont linéairement indépendantes.

(1} O. Toeplitz, Uber die Auflosung unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo XXVIII (1309), p. 88-96.
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En effet, supposons par contre qu'il existe une suite finie de nombres
r

hyhy, .. b, telle que Y heo, =0 ol i = 1,2,... On aurait donc selon (13)
k=1

(14) Y b= Y hfily) =0 pour toute suite y = {m}.
k=1 k=1

En posant 7’ = a; pour un j < r naturel arbitrairement fixé, on constate
aussitdt que Pon a pour la solution correspondante {&¢} du systéme d’é-
quations (8): £7 =1 et &) = 0 pour tout k # j. Ces valeurs mises dans
(14) donnent h; = 0; en conséquence, tous les coefficients h, sannulent, ce
qui prouve I'indépendance linéaire des équations (13).

Il en résulte en vertu du théoréme 12 l'existence pour toute suite {Z,}
d’'une suite de nombres {x;} satisfaisant aux équations (13). La série

x

Y ay &y est par conséquent convergente pour toute suite {{} d’od Iexi-

stence pour tout i=1,2,... d'un N, conforme i la thése du théoréme.
Remarque. En faisant tomber I'hypothése d’apres laquelle il n'existe
quune seule solution, le théoréme cesse d’etre vrai.
En effet, {n;} étant une suite arbitraire, il existe une série entiére

[}
> £,2° & coefficients réels £, telle que
k=0

€0

2 Lt = n, ob

k=0

J= 1,2, ..

Or, ce systéme d'équations admet donc une solution pour toute suite
{n;}; évidemment cetie solution n'est pas unique, car il existe une série
entiére distincte de 0 et telle que

icm
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Espaces normes

§ 1. Definitions des espaces vectoriels normes
et des espaces du type (B)

Un espace vectoriel E est dit norme s'il existe une fonctionnelle —
qui est appelée norme et désignée par |x| ou || x| — assujettie aux conditions:

) |®@ =0 et x| >0 pour x # 0,

2) [x+yi < [x|+yl,

3) |tx| = |¢] -|x| pour tout nombre .

Si on définit la distance de deux €léments x et y de E par la formule

(x, ) =|x—y]l,

on obtient évidemment un espace métrique. S'il est, de plus, complet (voir
p. 30; c.-a-d. dans le cas considéré que lim  |x,—x,| = 0 entraine l'existence
g—+o0,p~*0

—

dun x < E tel que lim |x,—x| = 0), il s'appelle espace du type (B){*).
n=@m

On voit aussitdt que tout espace du type (B) est en méme temps du
type (F), mais non réciproquement: les exemples d’espaces décrits dans
I'Introduction, p. 30-32, et qui sont tous du type (F), ne sont du type (B)
qua T'exception des espaces (5) et (S).

§ 2. Proprietes des opérations linéaires.
Extersion des fonctionnelles lineaires

Nous allons nous occuper d’abord des espaces E normeés, mais pas
nécessairement complets.

Tutorime 1. Pour gw'une opération additive U (x) deéfinie dans un espace

() La classe des espaces du.type (B) a 6té traitée d'une fagon générale pour la
premiére fois dans mon cuvrage précité [7] [ce volume, p. 305-348].
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vectoriel G  E soit linéaire, il faut et il suffit qu'il existe un nombre M tel

qulon ait:

(1) U < M-|x|
Démonstration(!). La condition est nécessaire. En effet, a deéfaut

d'un pareil M, il existerait une suite {x,} telle que (U(x,)| > M.[x,| ou

1 . 1
-x,, on aurait donc |Y,| =

pour lout x < G.

lim M, = +co. En posant Y, =

nesoo M, |x,| M,’
d’oil lim ¥, = @ et par conséquent lim U(Y,) = @, ce qui est impossible,
L imdee] n=+o
car [U(Y)| = ———1U{x)l > L.
| M,
La condition est suffisante. En effet, pour tous x, et x de G, limx,
=+

= x entraine lim |x~x,| = 0, donc lim|U(x)—U(x)] = lim |U (x~x,)
n-~+oo n—+cw L 4
< lim M+ |x~x,| = 0 et enfin lim U(x,) = U (x), c.qfd.
n-roo n—+w

Etant donnée une opération linéaire U (x) définie dans un espace vectoriel
G — E, on appelle norme de l'opération U(x) dans G et on désigne par
{Ulg le plus petit nombre M satisfaisant a la condition (1). Si G = E, on
peut écrire tout court |U| au lieu de |Ulg.

On a donc |U(x)| € |Ulg-|x] pour x = G et il est facile de voir que

|Ulg = borne sup |U{x)|.
%G |xi€1

La question g'impose s’il existe pour tout espace vectoriel normeé une
fonctionnelle linéaire (définic dans cet espace) qui n'est pas identiquement
nulle. La réponse affirmative résulte des théorémes suivants (*) dont le premier
est une conséquence facile du théoréme 1 (Chapitre I, §2), p. 43.

TrioriMe 2. Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un
espace vectoriel G < E, il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans
E et satisfaisant aux conditions:

F(x)= f(x) pour x= G et |F|=|fls.

Pour la démonstration, il suffit de poser p(x) = |x|-|fls dans le théo-
réme 1 du Chapitre II.

TuitorgME 3. Pour tout x, < E, xo # ©, il existe une fonctionnelle
linéaire F(x) définie dans E et telle que

Flxg) = |xp| et [|F|=1.

(Y)Y CI. 8. Banach [7] [ce volume, p. 305-348].

(%) Les théordmes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Hahn, Uber lineare Gleichungen
in linearen R&umen, Journal fir die reine und angewandte Mathematik 157 (1927), p. 214-229:
cf. aussi 8. Banach [22] [ce volume, p. 375-380], en particulier le théoréme 2 et remarque.
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Pour la démonstration, il suffit de désigner dans le théoréme 2, qui
précéde, par G l'ensemble des éléments de la forme hx, ol h est un nombre
arbitraire et de poser f(hxy) = h-|xgl.

Il en résulte, en particulier, lexistence dans tout espace vectoriel norme
dune fonctionnelle linéaire n'étant pas identiguement nulle.

THEOREME 4. Soit f(x) une fonctionnelle quelconque définie dans un
ensemble G = E. Pour quil existe une fonctionnelle linéaire F(x) definie dans
E et satisfaisant aux conditions

1° f(x) = F(x) pour x = G,

2° |F| € M pour un nombre donné M > 0,

il faut et il suffit que Ton air Tinégalite

S hre <] 5

pour toute suite finie xy,X,,..., x, d'élements de G et pour toute suite finie
hy,hy, ..., h, de nombres réels(").

Démonstration. La condition est nécessaire. On a en effet

|F(‘;1 hEX.‘)| < ]F|.|iz1 h;xi,

d’ol selon 2°

r r
| ¥ wF(x)| < M| 21 hex;|
i=1 i=
et comme on a selon 1° F(x;) = f(x;) pour tout x; = G, il en résulte
I'inégalité & démontrer.
La condition est suffisante. Soit, en effet, H Tlespace vectoriel des

r

éléments de la forme z = Y h;x; ou r designe un nombre naturel, b, des
i=1

.
nombres quelconques et x; © G. Posons ¢(z) = 3. h f(x).

i=1

Pour z = Y hx; = ) hix on a par hypothése
i=1 i=1

! '=i1 h.-f(x,-)'—'; h;f(xi)' < MI izl h"xiﬁi.___zl h}x;| —o.

{(*) Ce théordme a &té &tabli pour certains espaces spéciaux par F. Riesz (Unter-
suchungen iiber Systeme integrierbarer Funktionen, Mathematische Annalen 69 (1910), p. 449-497)
et, dans une forme plus générale, par E. Helly (Uber lineare Funktionaloperationen, Berichte
der Wiener Akademie der Wissenschaften, ITa, 121 (1912), p. 265-297).

5 — Ocuvres 1. 1L
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La fonctionneile ¢(z) est donc définie dans H d’une fagon univoque et,

comme on voit facilement, elle y est additive. En outre, |@(z)| = | > hf (xf)|
=
< M-‘ Y hix;| donne |@ly < M. L'existence dans E de la fonctionnelle
i=1

F{x) & propriétés 1° et 2° g’'obtient donc du théoréme 2, p. 64, par sub-
stitution de ¢ & fet de H a2 G.

En particulier, si G est une suite {x,} d’¢léments de E et C, désignent
les valeurs correspondantes de la fonctionnpelle f(x), on a le

TukorEme 5. Pour qu'il existe dans E une fonctionnelle linéaire F(x)
assujfettie aux conditions

1°Fix,) =C, pour n=1,2,..., et

2 |Fl< M,
pour un nombre donné M > 0, une suite donnée {x,} d'éléments de E et une
suite donnée {C,} de nombres réels, il faut et il suffit que linégalité

|3 hCl < M| S by
i=1 =1

se présente pour toute suite finie hy, hy, ..., h, de nombres réels.

§ 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d’éléments

-

Nous allons établir & présent quelques théorémes qui jouent dans la
théorie des espaces normés un role analogue 3 celui que le théoréme de
Weierstrass sur I'approximation des fonctions continues par les polyndmes
joue dans le théorie des fonctions de variable réelle.

Lemve. Etant donné un espace vectoriel G < E et un élément y, de E

situe a la distance d > 0 de G, il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie
dans E et satisfaisant aux conditions:

1) Flyo) = 1,
2) F(x) =0 pour x < G,
3) |F| = 1/d. :

Démonstration. Soit H Iensemble des x de la forme

(2) x = x'+uay, o0 « est un nombre arbitraire et x' < G,

Ainsi défini, H est évidemment un ensemble linfaire et comme d > 0,
la représentation (2) de x est univoque. Nous définissons dans H la fon-
ctionnelle additive f(x), en posant f(x) = o pour x de la forme (2). Comme
x| = |x'+oyol = |o] - |x'/a4yo| = |o-d, il vient dune part |f(x)| = |al
< |x|/d, dou |fly < 1/d. D'autre part ,}Hﬁ, [X,—Vo| = d pour x,<G
entraine | f (x,—yo)l = 1 < Ix,—yol ||y, d'00 1 < d-|f |y, done 1/d < |f|y.
On a par conséquent |fiy = 1/d. ' :
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On en conclut en vertu du théoréme 2, p. 64 (en y remplagant G
par H) qu'il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et telle
que F(x} = f(x) pour x € H et |F| = {f|g = 1/d (condition 3), donc, en
particulier, F(x) = 0 pour x = G (condition 2) et F(y;) = 1 (condition 1),
c.qfd.

TaiorEME 6. Etant donnes un ensemble quelcongue G < E et un éléement
arbitraire y, de E, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
suite {g,} de combinaisons linéaires (*) d’eléments de G telle que "1_1!:{_1[ O = Yoo

est que f(x) = 0 pour x < G entrdgine f(yy) = 0, quelle que soit la fonction-
nelle linéaire f (x).

Démonstration. 'La condition est nécessaire. En effet, I'égalite
f{x) = 0 pour tous les x = G entraine I'égalité f(g,) = 0 pour n = 1,2,..,
doit f (iim g,) = £ (ye) = 0.

La condition est suffisante en vertu du lemme qui précéde, en y deé-
signant par G l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires d'¢léments de
I'ensemble G considéré idi, c.q.fd.

Un ensemble G < E s'appelle fondamental, lorsque 'ensemble de toutes
les combinaisons linéaires d’éléments de G est dense dans E; il s'appelle
total, lorsque toute fonctionnelle linéaire f(x) qui sannule pour chaque
x < G, sannule aussi pour chaque x < E.

On déduit aisément du théoréme 6 le suivant.

TueorEME 7. Pour quun ensemble G — E soit fondamental, il faur et il
suffit gu'il soit total.

Une fonctionnelle linéaire f(x) est dite orthogonale a un élément xg,
lorsque f{xg) = 0; elle est dite orthogonale & G, lorsque cette égalité se
présente pour tout x — G.

Le lemme p. 66 implique pour tout sous-ensemble G # E linéaire et
fermé Pexistence dans Pespace E dune fonctionnelle linéaire non identiquement
nulle et orthogonale & G.

§ 4. Forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces
(C}, (L, (c), (I™), (m) et dans les sous-espaces de (m)

Nous allons établir & présent la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans certains espaces normés particuliers (*).

1. Espace (C). La norme définie dans I'espace (M) (%) coincidant pour les
fonctions continues avec celle de I'espace (C), on peut considérer () comme
un espace vectoriel situé dans (M)

(*) Voir la définition de cette notion Chapitre II, §1. p. 42.
{%) Cf. Introduction, § 7, p. 31~32, exemples, 4, 5, 6, 8 et 3.
(» Voir 3, p. 30. ‘
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Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans (C), il existe
en vertu du théoréme 2, p. 64, une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans
(M) et satisfaisant aux conditions:

(1) F(x})= f(x) pour tout x < (C),
@ IFlogy = | flecy-
Posons:
—cw-fy T (SMET
et
e F(&)=g().

Nous allons montrer que g (t) est une fonction & variation bornée. Soient
a=to<t <..<t,=b et g =signlgt)—g(t;-)] pour i=1,2,..,

,n.Ona Zig (tr—g(ti-i)l = Z{Q(If) glti- 1)}31—-F[Z {&—¢,. 1}‘51]

: 1

< |Flan- | Z {&,—&._,} &] et on apergoit aisément que la norme de cette
i=1
somme est = 1. Il en résulte d'aprés (2) que
@ variation g (1) < [Flogy = | fli)-
Ceci établi, soient x(t) < (C) et
ud r

5) z = 5,6 = ¥, x(;)-{éi(u)%ﬁ(u)}.

n n
La fonction z,(#) prend donc respectivement dans les intervalles

r=1
(r—1)/n < u < r/n les valeurs x(r/n). La fonction x = x{(u) étant continue,
on a li{n [x~z,li =0, d’oir selon (1):

(6) - lim F(z,) = F(x) = f(x).

D’autre part, les égalités (3) et (5} donment

rea= 5 () [o(5)-o(5H))

donc, comme x() < 4
' 1

(Cy et g(t) est une fonction a variation bornée,
lim F(z,) = [ x(f)dg, d'od en vertu de (6):

n—ao 0

0] fx)=

jx(t)dg pour tout x(t) < (C).
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Comme par conséquent

1
() = ng(t)dgl <

variatio
ariation ¢ (1) max |x (o)),
on a selon (4), en posant |f| = | f|c:
variati = .
riation g(t) = | f|

Nous avons ainsi obtenu le théoréme(!):
Toute fonctionnelle linéaire définie dans Fespace (C) est de la forme
. .

fx) = (j)x(t)dg,

ou g(t) est une fonction indépendante de x(ty a variation |f}.
Réciproquement, étant donnée une fonction g(z) a variation bornée,
la fonctionnelle f(x) définie par (7) est évidemment linéaire.
2. Espace (I') oa r 2 1. Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x)
définie dans Pespace (L"’) posons:

1 pour O0<uxiy,
é'*ét(u)m{() pour t<u<l,

et

f(&) =g

Nous allons montrer que g(f) est une fonction absolument continue.

En effet, soient é,,4d,,...,d, des intervalles mempiétant pas I'un sur
Pautre & extrémités respectives ¢, et ¢ ot t; < t{ et i = 1,2,..., n. En posant
g = sign [g(5)—g(t)], on a

® 3 lot-a) = ¥ e6)-g}a

= /(% Gmbba < U711 % @-edal-

La fonction (¢, —¢,)e prenant dans l’mtcrvallc 5; la valeur g = +1
et sannulant ailleurs, il vient en vertu de I’hypothesc que les mtervalles &
n'empigtent pas lun sur lautre

” é:l G =4 H = \"/ign:l |84l ,

(') Qui a é&é démontré pour la premidre fois par F. Riesz (Sur les opérations
fonctionnelles linéaires, Comptes Rendus de PAcadémie .des -Sciences Paris 149 (1909),
p. 947-977).
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ou |4, désigne la longueur de 4. On a donc, d'aprés (8),

3, loie)=g(e) <171 \/ 13,

ce qui prouve la continuité absolue de g (z).
Ceci établi, posons ¢'(f) = a(f). La fonction x(t) est intégrable et,
4

comme &, = 0, on a évidemment f(£) = [ a(t)dt, d’olt
0

1
) f) = !, (W) oc(u)du.

c, des nombres arbitraires, 0 == t; < 1, < ... <1, =1
,h. On a évidemment x(t)

Soient ¢,, Ca,..es
et x()=¢ powr gy St<foeti= 1,2,..
= Z C; (én fz;_ ) d,ou selon (9)

(10) f(x) = (j] x(a@de.

Ainsi I'égalité (10) est remplie pour toute fonction .en escalier” x(t).

Si x = x(t) est 2 présent une fonction quelconque mesurable et bornée,
il existe une suite {x,(f)} de fonctions ,en escaliet” bornées dans leur
ensemble et tendant presque partout vers x(t). Par conséquent

1

lim fa(—x@rdt =0, dou lim |x,—x|| =0
o ] oo

et, selon (10),

[

1

f(x) = lim [x, () x)dt:jx(z)a{r)dr.
1]

O

Ainsi Pégalité (10) est remplie pour toute fonction x(f) mesurable et bornée.
fonction ‘% {t) mesurable et bornée.

Ceci établi, considérons d’abord le cas o r > 1.

Posons:

% (1) = { j()F~ ! -sign'a()  pour
" nosign o) pour

()P~ € n
le(Oi~* > n,

odlfr+1/s =1.0nalf(x) = |j1 x(a@)dt| <|f] -\r/ilx,,(t)I'dt et comme

Xy () = |x, () - | (@) = x, (D] - Ix, (O], on a

1 T
| Ix ()" Dt < | ;/I ea (O)" dt
0 0
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d’ol, en tenant compte que

1
Sl = r, On tire ({)Ix,,(r)l’dt)“”’ < |fl. Comme

§—
cette inégalite subsiste pour tout n naturel et comme B, (O < Ja(0l™ ™" = |aft)®

et presque partout p}grulo |x, (&) = |a(t)°, on obtient

() s/oj la(O)*de < |f],

de sorte que «(t) est une fonction a s-ieme pI.IlSSB.nCC sommable. Par

consequent, si x(f) est une fonction mesurable arbitraire A r-ieme puissance

sommable, le produ1t x (o (f) est evidemment une fonction intégrable.
Definissons a présent la suite {x, ()} comme il suit:

(12) X, = X, () = {x(t) pour |x(1)] < n

nsign x(f} pour |x(f)] > n.
On a alors ‘

1
(13) ux—'xnu=\r/g|x(x)—xn(r)|'dc et lim |x—x,] =0,

de sorte que

lg‘ 2l di—1 ()| = lj [ (), (0] 2 (2} el

< JIxo-snora . iuora,

lim f(x,) = I x(r)oe(t) dt et comme
L bad ] 0

d’on, selon (13), f(x) =
1 T
/G = [ x@)x@dr] < ‘a/g la@"de - x|,
la formule (11) donne 1’égalité

1
|f1 = ,s/gla(t)l‘dt-

Nous avons ainsi démontré le th@qrﬂne(‘):

() Pour r = 2 ce théoréme a été établi par M. Frechet (Sur les ensembles de jonctions
et les opérations linéaires, Comptes Rendus de l'Acadcmlc des Sciences Paris 144 (1907),
p. 1414-1416) et dans le cas général par F. Riesz L o, Mathematische Am]alen 69 [1910),
p. 449-497, v. p, 475.
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Toute fonctionnelle lineaire f(x) déﬁnig dans Pespace (1) ou r > 1 est
de la forme
1

f @) = [x@adr

—
a(t) = (L) et !fl-—-:'/!)tm(t)l‘dt-

Pagsons maintenant au cas ou r = 1. Sofent 0 € u < u+h < 1 et
_ Pk pour  wst<uth,
x(1) = 0 pour O0<t<uetuth<t<l.

u+h

L 1
On a, selon (10), |f(x) = Hx(t)oc(t)dt! =-h—| ] a(t)dt| et comme
0 1]

ut+h
(FOO] < |f]- 1%l = |f]-1, il vient | | a()de| < |f]-h. La fonction g(u)

u

= {a(t)dr satisfait donc 4 la condition de Lipschitz et comme on a presque
(1]
partout g'(f) = a(t), on en conclut que

(14) (1) < |11
Si 4 présent x = x(t) est une fonction intégrable quelconque et la suite
{x,(t)} est définie par les formules (12), on a

1

lx—x,| = g!x(t)—x..(t)l dt—0,

presque partout.,

d’ou
1 1
f() = lim f(x,) = lim { x, (@ a(®)dt = [ x(®a()dt,
n-~ oo n—+w 0 ‘ 0
puisque |x,(#)a(t)] < |x(t}a()]. Or, comme
1 1
< —_
|6fx(c)a(t)dt| glx(t)ldt D\ér‘asllmaxila(t)[,
on obtient en vertu de (14} Iégalité
|f1 = vrai max |a(f)].
Nous avons ainsi demontre le theéoreme('):

‘ (!) Cr théordme a &té démontré pour la premiére fois par M. H. Steinhaus (Additive
und stetige Funktionaloperationen, Mathematische Zeitschrift 5 (1918), p. 186-221).
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Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans Pespace (L) est de la forme

1
fx) = gx(t)a(t)dt,

ou a(t) est une fonction bornee presque partout et |f| = vra<i max jx ().
o%rs1

3. Espace (c). Soient

o= { 1 pour n=i,
(15) ‘ 0 pour m#i,
xo={&} et X' ={}.
Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) ou x = {&,} < (c), posons
(16) fx)=C, et fix)=C,

En posant « = lim £,, on a donc

R 00

|x—ax'— 3 (E,—a)x,]| = borne sup |&,~al,

o
x = ax +lim ¥ (&2,
et par conséquent i
X = ax'+ i (E,~a)x, .
Donc "
769 = a0+ X, Gma)-S e
d’ou selon (16)

amn fix) = aC'+ ”21 &,~x-C,.

Si x = {&,} est & présent la suite ol

_JsignC, pour
S = 0 pour n>r,

n<r,

on a lix] = La= lim & = Oct /) = 3, C.l, ot comme |/(I < I/1-fx1.



74 Théorie des opérations linéaires

il vient Z |C,| <|f|. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte que la

série E |C,| est convergente. En posant

=1

—_ Z C, =
n=1
on a d'une fagon générale selon (17)

o= lim &,.

R0

(18) Jx) =aC+ "i Cc,t, ol

Soit 2 présent

(:__{signC,, pour n<r,
, =

sign ¢ pour n>r.
Alors x|l = 1,a = ,.]-]%E £, = sign C et

r o0
S =1CI+ Y G+ §, CsignC<|f]
n=1 n=re 1
et, cette inégalité subsistant pour tout » naturel, on obtient
0
|Cl+ 21 (Gl < If1.
nes
Comme d’autre part
0 <[+ 3161,
il en résulte que lon a l'égalité
o0
(19) |Cl+ Zl Gl =1}
e
Conformément aux formules (18) et (19), le théoréme suivant se trouve
ainsi établi:

Toute fonctionnelle lindaire f(x) on x
Jorme

= {&) définie dans (c) est de la

/6= Clime+ ¥ G,

et on a

1€+ ZIIC,,I =|fl.
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4, Espace (I") ou r > 1. Soit, comme auparavant, x, = {£/} ot £ sont
definis par la formule (15). On a donc pour x = {¢} < (i) arbitraire

lx~ Z &xif = \'/ 2 lEir—o0,
i=1 j=nt1
d’ou
20) x = r=21 &ix;.

Etant donnée une fonctionnelle lineaire f(x) définie dans (i), posons
fix;) = C;, d’ou selon (20)
(21) fx) = Z i Ci.
Considérons d’abord le cas ol r = 1.

Soient &, = sign C,, et & = 0 pour i # n. On alors f(x) = |C,| < | f].
D’autre part, on a pour toute suite x = {&} < () linégalité |f(x)| <

8

(Z |&]) borne sup |C;| et par conséquent |f| = borne sup |C,].

i= 1€i<m 1€i<a

Nous avons denc démontré le théoréme:
Toute fonctionnelle lineaire f (x) ou x = {;} definie dans () est de la forme

f@= ¥ cg
o |f| = bolrgiisup |Ci.
{&} on

|C|‘ t.sign C; pour
pour i>n

Passons au cas od r > 1. Soit x° =

isn,

&=

et 1/r+1/s = 1. On a alors

Ix®1 = \/2 ICI""r \/E Lo/

F6) = L ICES I Z icl,

done

\/21 i <17

d’ou, selon (21),
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et, n étant arbitraire,

q/i Clr < 17,
i=1

~ D'autre part, pour toute suite x = {¢,} < (/") on a

o= e < \/izl &g 3 ic,

d’od finalement 1'égalité

1f] = \/i IC.f
=1

Nous avons ainsi démontré le théoréme:
Toute fonctionnelle lineaire f(x) definie dans Pespace (I") ot r > 1 est
de la forme

f(x)mii Ci& on x={&)

Ifl = ,’/.2:1: IGF ou

5. Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables. Soit E un espace
- vectoriel séparable situé dans (m); les éléments de E sont donc suites bornées
~de nombres. Admettons dans E la méme norme que dans (m), & savoir

x= {£} = K.

et on a

i1
— =1,
r b

x| == borne su ot
x| 1si<wp|£‘| u

. Soit {x,} ol x, = {£"} la suite d'éléments de E qui forment I'ensemble

dénombrable dense dans E. Considérons d’abord x, et x,. Nous allons
établir pour tout &, > 0 lexistence d’un tel k, naturel que l'on ait pour
tout couple 4; et i, de nombre réels:

(22) [Asxitda o] < max |4, 80 +4; 8- (1+6y).
‘ T 18i%k,

Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalité des nombres EL et ¢

comme trivial et supposons, par contre, qu'il existe pour tout k naturel
un couple A§ et 1% tel que

12% xy + A x,| > Joax |45 &+ 25 & (14 &,).

En désignant par m, celui des nombres |4X| et |A%) qui est plus grand
et en posant I = A/m, et & = i%/m,, on aurait donc

(23) Bxi+ B x| > max (K& HBEP- (1+ey).
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Comme on a 1 < |E|+|k| < 2 pour tout k naturel, on peut extraire
des suites {IX} et {4} des suites convergentes. Il existe par conséquent une
suite {k;} telle que les suites {I{s} et {!#7} convergent respectivement vers
certains nombres I, et I, ot 1< |l|+]|l} £2. Comme limk; = +ow
et en outre e

jlim |y s+ L x2)—(frx, + 15 x5)] = 0,
-0
on aurait dong, en vertu de (23),
lyxg+lxgl 2 max |L & +LER - (1+e,),
1SiS
ce qui est impossible, car on a par définition

[y %y 41 x| = b‘}rpfisup 1 &+ &L

Lexistence d’'un k, naturel satisfaisant pour tout 4, et 1, & (22) étant
ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction que, {g,} €tant une
suite arbitrairement donnée de nombres positifs, il existe pour tout n > 1
un k, naturel tel que pour toute suite finie A;,4,,...,4, de nombres
réels on a

(24) VX +Az Xt A S max [y G4 84+ R (4e,).

Ceci établi, désignons pour tout n naturel donné par x;, on i=1,2,...,n,
la suite
(25) ‘].’éiz""’é.ikn’ 0! 0!09"';

on a donc en vertu de (24) pour 4,,4,,..., 4, arbitraires
(26) Ay gy Xt Ay X, € A Xy HAz x5+ .+ A, x| - (1+8,).

Soit & présent f(x) une fonctionnelle linéaire définie dans E. Donc
| (A% A%+ 4,0 < F| 1Ay % +23%5+...+ 4, X,|; et par conséquent
selon (26), |A; flx)+Az f(x)+. .+ 4 ) < 1] -(T+g)- [ 1+ 232+
...+4,x)|. Comme par définition de x; (voir (25)) on a x; = (c), il existe
en vertu du théoréme S, p. 66, une fonctionnelle linéaire f, (x) définie dans (c)
et assujettie aux conditions:

Sulx) = f(x) pour tout i=1,2,..,n et |fHI<]f]-(1+&)

En tenant compte de la forme générale des fonctionnelles lineaire dans
Pespace (c), établie p. 74, et tous les termes des suites x; on i=1,2,...,n
étant d’aprés (25) des zéros pour les indices supérieurs 2 k,, on conclut qu’il
existe une suite finie de nombres a,, a,, ... dy, assujettie aux conditions:

Lol = G =) powr i=12.m
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et . .
k,
; n;l |fll'l |f|‘(1+8n)=

d’o, en posant

o i < k
27) by =14 14g oo IS

0 pour j > k,,
on obtient
(28) Y &= f(x,) pour i=1,2,...,n,

J=1
et
o

(29) L ol <111

Admettons que la suite {g,} ait été choisie de fagon a avoir linsltj g, = 0.
H~=r

[++]

En vertu de (28) on a alors lim Y o,;& = f(x) pour i=1,2,...
n—+w f=,|.

allons montrer, sans altérer la suite double infinie {x,}, que cette forme
se laisse généraliser de x; sur tout x < E.

Posons 2 ce but x = {£}. La suite d’éléments de la forme x, = {&}
étant définie au début comme dense E, il existe pour tout ¢ > 0 un x, = {}}
tel que |x—x,| < &, d'ou

|3 w0 <

et comine

, et nous

|3, mm el ﬁ g 4= |1 ()= ()

1fl e,

|5, an=2] < (5 faul) e <

on a pour n suffisamment grand

| L, ot/ )] <

et par conséquent la forme généralisée

[f]-e+e+1f]-e= QLfI+1)¢

o]

k0 lim 121 %yé; = f(x) pour tout x = {£} < E.

Enfin, nous allons montrer que

(31) lim ¥ Jo = |f].
N 00 i=1
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En effet, si 'on pose

(32) M = lim 2 LR

n—+oo -1
|f(x) € M-bornesup || = M -|x|,
1€ j<m

d’ou, |f| étant le plus petit nombre tel que |f(x)| < |f|-|x| pour tout
x = E, on conclut que |f| € M, ce qui donne en vertu de (32) et (29)
Iégalite (31).

Recueillons & présent les formules (27), (29), (30} et (31): nous voyons
que le théoréme suivant se trouve etabli(l):

Toute fonctionmelle linéaire f(x) définie dans un espace vectoriel séparable
E situé dans Tespace (m) est de la forme

on a selon (30), pour tout x < E,

=]

f(x)=}ilfg > By G

oit x={&} et {o,;} est un tableau de nombres reels satisfaisant aux
conditions:

1° a,; = 0 pour j > k, oi {k,} est une suite de nombres naturels,
o

2 E |au}1 "‘<‘-|f| pour n = 1:25--'5
j=1

3 Jim 3.l = 171,

§ 5. Suites fermées et complites dans les espaces (C), (I™), (¢} et (I"_’)

Nous allons appliquer & présent les résultats qui précédent a plusieurs
notions et problémes liés avec les propriétés des espaces particuliers que

. nous venons de considérer.

Une suite de fonctions {x,(f)} od x,(f) = (C) et 0 <
Sfermée dans (C), lorsquil enste pour toute fonction x(f) =

<1 est dite
(C) une suite de

combinaisons linéaires {i ax,(t)} tendant uniformément vers x(t).
La suite {x,(t)} s appel]e complete dans (C), lorsque g (1) étant une fonction
quelconque & variation bornée, les conditions jx (tidg = 0 pour tout

ne=1,2,.. entrament Iégalité g(Q) = g(t) = g(1), excepte un ensemble au
plus dénombrable de valeurs de t.
Une suite de fonctions {x,(t)} ob x,(f) <

(1) et 0 <t <1 est dite

(!) Ce théoréme est dfi & M. S. Mazur.
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fermée dans (L), lorsqu’il existe pour toute fonction x(z) = (L) une suite
{g,} de fonctions de la forme

M:r

ga(t) = 2, o x,(2)

I}

1

- convergente en moyenne avec la r-iéme puissance vers x({t), c-a-d. telle que

lim :[ |x () —gn ()"t = 0.

La suite {x,{t)} sappelle complete dans (L"), lorsque, ¢(t) étant une
fonction arbitraire qui est mesurable et bornée ou qui appartient i (1)
ou 1/r41/s = 1, suivant que r = 1 ou r > 1, les conditions

13

| x(0g(tydt =0 pour
0

n=1,2,..

entrainent presque partout ’égalité g(t) = 0.

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries orthogonales.

1l est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour quune
suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dams (L), est qu'elle soit
fondamentale (dans le sens défini an § 3, p. 67, de ce chapitre). De méme,
pour quelle soit compléte, il faut et il suffit quelle soit totale (dans le sens
défini ibidem). 11 suffit, en effet, de rappeler la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans (C), resp. (L"), établie p. 69, resp. 72-73.

Enfin, le théoréme 7, p. 67, implique aussitdt que pour qu'une suite de
fonctions soit compléte dans (C), resp. dans (1?), il faut et il suffit quelle y soit
Jermee. ‘

En procédant d’une fagon analogue, on peut établir les notions de suites
fermées et de suites complétes pour les espaces {¢) et (I*%). .

§ 6. Approxiniation des fonctions appartenant a (C) et (L")
par des combinaisons linéaires de fonctions

Aussi le théoréme 6, p. 67, est susceptible d’interprétation dans divers
espaces normés particuliers. En voici deux exemples:

1. Espace (C). Pour qu'il existe des polynomes formes de termes de la suite
{x,(B)} oit x,(t) = (C) et 0 < t < 1 qui approchent uniformément une fonction
donnée x(t) = (C), il faut et il suffit que, g(t) étant une fonction quelconque

1 ‘

a variation bornée, les conditions | x,()dg = 0 pour n = 1,2,... entrdinent
t )

Pégalité [ x(f)dg = 0.
b

2. Espaces (L). Pour qu'il existe des combinaisons linéaires formées de

icm
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termes de la suite {x,(t)} ot x,{t) < (L) et 0 <t < 1 qui approchent avec
la r-ieme puissance en moyenne une fonction donnée x(t) = (I"), il faut et il
suffit que, g(t) étant une fonction arbitraire, mesurable et bornée lorsque
r=1 et appartenant a (I oni l/r+1/s = 1 lorsque r > 1, les conditions
1

. 1
[ 9@ x,(t)dt = O pour n = 1,2, ... entrainent Pégalité {a@x(t)dt = 0.
b B

§ 7. Le probléme des moments

Passons aux applications du théoréme 5, p. 66.

On a donné le nom du probléme des moments au probléme qui consiste
a établir des conditions pour I'existence d’une fonction f satisfaisant A 1in-
finité ‘d’équations

b
(33) [fodt=¢; o0 i=1,2,..,

pour une suite de fonctions {p,} et une suite de nombres {c} données
d’avance. '

Nous donnons ici la solution de ce probléme dans deux cas particuliers
d’espaces normés: elle s’obtient par Iinterprétation convenable du thé-
oréme 5, p. 66, dans ces espaces.

1. Espace (C). Soit x; = x;(t) oi 0 < ¢t < 1 une fonction continue. Toute
fonctionnelle linéaire f(x) dans (C) étant (cf. p. 69) de la forme f(x)

1
= [x(t)dg ou v%ria‘gi?ng(t) =|fi, on obtient du théoréme 5, p. 66, le
0 ==
théoréme (1):
Pour qu'il existe une Jonction g(t) a la
. <
v%r_gél?n goHsM
et satisfaisant aux équations

1
{x(tydg=¢; powr i=1,2,..,
0

il faur et il suffit que Ton ait pour toute suite finie hy, h,, ..., h, de nombres
réels
r r
| Z h;Cil ‘-<\ M' max ’ Z h['xl'(t)'.
=1 i=1

LETES]

(") Ce théordme a &té trouvé‘ par F. Riesz (cf. les travaux de F. Riesz et de E. Helly
cités ici p. 65, note (1)).

6 — Oeuvres t, 11
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II. Espace (L). Pour r>1 on parvient, en procédant d’une fagon
analogue, au théoréme('): :
Pour qu'il existe une fonction u{t) ou 0 <t <1 telle que
1
.11
] |d(t)|sdt < M* o T+—S— == ]
0

et qw" remplisse les équations
. ‘
[x;(Badt=c oa x(H< IMeti=1,2,..,
0

il faut et il suffit que Fon ait pour toute suite finie hy, hy, ..., hy de nombres réels

k 1 &k
|2 hrcllg\M{/IIZ hix;(t)"dr.
=1 0 i=1

Pour r = 1, les fonctions x;{t) sont intégrables et la fonction cherchée
«(t) est bornée et telle que
vrai max |a(t)] < M.
oSS

La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante:

k 1k
| Y he| < M-[| T hexi(0)] de.
1=1 0 =1

§ 8. Conditions pour Pexistence des solutions de certains systémes
d’équations 4 une infinite d’inconnues

Considérons un autre probléme.

Ftant domnés un tableau {a,} et une suite {c;} de nombres, nous
allons chercher d’établir des conditions pour I'existence d’une suite de nom-
bres {z;} satisfaisant 2 l'infinité d’équations

(34) S oapze=¢ ou i=1,2,..
ey

Nous donnons ici, également & l'aide du théoréme 5, p. 66, la solution
de ce probléme dans deux cas particuliers d’espaces:

I11. Espace (c). Soient x; = {ay,} et

(35) P_{n =0 pouwr i=1,2,.

() Ce théordme est di également & F. Riesz, L ¢

icm
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Toute foilctionnelle linéaire dans l'espace (c) étant de la forme fix
= Cilirgf‘+i=zl Ciéoux={) et |f] = |C|+fi1 |Ci|  (ef. p. 74), le thé-
oréme 5, p. 66, donne en vertu de (35) I"énoncé suivant:

Pour qu'il existe une suite de nombres {z;} qui remplisse les équations (34)
en méme temps que la condition ki lzl < M, il faut et il sﬁﬁ‘it que Pon ait

pour toute suite finie de nombres hy, h,, ..., h, Pinégalité

" r
||'Z‘1 h Ci| s M.b?rs%i?p ‘121 h‘a”‘"

IV. Espace (I). Soient x; = {o} et Y |ay| < oo pour i = 1,2,... Toute
k=1

o

fonctionnelle linéaire dans (/) étant de la forme f(x) = Y z& o x = {&)
i=1
ot |f| = borne sup |z (cf. p. 75), le théoréme 5, p. 66 donne immédiatement

I’énoncé suivant:

_ Pour quil existe une suite bornée {z,} qui remplisse les équations (34) en
meme temps que la condition b(;r%e sup |z,| < M, il faut et il suffit que Ton
=k<on

ait pour toute suite finie de nombres réels hy, by, ..., h, Tinégalite

'_21 hici| M- Z ,Z hi“tk|-
i= =1 S



CHAPITRE V

Espaces du type (B)

§ 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B)

Nous allons établir ici quelques theéorémes géméraux sur les espaces
E du type (B)('), dans lesquels leur propriété quils sont non seulement
normeés, mais aussi complets, intervient d'une fagon essentielle.

TueoreME 1. F(x) étant une opération mesurable (B) et U(x) une opé-
ration additive, définies toutes les deux dans E et telles que |F(x)| = |U(x)|
pour tout x = E, Fopération U(x) est linéaire.

Démonstration. Il existe en vertu du théoréme 4 de PIntroduction
p. 35, un ensemble H — E de I-¢ catégoric tel que Popération F(x) est
continue dans E~H. Il existe par conséquent pour xo < E—H un r> 0
et un M > 0 tels que

(1) |x—x,| = r entraine |U(x)] < |[F(x)| < M pour tout x = E—H.

L’ensemble des points x = E—H tels que |x—x,| < #/2 étant de Tl-e
catégorie, il en est & plus forte raison de méme de l'ensemble G de tous
les points de la forme x'+x ol |x'| < #/2, x @ E—H et |[x—xo| < r/2. 1l
existe donc dans G un élément x'+x, © E~H ol x, « E—~H. Comme
|X1—%o| < 7/2, on a [x'+x, —xo| < 7, 0, selon (1), |U(X)| € |U(x +x,)i+
+|U(x,)] € 2M. La norme de U(x) est par conséquent bornée dans la
sphére |x| < r/2, donc, évidemment dans toute sphére. Il en resulte en vertu
du theéoréme 1 {Chapitre IV, § 2), p. 63, que l'opération U (x) est continue.

TukorEME 2. Si, pour une opération additive U (x), lim x, = x entrdine

n-e
j_i_nl |Ux)| 2 [U(x)| pour tout x = E, Popération U (x) est linéaire (*).

Démonstration. L’ensemble G, de tous les x = E tels que |U(x)| < »n

(1 Voir 1a définition de ces espaces Chapitre IV, p, 63,
) Cf. 8. Banach [7], p. 153 [ce volume, p. 308}, théoréme 3.
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B €

est pour tout » = 1,2,... fermé et comme E = 3 G,, un au moins des
B . n=1

ensembles G, contient une sphére dans laquelle la norme de U (x) est bornée,

d’ou, comme dans le théoréme précédent, la continnité de 'opération U (x).

TueoriMe 3. Si une suite dopérations linéaires {U,(x)} définies dans
Pespace E est convergente dans un ensemble G qui est dense dans une sphere

K et si la suite des normes {|U,|} est bornée, la suite des opérations {U, (x)}
est convergente dans Pespace E tout entier (*)

Demonstration. Etant donné un x, = K, il existe par hypothése une
suite {x,} telle que x, = G pour n = 1,2,... et }im x, = x,.
=00

Or, on a pour trois nombres n, p et g quelconques:
' Up (xO) - Uq ('xO)I S ' Up (x() - xn)[ + I Uq (xn - xO)I + | Up (xn)_ Uq (xn)l N
donc

T U (o)~ Uy (xo)l < 2M 5o, od

g0

M= Im |U,|,

h—~ o

d’ou, comme nll]’];lo |xg—x%, =0, on a 31_{& [Up (xp) = U, (%)l = 0, ce qui impli-
q—+w©

que la convergence de la suite U, (x,).

Etant donné a présent un élément arbitraire x < E et x), désignant en
particulier le cenire de la sphére K, il existe un ¢ > 0 tel que xj+ex = K,
donc que la suite U,(x;+ex) est convergente. La convergence de U,(x) en
résulte en vertu de celle de U, (xp) et de U, (x,+ex).

Tutoreme 4. Etant donnée une suite {U, (x)} d'opérations linéaires définies
dans E, Pensemble H de tous les x < E pour lesquels Tim |U,(x)| < o est

n—o;

soit de I-e catégorie, soit identique a E (%),

La démonstration résulte du théoréme 1 (Chapitre III, § 1), p. 50, vu que
H est un ensemble linéaire et mesurable {B).

TukoriME 5. Etant donnée dans E une suite {U,(x)} d’opérations linéaires
telles que lim JU,(x)| < oo pour tout x < E, la suite des normes {|U,|} est

Mo

bornée (%)

Démonstration. En vertu du théoréme 11 de IIntroduction, p. 36, il
existe une sphére K < E et un nombre N tels que I'on a jU,(x)) < N

pour tout x = K et n = 1,2,... En désignant par r le rayon de la sphére
K, on en tire facilement |U,| < 2N/r pour tout n = 1,2,...

(\y Cf. 8. Banach ot H. Steinhaus {19], p. 53 [ce volume, p. 3683
(*) Ibidem, p. 55 [ce volume, p. 368].
{*) Ibidem, p. 57 fce volume, p. 368].



86 Théorie des opérations linéaires

Tutorime 6. Etant donnée une suite {x,} d'éléments de E telle que lon
¢ lim | f(x,)| < oc pour toute Jonctionnelle linéaire {(x) définie duns E, lu suite
oo

des normes {|x,|} est bornée.

Démonstration L'ensemble E de toutes les fonctionnelles linéaires
définies dans E constitue, en y conservant la définition de la norme adoptée
pour ces fonctionnelles, un espace du type (B). Définissons dans E une suite
de fonctionnelles {F,}, en posant F,(f) = f(x,) pour tout fe E L hypothese
11m | F{x)i < oo entraine par conséquent hm |F,(f)| < oo pour tout f < E.

En vertu du théoréme 5, qui précéde, il ex1ste denc un nombre N tel que
|F,(f)] € N-|f] pour tout n = 1,2,... D'autre part comme x, & E, il existe
pour tout n=1,2,... en vertu du thcoreme 3 (Chapitre 1V. § 2), p. 64
une fonctionnelle llnealre f,(x) définic dans E et telle que I'on a |f,(x

= |x,| et | £, = 1. On a donc ix,| = |f,(x)| = [F.(f)l < N-|f,| = N, quel
gue soit n, c.qfd. .

§ 2. Principe de condensation des singularités

Tutorime 7. Etant donnée dans E une suite double d’opérations linéaires
(U, (x)} telles que
) fim Uy, = co  pour tout p=1,2,...,
. q- e
il existe un ensemble G — E (indépendant de p) de ll-e categorie dans E
et tel que Pon a pour tout x = G

3 P_:IIZ |Upe()l = o0 pour tout p =1,2,...(").

Démonstration. L'ensemble H, de tous les éléments x < E tels que
hm |U,(x)| < oo ne peut coincider avec E car en vertu du théoréme 5,

' p 85 I'hypothése (2) se trouverait contredite. Il en resulte en vertu du

théoréme 4, p. 85, que H,, et par suite I'ensemble H = Z H, de tous
p=1
les €léments x c E pour lesquels la condition (3) est en défaut, est de
I-e categorie dans E. Il ne reste donc qu’é poser G = E~H. -
Remarque. Les contredomaines E, des suites {U,} peuvent varier
avec p = 1,2,..., tandis que pour p donne ils doivent évidemment 8tre
SUDPOSES identhues pour toutes les valeurs de g, puisqu'on fait intervenir
dans I'énoncé du théordme 7 la notion de convergence des suites {U,,(x)}
avec g tendant vers oo,
Le théoréme 7 qui précéde constitue, avec le théoréme 6 (Chapitre 1, § 4),

(1) Ibidem, p. 54 [ce volume, p. 369], théortme I
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p. 41, au point de vue fonctionnel ce qu'on appelle le principe de condensation
des singularités. Nous allons Texpliquer sur des exemples ('),

Soit {g.(f)} une suite orthogonale et normée de fonctions a carré
sommable dans [0, 1]. Etant donnée une fonction quelconque x(t) intégrable
dans [0, 1], la série

ki i (0) 6[ gu(s)x(s)ds

sappelle le développement de la fonction x(t) suivant la suite {g,(t)} (pourvuy,
i

bien entendu, que les intégrales [ g,(s)x (s)ds existent pour tout k =1, 2,...).
0

On a les théorémes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L):

Dans (C). Etant donnée une suite {t,} de points de [0, 1], Pexistence
pour tout p = 1,2,... d'une fonction continue x,(f) dont le developpement
dans le point t, est divergent, resp. non borné, entraine lexistence d'une
Jonction conrmue x(t) dont le developpement est dwergent resp. non borne,
dans tout point t, ot p=1,2,.

La démonstration résulte du théoréme 7, p. 86, et du théoréme 6
{(Chapitre 1, § 4), p. 41, si I'on pose

N= 3 06 | 0 ds,

en regardant U, (x) comme des fonctionnelles lineaires dans (C).

Dans (L). Etant donnée une suite d'intervalles {[a,, §,1} situes sur [0, 1],
Vexistence pour tout p =1,2,... dune fonction intégrable x,(t) dont le
développement jouit de la propriété

I on A |
m [ls@ld= o oi s0= 3 al)fa0x0

entraine Pexistence d’une fonction intégrable x(t) dont le developpement jouit
de la méme propriété dans tous les intervalles [«,, f,] a la fois.

La démonstration résulte du théoréme 7, p. 86, en posant
U, (x) = Z g, (t) _[ g (H)x(®)dt pour w, St<p,
et en regardant U,,(x) comme des opérations linéaires définies dans I'espace

des fonctions intégrables dans [0, 1] et dont les contredomaines sont situés
respectivement dans les espaces des fonctions intégrables dans [a,, f,].

Remarque. En particulier, si les points & coordonnées a,, f, forment

() CI ibidem, p. 56~61 [ce volume, p. 370-372].
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un ensemble dense dans le carré [0, 1; 0,17, la propriété en question de
x(t) se présente dans tout intervalle [a, 8] de [0, 1]}.
En s'appuyant sur cette remarque, on peut démontrer pour les séries

de Fourier Pexistence dune fonction. intégrable x(t) telle: que Ton ait

i
Tim | j 5,00 dt| = co dans tout intervalle [a, B < [0,2x].

§ 3. Espaces du type (B) compacts

LemMe. Etant donné un ensemble linéaire ferme G qui est un vrai sous-
ensemble dun ensemble linéaire D < E, il existe pour tout nombre ¢ > 0 un

Xq = D tel que lon a
Ixo| = 1 et |xq—x| = 1—& pour tout x = G.

Démonstration. Seient: x' « D—G, d la distance de x' 4 G et g
un nombre positif arbitraire. Il existe donc un ' = G tel que d < |x'— )|

xt_ /
Y Pour tout x= G on a alors |0 —x|

=yl
-|x’—y’—|x’—y’|-xl et comme les relations x = G et y < G

1 d
=yl T d+y

< d+n. Posons x, =

x|

E

entrainent y'+|x'— |- x < G, on en obtient |x;—x| =

- & oo
d’ol, en posant n = d~~i~m, il vient |xg—x| 2 1—e.

Evidemment, on a aussi |xg| = |x' ~ ¥ |/|x'—y| =
et Yy c G D,

TukorEME 8. Si tout ensemble d’élements de E dont les normes consti-
tuent un ensemble borné est compact, il existe dans E une suite finie
d’éléments x;, X5, ..., x, tels que tout x < E est de la forme

letxy, <« D,carx’ < D

4) X = 0y Xp+ 0y Xz ... 0 X,,

off &y, %, ..., o, Sont des nombres (qui dépendent de x).
Démonstration. Soient: x, un élément arbitraire de E tel que |x,| = 1

et x,,,, ot r > I, un élément arbitraire de E tel que

&) %40l =1 et [xpp—~x] =% pour i=1,2,.

Désignons pour tout r > 1 par G, lensemble de tous les éléments
x < E qui sont de la forme {4) et posons D = E. En supposant que le
théoréme n'est pas vrai, on aurait donc toujours G, = D ¢t G, # D, d'o,
selon le lemme qui précéde (avec G = G,, 6 = ¥ et xy = x,.,), Pexistence
pour tout r naturel d'un x,,, < E assujetti & (5), c.-a-d. d’une suite infinie
{x,} telle que [x,| =1 et |x,—x,| = % pour p # q.
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Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite convergente;
elle constituerait donc un ensemble non compact, bien que l'ensemble
correspondant des normes soit borné. On serait ainsi en contradiction avec
I'hypothése du théoréme.

§ 4. Une propriété des espaces (L), (¢} et (/)

Par l'application du théoréme 4 (Chapitre I, §3), p. 40, 4 la forme
générale des fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces, on obtient
les théorémes suivants:

Pour (L) ot r Z 1. 8i a(t), on 0 <t <1, est une fonction mesurable
1

et il existe pour toute fonction x(t) < (L") Pintégrale | x(Ha(Hdt, alors
1 T ’
Jla®"™! < co pour r > 1 et alt) est une fonction bornée powr r = 1 ().
o
Démonstration. Posons pour n naturels

a(0) = {fx(t) pour |a(t) € n

nsign x(t) pour ja(®) > n.

Nous avons alors |x (t}a(f)| = |x(t)a,(f)], donc, comme lim o, () = «(f),
il vient e

1

lim ix(t)a,,(t)dt = [ x()a()dt.
n—ow 0

1

L'expression | x(t}a,(t)dt étant pour tout n = 1,2, ... une fonctionnelile
o

1
linéaire dans (L") (car «,(t) est une fonction bornée), |x(f)a(f)dt est en
]

vertn du théoréme 4, p. 40, également une fonctionnelle linéaire. Il existe
par conséquent, en vertu du théoréme sur la forme générale des fonction-
nelles ]inéaires dans les espaces (L") 01‘1 r > 1 {voir p. 72), une fonction

al) = (’ 1)) telle que jx(t)a Hdt =
En posant donc

jx(t)oc(t)dt pour tout x() = (L)

x(t) = 1 pour O<£t<t,,
10 pour o<t
ty to

on a { &(f)dt = ga(t)dt pour tout 0<t, <1, doi presque partout
Q

&(t) = «(t).

(*) Pour r > 1 ce théordme est dii 2 M. F. Riesz,
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On procéde d’une fagon analogue pour r = L.

o
Pour (¢), Si pour toute suite convergente x = {&} la série ) o,& est
i=1
-4}
convergente, on a ¥, |a] < oo.
i=1i

Démonstration. Y, « ¢ étant pour tout n = 1,2, ... une fonctionnelle
i=1

n o0
linéaire dans I'espace (¢) et comme li_.m Y & = Y a¢, on conclut du
LD | i=1

[es)

théoréme 4, p. 40, que Y o,&; est également une fonctionnelle linéaire. Il
i=1

existe par conséqueat un M > 0 tel que
| y, cxié',-l £ M- x| = M-bornesup |&].
1Si<a0

[=

En posant donc

sign @, pour
G=10
pour

i<netos#0,
i>nouunw =0,

[=¢]

n
on obtient Y || < M pour tout n = 1,2,..., doit Y |o < M.
=1 i=1
o

Pour () ot r > 1. Si la série Y, o ¢; est convergente pour toute suite
i=1

I

r

x —

x = {&} = ("), alors ¥ |a"~* < oo pour ¥ > 1 et la suite {o;} est bornée
. i=1

pour v = 1(*).

La démonstration est analogue i celle du théoréme précédent.

§ 5. Espaces du type (B) formés de fonctions mesurables

Nous ailons nous arréter un peu sur quelques propriétés des espaces
du type (B) assujettis 2 des conditions plus spéciales. Admettons & ce but
que E soit I'espace des fonctions mesurables définies dans intervalle fermé
[0, 1] et telles qu'on ait pour tout x, = x, () = Eod 0 <t < 1;

1. }P [yl =0 entraine lim as x,(¢) = 0;

=4} [ e}

2 "lgralo %l = O entraine existence dans E d'une suite partielle {x,,}

(') Ce dernier théoréme a &t trouvé par M. E. Landau (Uber einen Konvergenzsotz,
G#ttinger Nachrichten 1907, p. 25-27).
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et Lun x tels que Pon ait {x, () < |x{t)| pour tout i = 1,2,... er pour presque
tout 0 < ¢ <1 (|| designant ici la valeur absolue)
3. lim as x, (1) = x(¢) entrdine lim |x,| = ||x|.

[ St #] ;;'_“."’S’o‘
Tels sont, en particulier, les espaces (M), (C) et (L"), envisagés 2 plusieurs
reprises (v. pages 30-32, 67-72 et 79-83); ¢'il sagit de réaliser la con-

.
?

7]
dition 2, on m'a qua définir pour Y |x,| < co'la fonction x(z) par Ié-
1

n=

galité
x() = % I (0
THeorEME 9. Soient E ei E, deux espaces du type (B) assujettis aux

conditions 1, 2 et 3 et K(s,t) une fonction défnie dans le carré [0,1; 0,1].
Si lintegrale

(6) u(s) = | K(s, )x(t)dr

L=

existe pour tout x < E et pour presque toute valeur de s et si u(s) < Ey,
elle est une opération linéaire(*).

Démonstration. Posons
(7 lim |{x,~x| =0
n+ag
et désignons par {)“c,,} une suite quelcongue extraite de {x,}. En vertu de (7)
et de la condition 2, il existe dans E une suite partielle {X,,—x} et un z = E

tels que T'on a pour tout i=1,2,... presque partout |X, (}—x(1)| < z(1).
Evidemment lim as K (s, £) - [x,,()—x()] =0, et [K(s. 1) - (X,,—x)| < |K(s, )] %

1
x z(t). De plus lintégrale [ K(s,f)z(f)dt existe dans un ensemble H de
y

1 . ‘
mesure 1, car z < E. On a donc ‘Iim [ K (s, &) [%,(t)-x()] dt = 0 et par

1 1
conséquent llim [ K(s, )%, (dt = | K(s, )x(t)dt pour s = H.
G o

1
Or, toute suite extraite de {u,(s) = { K (s, £)x,(t)dt} contenant une suite
0
partielle qui converge presque partout vers u{s), on a lim s ty (8) = uls),

ce qui implique selon 3 et le théoréme 2, p. 84, que l'opération (6) est
linéaire,

(*) CL. S. Banach, [7], p. 166 [ce volume, p. 308], théorzme 2.



92 Théorie des opérations linéaires

§ 6. Exemples des opérations linéaires dans quelques
espaces particuliers du type (B)

Nous donnons ici quelques applications du théoréme 9, qui vient d’étre
établi, aux espaces (M), (C) et (L™).
Espace (M). Si K(s,t) ou 0 < 5§ <

let0=<1t=1 est une fonction me-

surable et si pour tout s on a j" [K{(s,t) dt <« N < oo, lexpression
0

1

8) Ux) = [ K(s, tyx(t)dt

=1

est une operation linéaire definie dans (M) et dont le contredomaine est
situé dans (M).

Espace (C). Si la fonction K(s,!) est continue pour 0 £s5<1 et
0 < r < 1, I’expression (8) est une opération linéaire définie dans espace
(C), son coniredomaine étant aussi situé dans (C).

Espace (L). S8i K (s, t) est une fonction mesurable dans le carré 0 € 5 < 1,
0 <t <1 et telle que j'C(s Yds < N < o ot C(s) = vra1 max [K{s, 1)}, l'ex-

pression (8) est une operatlon lingaire de domamc (L) et de contre-
domaine < (L).

Espaces (I'P). K (s, t) étant une fonction mesurable dans le carré 0 < s

£L,0< t < 1 et telle que pour tout couple de fonctions x(t) < (I'?) et
yis) = (L* ))Oup >2etg>20na

11
9) J [IK(s, ) x @ y(9)ldsdt < oo,

00

Pexpression (8) est une opération linéaire définie dans (L) et dont le
contredomaine est situé dans (L),

En effet, étant donné un x < (I'*) quelconque, on a pour tout

(__L
y = (LY

11
E[(j]'K(s, Hx@)y(s)dsdt = ;[y(s) [;[ K(_s, x(tydt] ds,

1
d’oll {cf. p. 89) IK(S )x(t)dt < (L9) et par conséquent, selon (8), U(x)

est une operatxon lineaire,
Pour que la condition (9) se trouve vcnﬁee il suffit d'admettre que

11
(j)giK(s,t)l"ldsdt < 00, ou r est le plus petit des nombres p et ql
. q-
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(en particulier, que la fonction K (s, t} et bornee, lorsque r = 1, et mtegrab]e

lorsque p = g = +0).
On a, en effet, en vertu de l'inégalite de Riesz:

| { K 0x @)y dsde]

([ xoras” (] vooray”

En particulier, pour p = g = 2, la condition (9) peut donc étre remplacée
11

{j j K (s, 0)]"~ ldsdr}

par | {|K(s, 0)|*dsdt < 0, ce qui implique que I'opération (8) est linéaire
00

dans (L) et que son contredomaine est également contenu dans (L'¥).
La méme remarque s’applique aux cas ol .p=g=1 et p=g = ©.

§ 7. Quelques théoremes sur les méthodes de sommation
Etant donné un tableau infini de nombres

Aty Bigseeey rgy ---

Q25> 3225 5 Baks oov
(A)

............

i1y Gias ooey Oigsy --s

............

nous dirons qu'une suite de nombres x = {é,,} est sommable (vers A(x))
par la méthode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque chacune des

= Y au¢, est convergente et la suite {4;(x)} converge aussi

séries A,(x)

(vers A(x)).
La méthode A est dite pernmnente, lorsque toute suite convergente
est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle s’appelle -reversible,
lorsqu’a toute suite convergente {n;} vient correspondre exactement une
suite x {convergente ou non) telle que A,(x) = n pour i= 1,2,... Nous
dirons quune méthode B (qui correspond au tableau (B) = {{b,}}) nest
pas plus faible de A, lorsque toute suite sommable par la meéthode A
’est aussi par la méthode B.
Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite, lorsquelle
est 2 la fois permanente, reversible et telle que les conditions
&0

=]
(10) Z Ia(‘ < Q0 et Z Xy = 0 pour k = 1,2,...
) i=1 i=1
entrainent _ ‘
(11) =0 pourtouti=12,..
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TuioriME 10. Pour qu'une methode A soit permanente, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient remplies simultanément:

1° Y lagl < M pour tout i=1,2,...,
k=1

2° lim gy = 0 pour tout k =1,2,...,
{—on R
oo
3 lim Y ap=1(")
Ladl =5
o
Démonstration. Nécessité. La convergence de la série Y a,&,
k=1

pour toute suite convergente x = {{,} et pour tout i—l 2,... entraine

{cf. p.90, pour (c)) la convergence absolue de la série Z ay. Les fonction-

nelles A;(x), définies dans l’espace {c), sont par consequent linéaires et
comme ¢lles forment une suite convergente, on en conclut d’aprés le
théoréme 5, p. 85, que la condition 1° est remplie.

Soient d'autre part: & = lpouri=1,2,..,& =0powri£ net &1=1
pour tout n =1,2,... Posons x, = {&} pour n=1,2,..." On a A;(xp)

Z ay et A;(x,) = a, pour i et n naturels, donc A(xy) = 1 et A(x,) =

pour n > 0, de sorte que les conditions 2° et 3° sont également remplies.
Suffisance des trois conditions resulte du théoréme 3, p. 85, et du fait
que la suite {x,} définie tout & 'heure est dans I'espace (c) fondamentale.

LemMe 1. Soient A une méthode permanente et y, = {n{} une suite
convergente Si pour toute suite de nombres {a;} les conditions (10) entrdinent

Pégalite Z and =0, 1l existe pour tout nombre & > 0 une suite conver-

i=1

gente x telle que Pon a

(12) |4, (x)—%Pl <& pour tout i=1,2,..
Démonstration, Désignons par G l'ensemble de toutes les suites
convergentes {n;} auxquelles correspondent des suites convergentes x telles
que 7y = A;(x) pour i =1,2,... Considéré dans lespace (c), 'ensemble G
ainsi défini constitue évidemment un espace vectoriel. §i y, n'est pas un
point d’accumulation de G, il existe en vertu du lemme (Chapitre IV, § 3,
p. 66), une fonctionnelle linéaire F(y) définie dans (c) et telle que l'on
.8 F(yo) = 1 et F(y) = 0 pour tout y = G. Vu la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans l'espace (c) (cf. Chapiire v, §4, p. 74), il existe donc

(') Ce théoréme est dii 2 O. Toeplitz (Uber aligemeine lineare Mittelbildungen, Prace
Mat.-Fiz. XXTI, Varsovie (1911), p. 113-119).
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o0
une suite de,nombres {o} telle que la série Z @; est absolument con-

vergente et que: - =1
(13) Y aym+alimn, =0 pour {n} <G,
i=1 . 17roo
O
(14) Y oonf+ulimg? = 1.
i=1 =00

La méthode A étant permanente, on a d’aprés (13)
(15) Yo« A(x)+alim & =0  pour tout x = {&) = (0
i=1 o

et le théoréme 10 qui précéde entraine Pexistence d’un M satisfaisant a la
condition 1° de son énoncé. On a par consequent

§MMM%AAIZMIm

1 k=1

13

i

d’el

(16) | Y oadi) = 3 & Y way.
i=1 k=1 i=1
En posant pour un k naturel fixé & =1 et £, =0 pour n# k,
on conclut de (15) que

(17) Y waz=0 pour k=1,2,..
i=1

En posant ensuite £, =1 pour k =1,2,...

que o.= 0, d’oll, en vertu de (14), que Y onf =1, ce qui est, en raison
_ _ =1 .
de (17), en contradiction avec I’hypothése.
LEMME 2. Si la méthode A est permanente et les conditions (10) entrainent
la condition (11), il existe pour toute suite convergente {r) 1 et pour tout
nombre £ > 0 une suite convergente x satisfaisant @ la condition (12).

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui précade.

LEMME 3. x, = {£f} étant une suite bornée, sommable par une meéthode
permanente A, il existe pour tout &> Q une suite convergente x telle que

(18) IA~(x)—Ar(xo)l <€
Demonstratlon Posons
(19) P = A4 (xo)

et désignons par {oq} une suite quelconque assujettie aux conditions (10), p. 93,

, on tire de (15), (16) et (17)

pour tout i=1,2,...

Cpour i=1,2,..
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On a, selon (19)

o

20) T and = 3 0 Ailxo)

i=1 i=1

et, A étant une méthode permanente, il existe d'aprés le théoréme 10,
p. 94, un nombre M satisfaisant d 1°, d’ot

k1)
z CAREME |§k

1 k=1

A 8

o
. 0
M- %, lail-bome sup |G

1

i

et selon (20)

"MS

'MB

I
s

a- Qs

donc, selon (10), Z aé;n? = 0. Ceci établi, la thése du lemme & démontrer

résulte 1mmed1atemcnt du lemme 1.

LrMMmE 4. Soit x, une suite sommable par une méthode A permanente
et reversible. Si, quel que soit ¢ > 0, il existe une suite convergente X
satisfaisant @ la condition (18), la’ suite x, est sommable vers le méme
nombre par toute méthode B permanente et pas plus faible de A.

Démonstration. La reversibilité de A entraine (voir Chapitre III, § 6,
théoréme 10, p. 58, et remarque p. 60) l'existence d’une suite {a;} et d'un
tableau {B,} ayant les propriétés suivantes:

(21) Y Bal <o pour k=1,2,..,

i=1
(22) - si Pon pose pour unme suite convergente y = {n;}:
=A0) = ¥ hantalimn oi k=12,
on a

-kzla",é,,=m powr i=1,2,..

Les fonctionnelles f,(y) ainsi définies dans 'espace (c) sont linéaires,
Pour toute suite convergente y la suite correspondante x = {{,} étant par
hypothése sommable par la méthode permanente B, chacune des séries
Y .

kZ1 by £, est convergente et la suite de leurs sommes {B,(x)} I'est également.
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Posons pour tout y < (¢):
Fi)= Y byfilh pour i=1,2,... et F()=limF;(y). .
k=1 =

Ainsi “définies, les fonctionnelles F,(y) sont linéaires; en vertu du
théoréme 4 (Chapitre I, §3), p. 40, il en est donc de méme de la fon-
ctionnelle F(y).

Ceci établi, soient, conformément a I'hypothése, x; la suite donnée et x
une suite convergente satisfaisant 3 (18). En posant y, = {4,(x,)} et
y={4;i(x)}, on a y, =(c),y ={(c) et [[y—yoll <&, donc

23 [B(x)—B(xo)l = |F(—F(yo)l < I|F|-e
et, comme A(x) = B(x), il vient
[ (xo)— B(xo)| < 1A (xo}—A(X)|+]|B(x)—B (x)l,
d'ott, selon (18) et (23),
|4 (xo)—B{xo)| < |F| e+e,

ce qui entraine I'égalité A (x,) = B(x,), ¢.qfd.

Les lemmes 3 et 4 donnent le

TutoriMme 11. 5i la méthode permanente B nest pas plus faible que
la méthode permanente et reversible A, toute suite bornée sommamble par A
est aussi sommable par B vers le méme nombre('). -

D’autre part les lemmes 2 et 4 donnent le

TutoriMe 12. Si A est une méthode parfaite et B une methode per-
manente pas plus faible de A, toute suite sommable par A est aussi som-
mable par B vers le méme nombre(?).

(*) Pour une classe spéciaie de méthodes reversibles, @ .savoir des méthodes ainsi dites
normales, ce théoréme a été trouvé par M. 8. Mazur (L ¢, Mathematische Zeitschrift 28 (1928),
p. 599-611, Satz VII).

(*) Pour les méthodes normales cf. S. Mazur, Uber eine Anwendung der Theorie der
Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungsverfahren, Studia Mathematica
2 {1930), p. 40-50.

7 — Ocuvres t. H



CHAPITRE VI

Operations totalement continues et associees

§ 1. Opérations totalement continues

Une opération linéaire U (x) s’appelle totalement continue, si elle trans-
‘forme tout ensemble born€ en ensemble compact.

ExempLE. Si, pour i=1,2,....n, X| désignent des fonctionnelles linéaires

et x; des éléments, l'opération U(x) = Z X;(x) x; est totalement continue,

TuioreMe 1. Le contredomaine de toute operat:on totalement continue
est separable.

Démonstration. L'ensemble G, de tous les U(x) ou |x| n étant

compact, donc séparable('), il en est de méme de ’ensemble Z G, qui est
n=1
le contredomaine de 'opération U.

TutorEME 2. Etant donnée une suite {U, n (%)} d’opérations linéaires tota-

lement continues, toute opération linéaire U ( x) telle que 11m |{Up=U| =0 est
aussi totalement continue.

Démonstration. Soient {x;} une suite bornée et {%,} une suite extraite
de {x;} par la méthode de la diagonale de fagon que llm U,(X) existe pour

tout n naturel‘ On a en conséquence pour # =1,2,..
donc

d’o évidemment En; |U)~U(%)| = 0. Ainsi la suite {U(%)} est con-
Pow

vergente, ce qui implique la continuité totale de Popération U (x).

(") Cf p. ex. F. Hausdorff, 1. ¢, p. 126.
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§ 2. Exemples des opérations totalement continues .
dans quelques espaces particuliers

Si K(s, t) est une fonction continue pour 0 <
fonction (de la variable s)

(1) u(s)

s€let 0Dtk la

= jl'K(s, ) x (£) dt
]

est continue, quelle que soit la fonction intégrable x{(r). Regardée comme
opération définie dans un des espaces

(2) (M), (C), (L) et

et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces espaces,
Popération (1) est totalement continue.
La démonstration s’appuie sur le théoréme suivant de Arzela:

(L) ot r>1,

Pour qu'une suite borneé de fonctions continues {u,(s)} renferme une suite -
partielle uniformément convergente, il suffit qu’il existe pour tout nombre & > 0
un nombre y > 0 tel que linégalite |s,—3,| < n entrdine Pinégalité |u (54)—
—u,(83)] < & pour tout n = 1,2,.

Admettons en effet que flx,,(t)J | €1 et que Pon ait pour 0 <s< 1
1

et n=1,2,.. u,(s) = | K(s, ) x,(t)dt. La continuité de K(s, £) implique
0

Texistence pour tout >0 dun 5 >0 tel que DPinégalité |s;—s,] < 3
entraine |K(s;,)—K (55, )l € ¢ pour 0 € ¢t < 1. Par conséquent

1
|etg (51) 210 (52} < II[K(sl, - K (52, D] x,()dt] < & I % () dt,

ce qui donne, en raison de I'inégalité _[ |x,,(t)| dt < Iix,.IL, facilement vérifiable

dans les espaces (2), |u,(s,)—u,(s:}] < &, de sorte quen vertu du théordme
de Arzeld on peut extraire de {u,(s)} une suite uniformément convergente.
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans les es-
paces (2) convergente en meéme temps suivant la norme (qui y a été
adoptée), il est démontré que lopération (1) y est totalement continue.

On a, en particulier, les théorémes suivants:

Espace (C). Pour que Topération (1) soit totalement continue dans (C),
il suffit d'admettre gue Pon a pour tout sq:

1

3) lim | |K (50, )= K (s, t)]dt = 0
35 0

En effet, pour tout ¢ > 0 on déduit facilement de (3) T'existence d’un

1
n > 0 tel que |s;—s,| < n entraine | |K(sq, )—K(sy, )ldt < g, ce qui im-
0
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plique, comme auparavant, la continuité totale de lopération (1) dans (C).
La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K(s,t) est une fonction
bornée et telle que Ton a lim K(s,f) = K(s;, t) pour tout s, et pour

55,
presque tout .
Notons enfin que Popération

y(s) = _[’K(s, 1} x (thdt
]

est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est rcmplie.

Espaces {I'P). K(s, ) étant une fonction mesurable pour 0 < s < 1 et
0<t <1 et r désignant l’mférteur des nombres p et g/lg—1) ou p > l et
g>1,si Pon a

11 r
(@) §[IK(s, ) Tdsdt < oo,
¢co '

Toperation (1) est totalement continue dans (I'™) et son contredomaine est
situe dans (L'?).
En effet, {K,(s, t)} étant une suite de fonctions continues, soit

11 r
(5) lim | {|K,(s, 0~ K(s, )~ Tdsdt = 0.
ll'*cnoo

1
= [ K, (s, f)x(t)dt étant totalement continue pour
1]

xc (I ety (1, ona

L’opération y = U, (x)

11
1V x) - U < glg(K..—K)x(t)dtl"ds

gir— 1) 1

< {ids[j'lK Kl_rfdt]_} t)l’dtg.

Or, comme r < p, on a

1

1 1 1
( b[[x(t)l'dt)T < ( (j) | (£)|P dt)?

9 , C~a-d M

et comme r K .
qg—1 Cor

<1, ona

r—1

i1 r
1U5)=U 01 < ] yx,—m'_—fdrds}“f lIx1l,
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donc
1

11 re-
1U~Ul < [[[IK,— Kl_fdtds]
00

d’ot, selon (5}, li_.m |U,~Ul| =0, ce qui implique en vertu du théoréme 2,
p. 98, la continuité totale de U, c.-d-d. de I'opération (1), ot u(s) = U(x)
< (L9).

Remarque. En particulier, pour p = g = 2 la condition

11
[IK2(s, )dsdt < + 0
b

entraine donc la continuité totale de Topération (1) pour x < (L%} et
u(s) = (L?).

§ 3. Opérations conjuguées (associées)

Soient, comme d’habitude, E et E, deux espaces du type (B)et y = U(x)
une opération linéaire définie dans E et dont le contredomaine est contenu
dans E,.

Convenons de désigner par X et Y des fonctionnelles linéaires définies
respectivement dans E et E,.

Considérons Pexpression Y[U (x)] ol Y est une fonctionnelle quelconque
définie dans E;. Cette expression peut &tre regardée évidemment comme une
fonctionnelle définie dans E. Posons notamment

(6) X() = Y[U(x)].

Ainsi définie, la fonctionnelle X est additive et continue, car on
a X)) < | Y[UM| < |Y]|U]-1x|, don

(7 |X| < |Y|-|U}.
Or, la relation (6) entre X et Y constitue une nouvelle opération
X =U(1),

dont le domaine est 'espace E; des fonctionnelles linéaires définies dans E
et dont le contredomaine est situé dans U'espace E de celles définies dans E.
L'opération U(Y) s'appelle associee & U(x) (ou conjuguée avec_U_(x}).

En vertu de (7), elle est additive et continue.

TuioriME 3. U(Y) étant une opération associée & lopération Imeatre
U(x), on a {U| = |U].
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Démonstra-t_ion. On a d’une part pour tout x < E: |[Y[U(x)]| < |¥|x
x|U|-|x|, dou |G(Y)| = |Y{U) < |Y| |U| et par conséquent

(8) U] < Ui

D’autre part, étant donné un x, < E arbitraire, il existe en vertu du
théoréme 3 (Chapiire IV, §2), p. 64, une fonctionnelle linéaire Y, définie
dans E, et telle que I'on a | Yo =1 et |H[U(xy)]| = JU(xO)L, done | U(xg)}
= L[Vl < |O]- | Yg] - |xol = U] [xol, d’olt [U(xe)}l < |U|:ixol et par
conséquent

- ® i <10).

Les inégalités (8) et (9) donnent I'égalité, q.f.d.

TuioreME 4. 5i Popération linégire U(x) est totalement continue, il en
est de méme de Popération associée U(Y): en d'autres termes, si |Y,| < M,
il existe une suite {¥,} et une fonctionnelle X telles que

(10) lim [0 (%)~ X| = 0.

Démonstration. Le contredomaine G < E; de l'opération U(x) con-
tenant en vertu du théoréme 1, p. 98, un ensemble dénombrable dense, on
peut selon le théoréme 3 (Chapitre V, §1), p. 85, extraire de la suite des
fonctionnelles {Y,} ol |¥,| < M une suite partielle { ¥, } convergente pour tout
y < G. Posons donc }Lm Y, U] = }Lm X, (x) = X (x) et soit x; un élément
de E tel que l'on ait
(11) %] =1 et

IX(xi)_Xni(xi)l 2 %'X"Xml‘

Or, si le théoréme n'était pas vrai, c.-a-d. il existait un nombre # > 0
tel que |[X—X, | > n pour tout i = 1,2, ..., on avrait d'aprés (11), en posant
pour abréger ¥/ = ¥,

(12) | B [U(x)] - }1{2 Y UG = 5/2
et (comme |x;| = 1)l existerait une suite d’indices {k;} telle que hm U (xy,)

= y,. On trouverait donc quel que soit & > 0, un N naturel tel que I'on
ait pour tout i > N les inégalités |yo— Ufx,)| < ¢ et

| % (yo) - lim B o)l < &,
i
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d’ou
Y [U (x )] -

+| % (¥o)

}im Y LU ()]l <€ 15 LU () — yol+

Jim Xl (yo)l +| lim ka[U(xk,) yoll S M-et+e+M-e,

ce qui est impossible en vertu de (12), le nombre & étant aussi petit que
T’'on veut.

§ 4. Applications. Exemples des opérations conmjuguees
dans quelques espaces particuliers

Espace (C). Si K(s,¢) est une fonction continue pour 0 < s < 1 et
0 <t < 1, l'expression

Ulx) = jK(s, Hx(t)dt

est une opération continue.
Seit Y(y), ou y < (C), une fonctionnelle linéaire quelconque. Comme
définie dans (C), elle est donc (cf. Chapitre IV, §4, p. 67} de la forme
i

Y(y) = [ »()dY (), ob Y(z) est une fonction A variation born¢e. La fon-
Q

ctionnelle X (x) = ¥[U(x)] est également linéaire dans (C), doac encore de

la forme
1

(13) X(x) = _fx(t)dX(t),

ol X (1) est aussi une fonction & variation bornée (et nous pouvons admettre
que X (0) = 0}. En posant par conséquent

(14) y(E) = Ux) = EUc(s, ) x(t)de,

on a pour toute fonction x(t) <
1

Ly
(15) (!x(s]dX(s) = gy(s)dY(s),

4

Considérons la fonction

~ pour
= |l

0<s<y,
v+l <s <1,

et qui soit linéaire pour v < s < v+1/n. Par substitution de. x,,(s) au lieu
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de x(s) dans (14) et (15) on obtient

1 1 1 1
| Xonls}dX (s) = § [i K (s, )%, ()dt]dY¥ (s) = ‘,‘;xv.n(t) [g K(s, dY(s)]de("),
0 [

d’on, par le passage a la limite avec n—-00, On a pour § = 0,1 et pour
tout points s ol la fonction X(s) est continue, donc dans tout point de
[0, 1], sauf tout au plus une infinité dénombrable de points,

s 1
(16) X(s) = g[gx(s, )dY ()] dt;

or, la valeur de Pintégrale de Stieltjes (13) restant la méme, lorsqu’on modifie
la valeur de la fonction X(f) dans une infinité dénombrable de points
{excepté O et 1), on peut admettre que la fonction X(s) est définie par la
formule (16) dans [0, 1] tout entier, donc qu’elle est continue pour 0 < s < 1.

L'expression (16) peut 8tre considérée par conséquent comme repre-
sentation de Popération associée U(Y) = X, Il faut Pentendre dans ce sens
que, Y(s) étant une fonction & variation bornée qui représente la fonction-

1 .
nelle linéaire | y(s)dY(s), la fonction correspondante X (s) & variation bornée
0 1
représente la fonctionnelle linéaire § x (£)dX (1),
o

Pour l'opération linéaire

Ulx) = x(s)— i K(s,)x@dt

() En vertu du théordme suivant sur la ,commutativité de Pintégration” pour les
intégrales multiples de Stieltjes d’une fonction continue: ‘

Etant données une fonction F(s, ) continue dans le carré K == [0, 1;0, 1] et deux fonctions
g(t) et hit) & variation bornée dans [0,1], on a

1 1 11
[ F s 0dg@yant) = [ [] Fls, dg(9]ahte) = [ [[ Fts, 0dh (@] dh).

La premizre de ces trois intégrales (Vintégrale double) est a entendre comme la limite
des sommes de la forme

1211 jioF(s;, ) [g e ) —g )] [hityo ) —h(g)]

(Ol O=5, <8 <. €5 .. Chpyy =1 6t 0= < by < ... €< ... <y = |, les
points 5; < {s;, 5;44] et £ = [¢;, t;,,] éant arbitraires), lorsque la longueur des plus grands
des segments [s;, 5p.,] et [#, t;5,] tend vers O.

La démonstration du théordme en question coincide avec celle de théordme analogue
pour les intégrales de Riemann. .
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(avec la méme fonction K(s,?)) on a
‘ _ o 1
U) = Y@- jdt{! K (s, 0)dY(s) = X(1).
b

Espaces (L'P). Si K(s,t) est une fonction mesurable pour 0 €< s < 1
et0<t<1letsilona

1
17 B
0

Oy =

|K{s, )x () Y(s)|dsdt < o0

9
pour tout couple x(f)={I"™ et Y(s) < (L"‘)) oi p>1 et g>1,
'opération :

Ux)=y(s) = }K(s, t)x(t)de

est linéaire pour x = (I'") et y < (I'9).
La fonctionnelle linéaire Y dans I'espace (L) est de la forme

1
YO = g Y(s)y(s)ds,

4
ol Y(s) est une fonction appartenant a (L(““) et on a

1 1

1 1
Y= | Y(s)ds [ K(s, )x()dt = [ x(t)dt [ K(s, ) Y(s5)ds.
. 0 fi] 0 ]
En posant
_ 1
(18) _ X = | K(s, 1) Y(s)ds,
- - 0
on a
1 1
l! Y(s)y(s)ds = | X (t)x(t)dt.
0
L'expression (18) peut étre considérée comme représentation de l'opé-
ration associee U(Y) = X.
Dans le cas particulier ot p = g > 1, I'opération associée & l'opération
lineaire
1
Ux) = x(9)— | K(s, )x(t)dt
o

est de la forme

X=UY)=Y0®- }K(s, t) Y(s)ds.
0
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Espace (L). Les considérations qui précédent s’appliquent égalemfsnt
4 Tespace (L). Si I'on a la formule (17) pour x < (L) et Y = (M), I'expression

y=U(x)= }K(s, 1) x(f)dt
0

est une opération linéaire pour x < (L) et y < (L).
L'opération associée est de la forme

X=U()= :[K(s,t) Y(s)ds

1
ot Y(s) = (M) représente la fonctionnelle linéaire _EY(s)y(s)ds pour

y(s) < (L), tandis que X (5 < (M) représente la fonctionnelle linéaire
1

[ X(®)x(r)dt pour x(t) = (L).

0

Pour un couple correspondant X, Yet x, y on a

IIX(t)x(t)dt = ;' Y(s)y(s)ds.
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CHAPITRE VII

Suites biorthogonales

§ 1. Définition et propriétés générales

Une suite d’éléments {x,} et de fonctionnelles linéaires {f;} sappelle
biorthogonale, lorsque

1 pour i=],
1 (x.} =
(1) Sl {0 pour i # j,
Etant donné un x < E arbitraire, la série
-4
@) hER

porte le nom du developpement de x suivant la suite biorthogonale {x}, {f}.

Dans le cas ou la suite {f;} constitue un ensemble total de fonction-
nelles (cf. Chapitre IIL, §3, p. 54) et la série (2) est pouwr un x convergente,
x est la somme de cette série; en effet, on a alors pour tout j =1,2,...,

"

filxe= ,-21 x-fi®x)] = f,()—1f(x) = 0.

TrEOREME 1. Si la série (2) est convergente pour tout x < E, la_série
%0 ’ ‘
): Ji(x)- F(x)
i=1

est aussi convergente pour tout x < E, quelle que soit la fonctionnelle
linéaire F,
Démonstration. En posant

1=

(3) S.= 3 S Flx),

1

=

n

ona S,(x) =Y fi(x)- F(x) = F[ ¥ x;-fi(x)], de sorte que la convergence
i=1 i=1

de la suite {S,(x)} pour tout x est évidente.
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TuiorEME 2. §i les normes des sommes partielles (3) de la série
@) TS Fx)

sont bornées dans leur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle linéaire F,

la série (2) est comvergente pour tout x < E qui est la limite dune suite

quelcongue de combinaisons lincaires formées de termes de la suite {x}.
Démonstration. En posant

n

E X .ﬁ (JC),

I=1

) Sp (x) =

on a F[s,(x)] = i F(x)-fi(x) = S,(x) (voir (3)} et, comme par hypothése
i=]

|S.] € M olt M est un nombre indépendant de n, on a pour tout x = E
en vertu du théordme 6 (Chapitre V, §1), p. 86: lim |5, (x)] < oo. I existe
n=rag

donc en vertu du théoréme 5 (Chapitre V, §1), p. 85, un nombre N,
indépendant de n et de x, tel que |s,(x)] < N-[x].
Or, comme pour tout i = 1,2,... on a lim s,(x;) = x;, on établit par
"= o0

un raisonnement banal Pexistence de lim s,(x) pour tout élément x < E
A

qui satisfait a la condition de I'énonce.

TuforEME 3. Si les normes des sommes partielles (5) de la série (2)
sont bornées dans leur emsemble, quel que soit x < E, la série (4) est con-
vergente pour toute fonctionnelle F qui est' la limite d'une suite quelconque
de combinaisons linéaires formées de termes de la suite {f}}.

La démonstration est analogue A celle du théordme 2, qui précéde

TuEorEME 4. Dans les memes hypothéses, si en outre {x;} est une suite
fondamentale, la série (2) est convergente pour tout x = E.

Démonstration. On a, selon (5), Els,(x)i < oo pour tout x « E

et, de plus, lim s,(x;) = x; pour tout i = 1,2,... La convergence de la
n—o0

série (2) pour tout x = E en résulte en vertu des théorémes 5 et 3
(Chapitre V, §1), p. 85.

§ 2. Suites biorthogonales dans quelques espaces particuliers

Envisageons a présent comment se comportent les suites biorthogonales
dans les espaces qui nous intéressent plus particuliérement.
Posons

! 1 - pour
(6) g X (8)y;(t)dt = { 0 pour

i=j,
i# ]
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Admettons de plus que {x,()} soit une suite de fonctions dans (I!?)

oil p > 1 et {y(t)} en soit une dans (L" #~T); enfin que ces suites y soient
complétes (ou fermées).

TreorEME 5. Dans ces hypothéses, si la serie

Inall
[T E——

i
-

X (2) |y (@) x (B dt

est convergente en moyenne avec la p-iéme puissance, quelle que soit la
fonction x(ty = (I, la série

% 1
(7) DRAONEACHOED
est converg;znte en moyenne avec la pp i -iéme puissance pour toute Jonction
yi e L7y,

Démonstration. Soit

1
fi(x) = g yil)x(@®dt pour x(t) = (7).

o0

La série i; %;-fi(x) est donc par hypothése pour tout x < (L) con-
vergente en moyenne (c.-3-d. selon la norme) avec la p iéme puissance.
En vertu du théoréme 3, p. 108, la série 2 fi-F{x) = E y: (6) j x;(2) y(t)dt

(59)

y() = (LP™Y) est par conséquent avec la P i -iéme puissance con-

vergente selon la norme (c-a-d. en moyenne) pour toute fonctlonnelle
linéaire F définie dans Iespace (I™); il en est donc de méme de la

série (7) pour toute fonction y(t} = (" 1)), c.qfd.
En particulier, lorsque x;({t) = y, () = (I ol r est le plus grand des

nombres p et , le theoréme qui vient d’Etre ¢tabli entraine le corollaire

suivant.
Si la serie

]

1
(8) Y, x%(t) g x; (t) % (r)dt

i=1

est pour x < (L'P) convergente en moyenne avec la p-iéme puissance, elle Pest

&)

également pour tout x < (L?™T

P .
) avec la [~ieme puissance.

p—
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On peut y admettre p. ex. que x;, ou i=1,2,..., sont des fonctions
bornées.

Considérons maintenant le cas o, dans Phypothése (6), {x;{t)} est une
suite de fonctions intégrables et {y;(r}} une suite de fonctions bornées pour
0 <t < 1. Admettons enfin que la suite {x;(0)} soit complete dans (L).

TutoriME 6. Dans ces hypothéses, si la serie Z x((t)j v x{®)dt est

convergente en moyenne pour tout x{(t) = (L), la serie Z 3 (t) j x () y@dre
i=1 1]

est bornée presque partout pour tout y{t) = (M) et réciproguement.

Le démonstration est analogue a celle du théoréme 5, qui précéde:
on considére x; comme des éléments du domaine (L) et y; comme des
représentants des fonctionnelles linéaires; on a recours enfin aux théorémes 3
et 4, p.- 108. -

En partlcuhcr lorsque x;(¢) = y;(t), on a les corollaires:

1° Si la serie (8), oit x;(t) = y;(t) = (M), est convergente en moyenne
pour tout x(t) < (L), elle est bornée pour tout x(t) = (M) et réciproquement.

2° Si la série (8), ou x;(t) = y,(t) < (C) et {x,} est une suite compléte
dans (C), est uniformément convergente pour tout x(t) = (C), elle est con-
vergente en moyenne pour tout x(t) < (L} et réciproquement. ‘

La démonstration s'obtient: dans un -sens, en considérant x; comme
des éléments du domaine (C) et y;, = x; comme des représentants des
fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant x;(¢) comme des éle-
ments du domaine (L) et y, = x; comme des représentants des fonction-
nelles linéaires définies dans (L).

§ 3. Bases dans les espaces du type (B)

Une suite {x;} d’¢léments de E s’appelle base(*), lorsqu’il existe pour
tout x © E exactement une suite de nombres {n;} telle que l'on ait

fas)
X = 121 HiXie
Etant donnée une base {x;}, soit E, l'ensemble des suites y = {n,}
20
pour lesquelles la série Y. #;x; est convergente. En posant
‘ i=1
"
= borne § x
Iy = borne sup | ¥, nix,
on montre facilement que E, ainsi normé constitue un espace du type (B).
(*) Cette notion a été introduite dans le cas général par M. J. Schauder (Zur Theorie

stetiger Abbildungen in Funktionalriiumen, Math. Zeitsch. 26 (1927), p, 47-65) [cof. aussi Oures,
Warszawa 1978, p. 63-82].
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Posons ensuite

x=UQ) =

MH

Mm%, pour toute suite y = {;} = E,.

il

1

Ainsi définie, l’operation U(y) est lingaire, car {U())| < |y|, est comme
elle transforme E, en E d'une fagcon biunivoque, l’opération inverse
y = U™ (x) est également linéaire.

Enfin la fonctionnelle

filx)=n ot x= Z H; X;
=1

est aussi linéaire, car |m;x;| < 2-}y| et

2 2 _
1L = Imil gmb’l € |_3€.-T]U - lx].

Or, on a par conséquent
o
x = ¥ %)
et, ce développement étant unique, on obtient Pégalité (1) (voir p. 107),

de sorte que la suite {x}, {f} est biorthogonale.
Remarquons que pour toute fonctionnelle linéaire F définie dans E

pour tout x = E

la série Y fi(x)-F(x) converge vers F(x), car on a pour tout x — E:
i=1

i) Fx) = hmF[Zx fi(x)] = Fx).

"MS

On ne sait pas si tout espace du type (B) séparable admet une base.

La question n’est résolue que pour certains espaces particuliers. Ainsi
p. ex. dans (I'P) ot p > 1 la base est donnée par le systéme orthogonal
de Haar. Dans (C) la base a été construite par M. J. Schauder ().
Dans () ou p > 1 la base est fournie par la suite {x;} ol

. lpour i=n
) i = ’
% ={G} e " { 0 pour 1 # n;

on a alors fi(x) = ¢ pour x = {&£}. Enfin dans (c) la base eést formée
de la méme suite augmentée de I€lément x, = {&%} ot ¢? =1 pour
n=1,2,... Ona alors fo(x}) = lim { pour x = {£} < (o). :

() L. ¢, Mathematische Zeitschrift 26 (1927), p. 48-49 [Oewvres, p. 64~65].
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§ 4. Quelques applications i la théorie des developpements orthogonaux

TutoriMme 7. Les suites {x;}, {fi} et {¥;}, {@:} étant biorthogonales et
les équations f;(x) = @;(y) on i =1,2,... admetiant pour tour x exactement

el

une seule solution y = U(x), la convergence de la série Y h;x; entrdine
=1
0
celle de la série Y by, pour toute suite de nombres {h}.
i=1

Démonstration On apergoit facilement que les égalites lim x, = x,
H—r
et limy, = yo o0 ¥y, = Ulx,) entrainent I'égalité y, = U(xp). En vertu du
| el =]

théoréme 7 (Chapitre III, § 3), p. 54, I'opération y = U (x) est par conséquent
linéaire. En posant donc |U| = M, on a |U(x)| = M-|x| et comme par
définition U{x,) = y; pour i = 1,2,..., il vient

U(ii hy xi) = i'—"il by,

pour h; réels quelconques, ce qui implique immeédiatement la thése du
théoréme.

CoroLLAIRE. {x;()} et {y,()} étant des suites orthogonales normées de
Jfonctions continues, si pour toute fonction continue x(t) il existe une fonction
continue unique y(t) telle que T'on ait

1 1
g x; (t) x(e)dt = g yi®)y(@de

fee]

la convergence uniforme de la série Z hix;(t) entraine celle de la série

'Z h; ().

Des corollaires analogues s’obtiennent pour d’autres espaces fonction-
nels(*).

TaEoREME 8. Soient: {x;}, {f;} une suite btorthogonale ou {fi} est une
suite totale, et {h;} une suite de nombres telle que, {w,} étant une suite de
coefficients d'un élément x (c-d-d. que a, = f;(x} pour i = 1,2,..), {hjoy} en
soit une d'un élément y.

Si dans ces conditions {B;} est une suite de coefficients d'une fonctionnelle
linéaire F (c.-a-d. que B; = F(x)) pour i = 1,2,...}, la suite {h, B} Fest dune
Jonctionnelle linéaire ®.

Démonstration. Le éystémc d’équations h; f;(x) = () ol i = 1,2, ...

('Y CL. 8. Banach [15] [cette édition, vol. I, p. 160-162] et H. Steinhaus, Sur quelgues
applications du calcul fonctionnel & la théorie des séries orthogonales, Studia Mathematica 1
(1929), p. 191-200.
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admet par hypothése pour tout x exactement une solution. Désignons-la par
y=Ul.
Les egalites lim x, = x; et lim y, = y, ol y, = U(x,} entrainent évi-
n—x =+

demment légalité y, = U(x,). Par conséquent, en vertu du théoréme 7
{(Chapitre I, §3), p. 54, I'operation U(x) est continue. En particulier, on
vérifie aisément que ’on a

&) Ulx) = hx

Or, étant donnée une fonctionnelle linéaire F telle que B; = F{x;) pour
i=1,2,...,onaselon (9 F[U(x;)] = b F(x;) = h;B;, c-3-d. que les nombres
h; B, sont des coefficients de P'opération & = U (F), c.qfd.

Remarquons que si x = lim x;, U(x) est en vertu de (9) la limite d’une

1—=og

pour tout i=1,2,...

combinaison linéaire de termes de la suite {x;}.

‘Comme une application facile de cette remarque, nous obtenons le

TreorEMmE 9. Soit {x;(t)} une suite orthogonale et normée de fonctions
continues, fermee dans Pespace (C).

Si la suite de facteurs {h;} transforme toute suite {x;} de coefficients dune
Sfonction bornée en une suite {ho} de ceux dune fonction bornée, elle
transforme en méme temps toute suite {B;} de coefficients dune fonction
continue arbitraire en une suite {h; f;} de coefficients dune fonction continue.

Le théoréme inverse est aussi vrai.

On a enfin le

TatoriMe 10. Seit {x;()} une suite de fonctions bornées orthogonale,

normale et compléte dans (L"“l)), oip>1.

Si la suite de facteurs {h;} transforme la suite de coeﬁ?czents {a;} dune
Sonction arbitraire x(t) = (L") dans la suite {h;a} de ceux dune fonction
y{6) = (I, elle transforme aussi toute suite {B;} de coefficients dune fonction

D)

arbitraire X(f) = (L*~

70 = (177

) dans la suite {hB;} de ceux dune fonction

). 8i p= o, alors (I = (M)(‘)

() Cf. W. Orlicz, Beitrlige zur Theorie der Orthogonalentwu:klungen Studia Mathema-
tica 1 (1929), p. 1-39 et 241-255.

8 ~ Ceuvres t. [}
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CHAPITRE VIII

Fonctionnelles lineaires dans les espaces du type (B)

§ 1. Préliminaires

Etant donné un espace vectoriel fermé d’éléements G = E et l'espace E
de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E, il existe, comme nous
avons va (cf. Chapitre IV, §3, p. 66, lemme), pour un élément quelconque
x, © E—G une fonctionnelle lineaire f < E telle que I'on a

flxgd=1 e fi(x)=0 pourtoutx = G.

Le probléme g’impose si, réciproquement, la relation analogue ne subsiste
entre les espaces I’ = E de fonctionnelles linéaires et les éléments de E.
Plus précisément, il s'agit de savoir si, étant donné un espace vectoriel
fermé I' < E de fonctionnelles linéaires définies dans E, il existe pour une
fonctionnelle quelconque f, = E—T un élément x < E tel que Pon ait

(1) fox)=1 et f(x)=0 pour tout f I

Or, la réponse est, dans le cas général, negative.

Considérons, en effet, comme E Iespace (c) des suites convergentes
de nombres réels, donc comme E P'ensemble de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans (c), et comme I" celui de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans (¢) de la forme:

@ - =Yg ob

x = {&} C:

Ainsi défini, I' est un espace vectoriel et fermé.
En effet, posons -

® C mlf-fl =0,
ol

) S et f,(x)

[+2]
(e) et ¥ |oyl < oo,
i= ]

- Y aPf pow n=1,2,.
i=1
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Ii sagit de montrer que f< I'. Or, (3) entraine lim | f,—f,| =0, d'od,
: o

comme par définition e
o0
K60 = T 6P -ao)s,
on conclut de (3} en verty du théoréme (Chapitre IV, §4), p. 74, que

lim o — gl = 0
Jm iZIi 1
g

et, par conséquent, qu’il existe une suite {o;} telle que I'on a

lim E | —a] = 0 et

- .
=+ j=

fes)
3 oyl < oo.
I

On a donc pour tout x = {£;} < (c) Tegalité

Zaén

w0
lim Mg,
n— i !-=21 ! 5'

d’ou, selon (4},

o

lim £, = T ¢,

i=1

et comme selon (3)

lim | £,(9—f ()] < lim | fu=f1l[x] = 0,

a0

il vient f(x) = Y, o,& pour tout x < (c). La fonctionnelle f est donc
i=1

de la forme (2), d’ou finalement f < I
Ceci établi, soit )
) S =lm& pour x= {&} <.

La fonctionnelle f, ainsi définie m'appartient évidemment pas a I,
Cependant il n'existe aucun x, = {£{®} < (¢) satisfaisant aux conditions (1),
car (1) et (5) entrainant I'égalité 11m EO = 1, il est impossible d’avoir pour

o0
toute suite de nombres {«;} satisfaisant aux conditions (2) 'égalité ¥ ¢,&% =0
i=1

exigée par (1),

§ 2. Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires

Un ensemble vectoriel I' de fonctionnelles lineaires définies dans un

-espace E du type (B) s’appelle reguliérement fermé, lorsqu'il existe pour toute

fonctionnelle linéaire définie dans E, mais n’appartenant pas a I, un élément
xp < E qui remplisse les conditions (1).
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L’exemple qui précéde montre que I'ensemble vectoriel fermé de fonction-
nelles linfaires n’est pas toujours réguliérement ferme. Or, la réciproque est
vrae: tout ensemble vectoriel de fonctionnelles linéaires I' qui est réguliérement
fermé est en méme temps fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 32)
de ce terme.

En effet, soit

(6) foc T pour n=12,..
et
™ lim |4l = 0.

Si dans ces conditions f, n’appartenait pas a4 l'ensemble I, supposé
vectoriel et régulitrement fermé, il existerait un x, = E satisfaisant 4 (1);
d’aprés (6) on aurait donc en particulier f,(xo) = 0 pour n = 1,2, ..., d’of,
selon (7), fo(xe) = lim f,(xo) = 0, contrairement 4 (1). On doit donc ad-

n~rxn

mettre que f; < I', ¢-a-d. que P'ensemble I' est fermé.

Tl est facile de donner des exemples d’ensembles régulidrement fermés.
Soit, en effet, E un espace du type (B} et G = E un ensemble vectoriel,
daifleurs arbitraire. L’ensemble I' des fonctionnelles linéaires f définies
dans E et telles que

f{x) =0 pour tout x = G

est, comme on l'aperoit aisément, réguliérement fermé.

Remarque. Si l'ensemble I’ en question est non seulement vectoriel
et réguliérement fermé, mais en outre total, il contient toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans E.

En effet, la définition de 'ensemble total (voir Chapitre ITI, § 3, p. 54)
implique que le seul élément de E pour lequel toutes les foncticnnelles
f < I sgannulent est I'élément ©.

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des propriétés que possédent
les ensembles régulidrement fermés de fonctionnelles linéaires(*).

§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires

Etant donnés un nombre ordinal quelconque & qui est un nombre-
limite, c-a-d. n'ayant pas de précédent immédiat, et une suite bornée de
nombres réels {C,} du type 9, c-a-d. oi 1< ¢ < 3, on appelle limite
trangfinie supérieure de {C,} et on désigne par E@C{ la borne inférieure

des nombres réels ¢ satisfaisant 2 linégalité C, <t a partic d’'un indice

(') Cf. S. Banach [23], p. 228-234 [ce volume, p. 381-395], ob se trouvent les
théorémes des §§ 3-5 de ce chapitre.
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(ordinal) qui dépend de t. La limite transfinie inférieure de {C,} est ensuite
définie par la formule

éi%cg = —igl_x:i;(mcg). |
LEMME 1. Si Ton a pour une suite {f;} du type 3 de fonctionnelle
linéaires :
fl <M pour 1<¢<8,
il existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions:

®  Ifl€M et gg%mx) <fix) < @Jg(x) pour tout x < E.

La démonstration résulte du théoréme 1 (Chapitre TI, §2), p. 43, en
y posant p(x) = }:i_T% Jz(x). La fonctionnelle p(x) satisfait en outre & Iinégalité
p(x) < M-{x|.

Ce lemme établi, nous appellerons une fonctionnelle linéaire f(x) rem-
plissant les conditions (8) limite transfinie de la suite {f:(x)}. '

En particulier, lorsque '}111010 | fi—f| = 0, la fonctionnelle f(x) est évidem-

ment une limite transfinie de la suite {f,(x)}, car on a lim £, (x) = f(x)
—_ A= ol
= lim f, (x) pour tout x — E.

Un espace vectoriel ' de fonctionnelles lin€aires est dit transfiniment
fermé, lorsque toute suite transfinie {f;} de fonctionnelles de I' & normes
bornées dans leur ensemble admet une limite transfinie f < I'.

Tout espace I' transfiniment fermé est en méme temps fermé au, sens
ordinaire. .

En effet, les formules (6) et (7) donnent alors "1_152 Jo(x} = fo{x) pour

-~

tout x = E et comme toute fonctionnelle f qui satisfait 3 la condition
lim £, (x) < f(x) < Lm f, (x) est dans ce cas identique avec la fonctionnelle f,,
H—* n—+ac

cette derniére, comme la seule limite transfinie de la suite { fu}, appartient
a l'espace I', qui est par conséquent fermé.

Lemme 2. Etant donnés un espace vectoriel et transfiniment ferme I' de
fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonctionnelle linéaire f; n’ap-
partenant pas a I', il existe pour chaque nombre M satisfaisant a la condition

(9) 0 <M <|f~fol
un élément x, < E tel que Ton a ,
folxg) =1,  f(xo) =0 pour tout f < I et |x,| < 1/M.

Démonstration. {M;} o M; = M étant une suite infiniment crois-
sante quelconque de nombres, désignons par m le plus grand nombre cardinal

pour tout fc I,
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satisfaisant a la condition suivante: étant donné un ensemble quelconque
G < E de puissance < m, il existe une fonctionnelle linéaire f < I' telle que

10)  [fI< M, et |f)~flx) < M,|x| pour tout x = G.

Le nombre m ainsi défini—remarquons-le de suite—ne dépasse pas la
puissance de E, car, ¢l existait un f< I' tel que |f(x)—fo(x)| < M, -|x]|
pour tout x < E, on aurait |f—fy| < M, = M, contrairement 2 Ihy-
pothése (9).

Ceci dit, nous allons montrer que W est un nombre fini,

Supposons, en effet, que m ne soit pas fini et considérons un ensemble
quelconque G < E de puissance m. Rangeons les éléments de G en suite
transfinie {x;} ol 1< ¢ < &, en désignant par 3 le plus petit nombre
ordinal de puissance m; évidemment ¢ est un nombre-limite. En consé-
quence, pour tout nombre ordinal # < 9 la puissance de l'ensemble des
termes de la suite {x;} ok 1 € £ <5 est < m. Par définition de m il existe
donc pour tout # < 3 une fonctionnelle linéaire f, < I" telle que

(1) |hl S M, et f(xd—folx) < M, -|xg] pour tout { < #

et, I' étant par hypothése transfiniment fermé, il existe une fonctionnelle
linéaire f = I' qui est une limite transfinie de la suite {f,} ol 1 <4 < 9,
done, d’aprés (11), qui satisfait aux conditions |f| < M, et | f(x:)—folx)|
< My :|xg pour 1<¢ <9, c-a-d. aux conditions (10). Ainsi, en sup-
posant ™t non fini, il existerait pour tout ensemble G < E de puissance m
un f < I satisfaisant & (10), contrairement & la définition de m.

Or, m étant fini, il existe un ensemble fini G, = E tel quaucune
fonctionnelle f assujettie aux conditions

Ifl <M, et |fx)—folx)| € M,-|x| pour tout x = G,
n’appartient 3 I

On en déduit aisément par induction l'existence dans E d’une suite {G;}
d’ensembles finis tels qu’aucune fonctionnelle f qui, pour un certain k,
remplit fes conditions

1€ M, et [f)~folx) < M, |x| pour x < G, et i <k

n'appartient a I'. Par conséquent, si I'on a pour un f:

(12) |FO)~fol)l < M+ ix]

la fonctionnelle f n’appartient pas a I

Nous pouvons admettre que les €léments des ensembles G,, ou i=1.2,...,
ont les normes égales 3 M,/M,: il suffit & ce but de multiplier ces é&iéments
par des nombres convenables. Si I'on range ensuite les éléments de ces

pour x < G eti=1,2,..,
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ensembles en une suite {x,}, en écrivant d’abord ceux de Gy,

“i ! ; puis ceux
de G, et ainsi de suite on obtient .

(13) ,.lf?c x, =@ et |x]|<1 pour tout n = 1,2,..
et si
(14) If(xn)_fo(xn)' € Ml pour tout n = 1,2,...,

la fonctionnelle f n’appartient pas a I'.

I)f?signons par Gy Tensemble de toutes les suites {f(x)} pour f=T.
On a évidemment G, < (¢) et {fy(x,)} < (c). En vertu de {14), la distance
de {fo(x,)} 2 Vensemble linaire G, est > M,. Vu la forme générale des
fonctionnelles lincaires dans espace (c) (cf. Chapitre IV, §4, p. 74), il existe
donc en vertu de lemme (Chapitre IV, §3), p. 66 (en y posant G = G),
une suite de nombres {C,} et un nombre C tels que Pon a

(15) Clim fys)+ ¥ Cfoloe) = 1,
L n=1
(16) Clim £ (x,)+ -21 C.f(x) =0 pour tout f I
et ‘
x 1
(17 c+ 30, < -1
) cl+ 316 < 51

. «© .
En posant donc x, = ). C,x,, on obtient finalement de (15)<17), en
n=1]

€
vertu de (13), fo(xo) = 1, f(xg) = 0 pour tout f = T et |xo] < ¥ |Cyl-[x,] -
< M, = /M, cgdd. n=

Le lemme 2 qui vient d8tre établi implique le suivant

LemMe 3. Les notions d'espaces vectoriels de fonctionnelles linéaires régu-
lirement fermés et de ceux transfiniment fermés sont équivalentes. .

Démonstration. Si un espace vectoriel I' de fonctionnelles linéaires
est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire, ce qui implique
immédiatement en vertu du lemme 2 que I' est un espace régulidrement
fertné. :

Réciproquement, soient I' un espace vectoriel régulidrement fermé de
fonctionnelles linéaires, {f;} une suite arbitraire du type 3 de fonctionnelles
appartenant 4 I' et dont les normes sont bornées dans leur ensemble,
enfin f; une fonctionnelle quelconque qui est une limite transfinie de la
suite { f:}. On a donc

(18) lim f(x} < fo(x) € ?_msfg(x) pour tout x < E.
g B .
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Si en conséquence f, n’appartenait pas a I, il existerait par définition
de I' un élément x < E assujetti aux conditions (1), p. 114, d’oli, en
particulier, f;(x) = 0, contrairement a (18). On a donc fo = I, de sorte
que I est transfiniment fermé.

Les lemmes 2 et 3 donnent le

TutoriMe 1. Etant donné un espace vectoriel régulierement fermeé I' de
fonctionnelles linégires (définies dans E) et unme fonctionnelles linéaire f,
wuppartenant pas a T, il existe pour chaque nombre M satisfaisant a la
condition

0< M < |f—fo| pourtout f<= I

un élément x, < E tel que Pon a

folxo) =1, flxg) =0 pourtout f< I et |x <1/M.

§ 4. Convergence faible des fonctionnelles lineaires

On dit quune suite { f,} de fonctionnelles linéaires converge faiblement
vers la fonctionnelle f, lorsqu'on a

lim £, (4 = £ ()

La fonctionnelle f porte alors le nom de limite faible de la suite {f,}.

La fonctionnelle f(x} est donc additive et mesurable (B); selon le
théoréme 4 (Chapitre I, §3), p. 40, elle est donc linéaire. D’autre part,
en vertu du théordme 5 (Chapitre V, §1), p. 85, la suite des normes {|f,|}
est bornée. Enfin, on a

pour tout x < E.

(19 1< lim [ 4,
car la convergence faible de la suite { f,} vers f entraine ,,‘LIE.}, | £ () = 1F(x)]

pour tout x, et comme |f,(x)| < |fil-Ix| pour n=1,2...., on a |f(x}

< |x|- lim | £, d'ou la formule (19).

On en déduit aisément le

TutorEME 2. Pour qu'une suite {f,(x)} de fonctionnelles lineaires con-
verge faiblement vers la fonctionnelle f(x), il faut et il sujﬁt que Ton ait
simultanément

(20) la suite {|f,|} bornée

et
@y lim ()
mental).

= f(x) pour tout élément x d'un ensemble dense (ou fonda-
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TuEOREME 3. Si Pespace E est séparable, toute suite de fonctionnelles
linéaires { f,} dont Pensemble des normes est borné contient une suite partielle
faiblement convergente.

Démonstration. i suffit, en effet, d'extraire de la suite {£,} une svite
partielle, convergente dans un ensemble dense dénombrable, ce qui est facile
de faire par le procédé de la diagomale.

§ 5. Ensembles faiblement fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces
du type (B) séparables

Etant donnés deux ensembles de fonctionnelles linéaires A4 et I' ol
4 < I, Tensemble 4 est dit faiblement dense dans I, lorsque pour tout
fe I il existe dans 4 une svite {f,} qui converge faiblement vers f.

L’ensemble I' de fonctionnelles linéaires s’appelle faiblement fermé, lors-
que I' admet comme élément toute fonctionnelle f qui est la limite faible
d’une suite de fonctionnelles appartenant a I

TukoriMe 4. Si lespace E est séparable, tout ensemble I' de fonction-
nelles linéaires définies dans E contient un sous-ensemble denombrable 4
Jaiblement dense dans I.

Démonstration. On peut se borner au cas oil les normes des fonction-
nelles de I' sont bornées dans leur ensemble, car tout ensemble de fonction-
nelles est une somme tout au plus d’une infinité dénombrable d’ensembles
ayant cette propriété. .

Soient {x,} la suite dense E et Z, pour n = 1,2, ...
points de l'espace a-dimensionnel & coordonnées

(22) S a)s fxa)y onn fix)

pour tous les f < I'. Il existe évidemment pour tout n un ensemble dénom-
brable 4, < I' tel que les points & coordonnées (22) pour f < 4, forment
=¢]

I’ensemble des

un ensemble dense dans Z,. L'ensemble 4 = Y 4, est évidemment dénom-

n=1
brable et il existe pour tout f < I' une suite { f,} satisfaisant aux conditions
fo = d, = det | fy(x)—f(x) < 1/n pour tout i = 1, 2,..., n, donc qui con-
verge faiblement vers f, puisque, les fonctionnelles f, appartenant & 4 = I,
I'ensemble de leurs normes est borné par hypothése.

Tutorime S. Pour les espaces E du type (B) séparables les notions d’en-
sembles linéaires de fonctionnelles linéaires (deﬁmes dans” E) régulierement
ferme et faiblement fermé somt équivalentes.

Démonstration. Soit, d'une part, {f,} une suite de fonctionnelles
linéaires appartenant a I' et qui converge faiblement vers une fonctionnelle f;.
On a donc

@) Imfe) =f

pour tout x = E.
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Si f, n'appartenait pas 4 l'ensemble I, supposé réguliérement fermé,
il existerait par définition de cette notion un élément x, < E satisfaisant
aux conditions ‘

(24) folxo) =1 et

Comme f, = I', on aurait par conséquent f,(xq) = 0 pour tout n=1,2,..,
d’oll, en vertu de (23), fo(xo) = 0, contrairement 3 (24). 1l en résulte que
f, = I'; lensemble T est donc faiblement fermé(’).

Dautre part, en vertu du lemme 3, p. 119,01l suffit de montrer que
I’ensemble I', supposé faiblement fermé, est transfiniment fermé.

Soient {f;} une suite du type 3 telle que

(25) ficTet|fd<M of 1<¢<3

et {x;} une suite dense dans E. Il existe, en raison de hypothése, pour tout n
naturel un &, ordinal tel que '

flxp) =0 pourtout f=T.

i _— 1
26 li - % )< H J+— po 1<isn.
8 limfitx)—r /o, (0) S Hmfx)+- pour

Or, l'espace E étant séparable, on peut en vertu du théoréme 3, p. 121,
extraire de la suite {f;} une suite partielle faiblement convergente. En
désignant par f la limite faible de la suite {f;}, on a en vertu de (29)
f< I et, en méme temps, on conclut de (26) que f est une limite transfinie
de la svite {f:}.

Les théorémes 1, p. 120, et 5, p. 121, qui vient d’€tre établi, entrainent
immédiatement le

TuioreME 6. Si lespace E du type (B) est séparable, alors étant donné
un ensemble vectoriel faiblement fermé I' de fonctionnelles linéaires definies dans
E et une fonctionnelle linéaire quelconque f, Wappartenant pas a I, il existe pour
chaque nombre M satisfaisant a la condition

0 <M <|f-fol
un élément x, < E tel que Fon a

folxg) =1, fixg) =0 pour tout fo I et |xg| < 1/M..

pour tout f < I

Le théoréme 5 entraine en vertu du lemme 3, p. 119, Péguivalence des
notions d’ensembles linéaires régulitrement, transfiniment et faiblement fermés
de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B) séparables.

Il -en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 116, le

TutoriMme 7. Si-Lespace E du type (B) est séparable et I' est un ensemble

(') On veit donc que la séparabilité de E n'intervient pas dans cette partie de la
démonstration.
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de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement vectoriel et faiblement
ferme, mais aussi total, alors I' contient toutes les fonctionnelles linéaires

définies dans E (c~d-d. I' = E).

§6. Conditiorr:s pour la convergence faible des fonctionnelles linéairés
definies dans les espaces (C), (L'7), (¢) et (I?)

Nous passons a étudier successivement la convergence faible des fon-
ctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliers du type (B) séparables.
Tels sont les espaces (C), (L™) pour p 2 1, (c) et (%) pour p > 1.

L’ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (I les poly-
ndmes & coefficients rationnels, dans (c), resp. dans (1Y), les suites de nombres

rationnels dont tous les termes a partir d'un indice suffisamment élevé
restent constants, resp. sont égaux i 0,

Espaces (L") ou p > 1. Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(L) étant (cf. Chapitre IV, §4, p. 72) de la forme

27N gJC(t)ot(t)dr ot «(t) = (Lp%l)),

la suite des fonctionnelles .

: P
(28) (A6} = {[xBa0d} ot a@=( 157

converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu'on a
1 1
(29) lim [ x(@®)e,(@)dt = [ x(t)a(t)dt
: n-w 0 _

pour toute fonction x () < (L#.
Or, on peut montrer aisément qué pour la convergence faible de Ia
suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que Pon ait simultanément:

1 Na
(30) la suite {[ |o, (}|P~1dt} bornée
[}
et
u o )
(31) lim [ o, (f)dt = [a(f}dt powr O <u<1(h
n—w g 0

La démonstration résulte du théoréme 2, p. 120, étant donné que I'on a
p—1

1 I 1
I fall = [(! Jo ()2~ Fde] 7,

(') Ces conditions ont &té dounées par F. Riesz, 1. ¢, Mathematische Annalen 69 (1910),
p. 449497 ' '
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que, en outre, les fonctions x,(t) définies pour 0 < u < 1 par les conditions

X 1 powr O0KLt=xu,
0= 0 pour u<t<l,

forment un ensemble total dans (L) et enfin que

[ 5o )ds = [ a,0dr
0 0

pour tout n = 1,2,...
Espace (L). Toute fonctionnelle linéaire f(x) définic dans (L) étant de
la forme
1

(32) flx) = gx(t)a(t) dt ou a() = (M)

(cf. Chapitre IV, §4, p. 73), la suite des fonctionnelles

(33) o)} = {j xa,0dt) ot a4 () < (M)
converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu'on a

(34) nlilg (j)l'x(t)a,, {t)dt = Oi'x(t)a(t)dt pour tout x(t) = (L).

On montre comme dans le cas qui précéde que pour la convergence
faible de la suite de fonctionnelles linéaires (33) vers la fonctionnelle (32),
il faut et I suffit d'avoir simultanément:

(35)  les fonctions de la suite {a,(t)} bornées dans leur ensemble, en dehors
tout au plus d'un ensemble de valeurs de t de mesure lebesguienne nulle,

(36) lim [ a,(f)dt = [a(@®dt powr 0<u<1().
nrm g 0

Remarque. Les conditions (30) et (31) sont évidemment nécessaires
et suffisantes pour que l'on ait la propriété (29). Il en est de méme des
conditions (35} et (36) pour la propriété (34).

Espaces (™) o p = 1. Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(7)) étant de la forme

() fe) =Y aé

i=1

P
(P 1)) pour p > 1,

ol - x={{} = (KM et {8} < { (M) pour p =1,

(") Ces conditions ont &té trouvées par M. H. Lebesgue.
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(cf. Chapitre IV, §4, p. 75-76), la suite des fonctionnelles

&
R . ("""V) pour p> 1,
9 Gl = (T e} ov gy cf R
converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsqu'on a

(39) lim Y o, &= Y of pour tout x = {£} < (I¥).
ro »

Pour que la suite des fonctionnelles linéaires (38) converge faiblement
vers la fonctionmelle (37), il faut et il suffit que Pon air simultanément

an
i 7T our >1
(40) la suite % {IZ 2l } P P bornee,

{borpe sup |ag,l}  pour  p =1

41 lim o, = &, powr i=1,2, ..

n-*0

La démonstration résulte du théoréme 2, §4, p. 120, en sappuyant
sur le fait que les éléments

N 1 pour i=j,
xjg{é:”} ou é‘f:{o pour i |

forment une suite totale dans (/') et que I'on a en outre f,(x) = w,
pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de la représentation
de la norme des fonctionnelles linéaires dans les espaces (%), donnée p. 76.

Remarque. Les conditions (40) et (41} sont en méme temps necessalres
et suffisantes pour (39). .

Espace (c). Vu la forme generale des fonctlonnelles linéaires deﬁmes
dans (c) : :

(2 f(x)=A4lim &+ lzl %g ol x={&} <0 et {ﬂs} U]

(cf. Chapitre IV, §4, p. 73), la suite des fonctionnelles linéaires

@) {f0} = {4,lim ¢i+§1 &)} ot {m,} = (I pour n=1,2,...

converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque
{44) . ‘ o
o0 o0
lim [ A4, }im E+ Y o,é]l=4 }im &+ Y w& pour tout x = {&} = ().
R0 —®© i=1 e i=1 -
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On montre facilement que pour la convergence faible de la suite (43)
vers la fonctionnelle (42), il faut et il suffit d'avoir simultanement

(45) la suite { Y lo,l+|A,l} bornée,
=1

)

@6)  lim (4,+ ¥ ap)= A4+ Y o et }i_g'lzoc,.,, =o pour i=1,2,...

n—o i=1. i=1

§ 7. Compacticité faible d’ensembles bornés dans certains espaces

Les resultats qui précédent permettent de déduire en vertu du théoréme 3,
p. 121, les théorémes suivants.

Pour {(I'") oi p > 1. Toute suite de fonctions {a,(t)}, ot o,(t} = (I¥),
assujettie a la condition

j|oz OiFdt < M,

ot M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle {a, (1)}
telle que l'on a pour une fonction a,(t) < (L¥):
1 l)

}1mj o, () x(dt = [ao(t)x(t)dt pour tout x{t) < (L*~ ).
o

1
En effet, les expressions [ a,(f)x(f)d: pour tout n = 1,2,..., peuvent
0

. P
gtre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies dans (L("“l)).

G=9

L'’ensemble de leurs normes étant borné et l'espace (L7~Y) étant séparable,
on peut d'apres le théoréme 3, p. 121, extraire de la suite {a,{¢)} une suite
faiblement convergente; on n’a ensuite qu'a appliquer I’énoncé établi pour
les espaces (L7} au § 6, p. 123.

Pour (M). Toute suite de fonctions {u,(t)} ot a,(t) = (M) dont les normes
sont bornées dans leur ensemble contient une suite partielle {u,, ()} telle que
Pon a pour une fonction a,(t) = (M):

}im i a, D x(Hdt = }ao O x(Odt pour tout x(t) < (L).
~m : 3

La démonstration est analogue & la précédente.
Pour (I'”) oti p > 1 et (m) on a des théorémes analogues.

(') Ce théoréme est di & M. F. Riesz, L. c, p. 466-467.
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§ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continaes définies
dans les espaces des fonctionnelles linéaires

F(f) ot f< E désignant une fonctionnelle définie dans I'ensemble E
de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans E supposé un espace du
type (B)), nous appelons la fonctionnelle F(f) faiblement continue, lorsqu’on
a ,.hani F(f) = F(f) pour toute suite {f,} de fonctionnelles linéaires faible-

ment convergente vers f,

THEorEME 8. Si Pespace E du type (B) est separable et la fonctionnelle
linéaire F(f) définie pour f = E est faiblement continue, il existe un élément
xp < E tel que T'on a :

47 F(f)=f(xy) pour tout f<= E,

Démonstration. I' désignant Pensemble de toutes les fonctionnelles
f <= E qui remplissent 'équation F(f) = 0, la continuité faible de F a pour
consequence facile que I” est un ensemble linéaire faiblement fermé. On peut
évidemment admettre que I % E. Soit donc f, une fonctionnelle linéaire
remplissant 'équation

(48) F{fo)=1.

Il en résulte en vertu du théoréme 6, p. 122, l’exzstenoe dun x, = E
tel que T'on a
(49) Jolxg) =1 et f(x)) =0 pour tout f<TI.

Or, lidentité

(50) f=fo-F(f)+p pour tout f< E, ot ¢ = f—fp-F(f),

donne, selon (48), F(g) =0, d’oit ¢ < I' et par conséquent, d'aprés (49),
@{xo) = 0, ce qui entraine en vertu de {50) la propriété (47), q.fd.

Remarque. Si 'espace E n'est pas séparable, le théoréme 8 reste vrai,
pourvu que la fonctionnelle F(f) soit linéaire et I'ensemble’ désigné par I
soit réguliérement fermé (ce qui permet de faire appel dans le raisonnement
au théoréme 1, p. 120, au lieu du théoréme 6, p. 122). .



CHAPITRE IX
Suites faiblement convergentes d’elements

§ 1. Deéfinition. Conditions pour la convergence faible
des sunites d’clements

Une suite {x,} d'¢iéments de E s’appelle faiblement convergente vers
Iélément x — E, lorsqu'on a

lim £(5,) = ()

c-3-d. pour toute fonctionnelle linfaire f définie dans l'espace donne E.

TueoreME 1. Pour que la suite {x,} converge faiblement vers x, il faut
et il suffit davoir simultanément

pour tout f< E,

{1 la suite {|x,|} bornée
et

(2) lim tp(x,,) = @(x) pour tout ¢ = A ot A est un ensemble dense dans E.
n—a

Démonstration. La nécessité de (1) résulte du théordme 6 {Cha-
pitre V, § 1), p. 86, et celle de (2) est évidente. _

Pour en_démontrer la suffisance, considérons une fonctionnelle quel-
conque f< E. En vertu de (2), il existe alors pour tout nombre &> 0
une fonctionnelle ¢ — A telle que |p—f| < &2M, od M désigne la borne
supérieure des nombres |x,| et |x|, qui existe d’aprés (1). Par conséquent,

|F =) < o (=l 4 e =] < g (o)l 63

comme ,.]in; @(x,) = ¢(x) et & est arbitraire, on en conclut que lim f(x,)
= f(x}, c-a~d. que la suite {x,} converge faiblement vers x.
Remarque. Il suffit d’ailleurs d’admettre de 4 que les combinaisons

-

linéaires formées de fonctionnelles appartenant 3 l'ensemble 4 constituent

un ensemble dense dans E.

icm
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Tutorime 2. Si la suite {X,} converge faiblement vers x, il existe une

suite {g,} de combinaisons linéaires déléments de {x,} telle que lim g, = x.
. B30

La démonstration résulte du théoréme 6 {Chapitre IV, §3), p. 67, et de

la definition de la convergence faible des d’éléments. :

§ 2. Convergence faible des suites d’¢lements
dans les espaces (C), (L'®), (c) et (i)

Envisageons 4 present la convergence faible des suites d’éléments dans
les espaces particuliers les plus importants.

Espace (C). Etant donnée la forme générale des fonctionnelles linéaires
définies dans (C) (voir p. 69), pour qu'une suite de fonctions continues {x,(f)}
converge faiblement vers la fonction continue x(t), il faut et il suffit que Pon ait

1 1
&) Jlim £ x, (1) dg{t) = 6[ x(t}dg(t)

pour toute fonction g(t) & variation bornée,

I en résulte que pour la convergence faible d'une suite de fonctions .
{x,(0)} on x,{t) = (C) vers la fonction x(t} = (C), il faut et il suffit davoir
simultanément :

(4)  les fonctions x,(f) oit n = 1,2,... bornées dans leur ensemble,
(5) lim x,(0) = x{(£) pour tout t < [0, 1].

En effet, la nécessité de (4) résulte du théoréme 1, p. 128, et celle
de (5) est une conséquence du fait que, t, désignant un point arbitraire
de [0, 1], la fonctionnelle f(x) = x(to) est lineaire, d’ou lim f(x,) = f(x)
ét par conséquent nllxg x,{to) = x(ty)- "

La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et (5) entrainent
I'égalité (3) pour toute fonction g(t) 3 variation bornée (cf. Introduction,
§5, p. 28).

Ceci établi, on obtient du théoréme 2, le théoréme suivant:

Si une suite de fonctions continues {x,(f)} ou 0< t <1 est bornée et
converge partout vers une fonction continue x(t), il existe une suite de poly-

* nomes formés de termes de la suite {x,(f)} et qui converge vers x(t)

uniformement.

C'est une propriété remarquable de I'espace des fonctions continues
et qui est en défaut p. ex. déja pour les fonctions de la premiére classe
de Baire.

4 — Oeuvres t. 1l



130 Théorie des opérations lindaires

icm

Espaces (I ot p> 1. La suite {x,®)} oit x,(t) = (L'") converge

faiblement vers x(f) < (L7, lorsqu’on a
1 1
lim Ix,, @ dt = [ x()x(@)dt
ner oo ]
pour toute fonction a(t) < (L(" 1))
Il résulte en vertu de la remarque, p. 124, le théoréme suivant:
Pour la convergence fuible dune suite de fonctions {x,(t)} ou x,(t) = (L™
vers la fonction x(t) = (I'?), il faut et il suffit davoir a la fois

1

(6) la suite {{|x,(t}|"dt} bornée
Q
et
(N lim jx ndt = | x()dt  pour 0<u<1()
n=% g 0

Espace (L). La suite {x,(t)} converge faiblement vers x,(t) ot x, < (L),
c(l)et 0t <1, lorsgiion a

(8) lim jl x, (t) () dt = }xo(t Ja(t)dt
n=o g 0

powr toute fonction bornée a(t).
Il en résulte le théoréme suivant:

Pour la convergence faible de la suite de fonctions {x,(t)} appartenant
a (L) vers la fonction x,(t) < (L), il faut et il suffit que les conditions
sufvantes soient remplies simultanément:

1
9 la suite { [ |x,(t) dt} est bornée,
0

(10) il existe pour tout nombre ¢ > O un nombre n > 0 tel que l'on ait
|[{x@d] <& o n=1,2,..
]
pour tout e¢nsemble H de mesure < n de valetirs de t(%),
w '] .
(11 u]im [x,@dt = | xo(t)dt powr O0<u<l.
I} 0

() Ce theoréme a &té démontré par M. F. Riesz, 1. c, Mathematische Annalen 69
{1910), p. 465-466. ‘ ' ‘

(*) Cette condition (10) implique d'ailleurs la. condition (9).
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1
En effet, (8) équivaut 3 Tégalitt lLim [ [x,()—x, ()] «(}dt = 0 pour
. Yo g
aft) < (M); le théoréme en question s’en déduit facilement a TPaide du
théoréme de Lebesgue énoncé p. 28 (voir Introduction, § 6).

Espace (c). Pour quune suite {x,} oii x, = {&7} < (¢) converge faible-
ment vers Félement x = {&;} < (¢), il faut et il suffit davoir a la fois:

(12) la suite {|x,|} bornée,
(13 lim B=¢ et llm (11m & = hm(:

La démonstiration est immédiate, €tant donné que toute fonctionnelle

lintaire dans (c) est de la forme f(x) = Clim &+ 3 C:& ou x = {£;}
: iww S

et {fl=|Cl+ 3 |C| (voir p. 74) et en tenant compte du fait que,
i=1
si 'on pose

lim ¢, our i=0,
fib) = { fm e pour
& pour iz=1,

les combinaisons linéaires de termes -de la suite {fi{x)} ot i=0,1,2,...;
constituent un ensemble dense dans celui de toutes les fonctionnelles linéaires
définies dans (c).

Espaces (") ok p > 1. Pour gquwune suite {x,} oft x, = {&M} < (1)
converge fuiblement vers x = {£} < (1), il faut et il suffit que Pon ait
simultanement

(14) la suite des nombres { Y, |E™|%} bornée
i=1

et

(15) lim &™ = & pour tout i=1,2,..

La démonstration résu];e de la remarque, p. 125.
Espace (I). Pour quune suite {x,} ou x, = {&"} = () converge faible-
ment vers x = {&} < (), il faut et il suffit que lon ait

oo

lim |x,—x| = 0, Cest-a-dire, lim Y [¢M—¢&| = 0.
g ] L Radt--I¥ P |
En conséquence:

Dans Tespace () la convergence Jfaible est équivalente a la convergence
suivant la norme.
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Démonstration. Admettons que {x,} converge faiblement vers x.
En posant 7 = &M—¢,, la suite {y,} ot y, = {#} converge donc faib-
lement vers @& avec n — oo, On a par conséquent pour toute suite bornée
de nombres {¢;} -

(16) ' lim Y ¢n =0,

Ao (=4
Soit
c~={1 pour j=1i,
: 0 pour j#i,
dot
(17 llm n"’) = (0 pour tout j=1,2,,

Il s’agit de montrer que l'on a

(18) lim E || = hm by = 0,

fLimds -l

Supposons par contre que
.
(19) lim 3 |7 > e > 0.
nrew =)

Définissons par induction deux suites croissantes de nombres naturels
{n} et {r,} comme il suit:

o
1° n; est le plus petit n tel que Y, 7| > ¢,
i=1

r o0
2° 7y est le plus petit r tel que Y (g™ > g2 et Y |pi")| < /5,
i1 i=r+1

3°m, est le plus petit mombre nature! dépassant m,_, et tel que
© i1
2 P > e et 3 Infl < 85,
i=1 i=1

4°7, est le plus petit nombre naturel dépassant r,.; et tel que

l’k <)

Y Il >e2et Y |y < /5.

i=r,_, i=r,+1
Les suites {m} et {r,} ainsi définies existent en vertu de (17) et (19).
Or, soit maintenant

(m,}
20) ¢ = { sign #{™ ) pour
sign g™+ pour

On a donc |¢;] = 1 pour tout i = 1,2, ...

1 \<~ 1‘-{. iy

r,‘ < i S rk*l.

, d’ott selon (16)
o

(21} lim Z c,n"'k) = 0.

K0 =

icm

Chapitre IX. Suites faiblement convergentes déléments 133

Mais, d’aprés (20), on a

[ Yl ¥ Ine-
i=1 i= +1

=r_,

@

_Z = % e,

i= r+1

d’ol, en vertu de 3° et 4°

IZ an] >

pour tout k= 1,2,..
Pégalite (18), c.q.f.d.

255W

, ¢ qui est incompatibie avec (21). On a donc

§ 3. Relation entre la convergence faible et forte
dans les espaces (L'”) et (I") pour p > 1

Au sujet de la relation entre la convergence faible d’€léments et celle
selon la norme on peut énoncer pour les espaces Iy et () on p> 1
les théorémes plus généraux suivants:

Si la suite {x,(0)}, o2t x,(t) = (I'M) et p > 1, converge faiblement vers
x(t) = (I'™ et si en outre ’

1 1
lim { [x,(@O1Pdt = | |x(0)}Pdt,
H+ 20 g Q

alors la suite {x,(t)} converge vers x(t) selon la norme, c.-d-d. que Pon a
1
lim | |x,()~x(8)["dt = 0(%).
n—a 0
Nous allons démontrer le théoréme analogue pour les espaces ([
ou p>1 {le cas p =1 étant envisagé au § 2, qui précéde).

Si la suite {x,}, oit x, = {EP} = (1Y) et p = 1, converge faiblement vers
x={& = (%) et si Pon a

lim |x,| = |x],
alors
{22} lim |x,—x| = 0.

Démonstration. On a daprés (15), p. 131,
(23) lim £ = ¢,

(!} Ce théoréme a €té démontré pour la premiére fois par M. Radon (Sitzungsberichte
der Akad. fur Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. Il-a, p. 1295-1438). Cf. aussi F. Riesz,
Acta Litt, Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58-64 et 182-185.
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el

=0 N—-1 o)
(24) {’/2:1 |EP=-&l7 < (’/‘;1 | =&yl + i;ﬁflfg"’“f;l”,

ol N est un nombre naturel arbitraire. Or,

S <ol T e e o 5 e
i=N i=N i=N
d’oii par hypothése et d’aprés (23) et (24)
] k] e £
Tim m_gpL|2F P = 2P P
Tim 3, ler~¢) [ \/ Pl ] e

Comme lim Y &7 =0 et N est arbitraire, on en tire I'égalité (22),
N=x =
g.fd.

§ 4. Espaces faiblement complets

Etant donné dans un espace E du type (B) une suite d'¢lements {x,}
telle que lim f(x,) existe pour toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans E,

il peut n’exister aucun élément x, = E vers lequel Ja suite {x,} soit faiblement
convergente, c.-3-d. tel que I'on ait lim f(x,) = f(x,} pour toutes les fonction-
H—+ 0

nelles linéaires f < E a la fois.

En voici un exemple dans lespace (C). Soit {x,(t}} ol 0 < ¢r< 1 une

suite de fonctions continues, bornées dans leur ensemble et convergeant'

partout vers une fonction z(f) qui n’est pas continue. La limite llm j (t) dg

existe alors pour toute fonction g () a variation bornée (cf. Introductlon, §5
p. 28), mais la suite {x,()} ne converge faiblement vers aucune fonction
continue.

Cependant on a le théoréme:

Dans les espaces (L'P) et (1) ot p = 1 Pexistence de llm f (x,) pour une

suite {x,}, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, entrame la convergence
faible de la suite {x,} vers un élément x,.
1

" Démonstration pour (L). Si lim | x,(®)a()dt, olt x,(z) = (L), existe
A~ 00 0

pour toute fonction «(f) = (M), on a évidemment

1im'} [x,(0)—x, @] a@)dt = 0 pour tout &(¥) = (M).
P g )

[ e

icm
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Nous allons montrer quiil existe pour tout g>0unn>0e un N
naturel tels que I'on a

(25) Ig I () —x, (Dl dt < e,

pour tout n = N et pour tout ensemble H de mesure < 7.
En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites infiniment crois-

santes de nombres naturels {p,} et {m} et une suite d’ensembles {H,}
de mesure tendant vers 0 telles que j |, (£) —x,, (1) dt = &, d’olt
k

k]gg bf [xp (O —x, (O] a(}dt = 0 pour tout «(t) = (M),

contrairement au théoréme de Lebesgue (voir Introduction, § 6, p. 28).
Ceci etabll, on a donc en partlcuher, si 1 est suffisamment petit,
j]x,, (Hldt < % ¢ pour tout n=1,2,..., N, d'olt selon (25),

(26) o Jlx.{0)idt <3¢ pour tout n=1,2,. ..,
H
pourvu que la mesure de H soit < n.
Posons
1
(27) lm | x,(Wdu = B(D).
= i ]

Nous allons montrer que la. fonction f(f) est absolument continue.

En effet, pour tout & > 0 il existe d’aprés (26) un # > 0 tel que I'on

a [|x,(0)|dt < epour n = 1,2, ..., et pour tout ensemble H de mesure < n.
H

En particulier, si H se compose d’un nombre fini de segments a extrémités
1; et t; n'empiétant pas T'un sur I'autre, on a donc

lim [ 50t = lim 3 [ x0d = 3 (8-,

g, ¢& qui exprime la continuité absolue de la

d’od | (B - (]| <
fonction B({r).

Ceci étant, on na qu'a poser f'(f) = x,(t) pour conclure de {27) et des
conditions pour la convergence faible, établies p. 124 que la suite {x, ()}

converge faiblement vers x4 (¢).

1
Démonstration pour (£”) ot p > 1. Admettons que lim [ x, (1) y(t)dt,
n-+on h)

P
ol x,(t) = (L) quel que soit n = 1,2, ..., existe pour tout y{t) < (L("“l))
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(=

I x, (£} y (£) dt sont évidemment linéaires.dans (L™~

1))

Les fonctionnelles f, (y) =

et comme, par hypothése, hm f,(y) existe pour tout y{f) < (L(P 1)) la

fonctionnelle f(y) = lim f,,(y) cst selon le théoréme 4 (Chapitre I, §3),

p. 40, également linéaire dans (L" 1)), elle est donc (cf. Chapitre IV, § 4,
P
p. 72) de la forme f(y) = jxo @Oy@di ol y < (1’ 1)) et x, < (LM).
Il en résulte que

1 p])

lim }x,,(t)y(t)dt = b[ xo () ¥(t)dr  pour tout y < (L ),
n—+x g

c-a-d. que {x,} converge faiblement vers xo, ¢.qfd.

Démonstration pour () est analogue a celle du théoréme établi
au §2, p. 131-133, et consiste 4 établir la convergence suivant la norme
de la suite {x,} vers un élément x,.

Démonstration pour (¥) ot p > 1 est analogue 3 celle pour (L).

§ 5. Un théoréme sur la convergence faible d’elements

Nous allons terminer ce chapitre par le théoréme général suivant.

Tutorime 3. Etant donnée une opération linéaire y = U (x) définie dans
un espace E du type (B) et dont le contredomaine est situé dans un espace E,,
également du type (B), si une suite {x,,} converge faiblement vers x, dans E,
la suite {U(x,)} converge faiblement vers U (xo) dans E,.

Démonstration. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque définie
dans E,, la fonctionnelle Y[U(x)] = X (x), définie dans E y est évidem-
ment additive et continue, car on a |X(x)| = |Y[U ()}l < |Y]|-|U(x)|
< |Y]-|U]-|x].

La convergence faible de {x,} vers x, implique donc que

lim YU (o)) = lim X (x) =

X(xg) = Y[U(xo)],

c-a-d. que {U(x,,)} converge faiblement vers U (x,), c.q.fd.

Remarque. Dans hypothése supplémentaire que Popération y = U (x)
est totalement continue, la convergence faible de {x,} vers x, entraine la
convergence de {U(x,)} vers Ulxo) selon la norme, c-a-d. 'égalité

lim U (x)— U (<o)l = 0.
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En effet, sl n'en était pas ainsi, il existerait un ¢ > O et une suite
partielle {x,} telle que

(28) {U(x,}—Ufxy)] >& pourtout i=1,2,..,

la suite {U(x,)} convergeant en meme temps suivant la norme vers un
y c E,. Or, la convergence faible de {x,} vers x; entrainant d’autre part,
en vertu du théoréme 3 qui précéde, celle de {U(x,)} vers Ul(x), on
aurait ¥ = U(x,), ce qui est impossible selon (28).



CHAPITRE X

Equations fonctionnelles linéaires

§ 1. Relations entre les opérations linéaires
et les opérations conjuguées avec elles(!)

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équations de la forme
y=U(x) oo U est une opération linéaire ayant pour le domaine des x
un espace E du type (B) et pour le contredomaine un espace E, situé
dans une espace E' également du type (B).

Les fonctionnelles définies dans E seront désignées par X et celles
définies dans E' par Y.

Si la transformation de E en E; détermiée par l'opération linéaire
y = Ulx) est biunivoque, I'opération inverse x = 7 7' (y) est évidemment
additive. Il est facile de voir que pour I'existence de I'opération inverse,
il faut et il suffit que

Ux)=@ entraine x = .

Si Topération inverse est continue, il existe un M >0 tel que
x|l < M- |yl.

Réciproquement, s'il existe un nombre m > 0 tel que m- | x|
il existe I'opération inverse continue.

Si Topération inverse est continue, le contredomaine E, est fermé.

En effet, en posant llm Yo=Y, 00 y, = U(x,), on a

< UM,

lim {x,—x,| < M-lim |y,~y,i = 0,
proo proo
g g—w

d’ot, en posant lim x, = x, on tire U(x) = y.
n— o

() Les théorgmes du § I de ce chapitre se trouvent dans la note de $. Banach [23],
p. 234-238 [ce volume, p. 181-165].
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Si la fonctionnelle Y, est une limite transfinic de la suite {¥;} du
type 9, la fonctionnelle conjuguée X, = U(Y,) est une limite transfinie
de la suite {X,} = {U(¥)} du type 9.

En effet, on a pour tout x les égalités X, (x) = Y [U(x}] o0 1 € ¢ < §.

LemME. L'opération associée X = U (Y) admettant lopération inverse con-
tinue et I'y designant un ensemble quelcongue des Y vectoriel et réguliérement
fermé, lensemble correspondant T = U(I'y) est aussi régulitrement fermé.

Démonstration. Il existe par hypothése un nombre M > 0 tel que
on a |U(Y)| > M-|Y| pour tout Y. Par conséquent, si X,: c Uy
et Xyl < C pour tout | <¢ <9, ot X; = U(Y,), on avra aussi ; = I,

1
et Y] < o C pour tout 1 € ¢ < & L'ensemble I', étant par hypothése

réguliérement [ermé, il existe en vertu du lemme 3 (Chapitre VIII, §3),
p. 118, une limite transfinie ¥y = I’y de la suite {¥;}. Evidemment la
fonctionnelle X, = U(Y,) appartient donc 2 U(I”l) et clle est une limite
transfinie de la suite {X,}. Ainsi l'ensemble I' = U(I'}) est transfiniment
ferme, donc, en vertu du méme lemme, régulierement fermé, c.qf.d.

Trtorkme 1. Si Popération associée X = U (Y) admet Topération inverse
continue, equation y = U (x) admet une solution pour tout y.

Démonstration. Etant donné un y, = E', y, # @, quelconque, dési-
gnons par I'; l'ensemble de toutes les fonctionnelles lincaires Y telles que
Y{ys) = 0 et par I" celui de toutes les fonctionnelles X = U(Y) ol Y= I,

L’ensemble I'y est réguliérement fermé; il en résulte en vertu du lemme
qui précéde que I'ensemble I' est aussi régulidrement fermé. D’autre part,
Y, étant une fonctionnelle lin€aire telle que Y, (yy) = 1, la fonctionnelle
X, = U(Y,) n'appartient pas & I'. Il existe donc en vertu du théoréme 1
(Chapitre VIII, §3), p. 120, un élément x, = E tel que 'on a

(1) XQ (xO) =1 et

En posant
2 ' o= Ulxo), .
on a %(yy) = Xo{xs) et ¥(y) = X(x,), d’oli en raison de (1)

3) Yy(m)=1 et Y(y,) =0 pour tout Y F,.

Or, quelie que soit la fonctionnelle linéaire ¥, la fonctionnelle =7
—[¥(vo)] - Y, appartient évidemment & I';, puisque Y (yp) = Y{vo)—[Y(yo)] x
XY (¥) =0. On a par conséquent, selon (3), Y(y)= Y(h)—[Y(y’o)]x
X Yo(v1) = Y(y1)— Y{yo) = 0, donc ¥(y, —y,) = 0 pour tout ¥. Il en’r’esulte
I'égalité y, —y, = 0, done, d'aprés (2), la solution y, = U{x,) pour I'élément

Yo < E', qui a éte arbitrairement donné d'avance, c.qfd.
Réciproguement, on a le

X (x,) = 0 pour tout X < I,
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TugoriME 2. Si Péquation X = U(Y) admet une solution pour tout X,
alors

1° Popération y = U{x) admet Popération inverse continue,

2° le contredomaine de U(x) est Pensemble des y qui satisfoni a la
condition B
(@) - Y()) =0, si UY)=

Démonstration. 1° Si lopération y = U(x) n'admettait pas d’opé-
ration inverse continue, il existerait une suite {x,} d¢léments de E tels que
(5) lim |ix, | = oo

n—ot
et lim fly,|| =0 ob y, = U(x,).
n—ox

Or, l'equation X = U(Y) admettant par hypothése une solution, quel
que soit X, on a lim X (x,) = lim ¥{y,) = 0 pour toute fonctionnelle X
n=x n-+w

définie dans E, ce qui implique en vertu du théoréme 6 (Chapitre V, § 1.

p. 86, que la suite des normes {llx,,“} est bornée, contrairement 3 (3).
2°. Admettons que pour un élément y, < E’

(6) U(¥)=0 Y(yo) = 0.

Le contredomaine E, de lopération U(x) étant fermé en vertu de 1°
{cf. ce Chapitre, §1, p. 138), si y, n'appartenait pas a E,, il existerait
{cf. Chapitre IV, §3, p. 66, lemme) une fonctionnelle ¥, telle que

(7) ‘ Yo(vo) =1

et Y,(y} =0 pour tout y < E,. En posant X, = U(Y,), on aurait donc
Xo(x) = Y(») =0.00 y=U(x) = E,;, doit U(Y,)=0, ce qui entraine,
d’aprés (6), 1;(yo) = 0, contrairement & (7). Par conséquent y, < E,.

Réciproquement, si U(Y) = X == 0, on a pour tout y — E, Dégalité
Y(3) = X(x} = 0, c.qfd.

_En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent x, y, X, ¥, U
et U respectivement par ¥, X, y, x, U et U et en appliquant dans le
raisonnement les théorémes sur les fonctionnelles 14 ol on a fait appel aux
théorémes concernant les éléments, on obtient les deux théordmes suivants.

TueorEME 3. Si Topération y = U(x} admet lopération inverse continue,
Pequation X = U(Y) admet une solution powr toute fonctionnelle linéaire X
définie dans E

entraime

Tutorime 4. Si Péquation y = U(x) admet une solution pour tout y, alors

1° Popération X = U(Y) admet opération inverse continue,

2° son contredomaine est Tensemble des X remplissant pour tout x < E
la eondition:

(8) X(x)=0, si Ux)=0.
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Les théorémes 1~4 donnent lieu facilement aux théorgémes suivants.

THEOREME 5. Si Péquation y = U(X) admet pour tout y exactement une
solution, Péquation X = U(Y) en admet aussi exactement une pour tout X
et réciproquement.

TugorEME 6. Si les opérations y = U(x} et X = U(Y) admettent les
opérations inverses continues, il existe pour tout y et pour tout X exactement
un x et un Y tels que lon a y = Ux) et X = U(Y).

Tutorieme 7. ST les équations y = U(x) et X = U(Y) admettent une
solution pour tout y et pour tout X, elle est unique.

Nous allons démontrer en outre les trois théorémes qui suwent

TutoreMmE 8. Si le contredomaine d’une operation linéaire U (x) est ferme, -
celui de Popération associée U(Y) est lensemble des X qui remplissent la
condition (8): X(x) =0, si U(x) = 0.

Démonstration. L'ensemble dérivé E; du contredomaine E, < E’ de
Poperation U (x) constitue (comme ensemble linéaire et fermé) un espace
du type (B).

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque définie
dans E; et par U, (Z) la fonctionnelle linéaire X satisfaisant a I’équation

Z{Ux¥] = X{x)

on vérifie aisément que les contredomaines des opérations U, (Z) et U(Y)
sont identiques En effet, pour toute fonctionnelle ¥ définie dans E’ et

pour tout x < E,

assujettie a la condition

%) Z{y)=Y(y) pour tout y < Ej,
on a Z[U(x)] = Y[U(x)] pour tout x — E, d’ou
(10) U, =U()

et, par définition de Z, il existe en vertu du théoréme 2 (Chapitre 1V, §2),
p. 64, une fonctionnelle linéaire ¥ définie dans E’ et satisfaisant a la
condition (9), donc & (10). La condition (8) en résulte en vertu du theé-
oréme 4, 29 p. 140, en remplacant E' par E,.

Tutorime 9. Si le contredomaine de Popération linéaire U(Y) est ferme,
celui de Tlopération U(x) est I'ensemble de tous les y qui remplissent la
condition (4): Y(y) = 0, si U(Y) = 0.

Démonstration. Les fonctionnelles Z et U, (Z) étant définies comme
dans la démonstration du théoréme 8, qui précéde, remarquons que
U,(Z) = © entraine Z(y) = 0 pour tout y = Ej; on a donc Z = 6.

Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type (B),
lopération X = U, (Z) admet en vertu du théoréme 5 (Chapitre III, §3),
p. 53, 'opération inverse continue. Il en résulte en vertu da théoréme 1, p. 139
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que I'équation y = U(x) posséde une solution pour tout y < Ej. Le contre-
domaine E, = Ej; de Popération y = U (x) est donc fermé.

La condition {4) étant évidemment remplie, lorsque y < E,, il ne reste
donc qu'a établir la réciproque, c.-a-d. démontrer que tout y, < E’ qui
satisfait a (4) appartient a E|.

En effet, E, étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait dans
le cas contraire (c¢f. Chapitre IV, §3, p. 66, lemme) une fonctionnelle
linéaire Y, telle que Y(yg) = 1 et ¥(3) = 0 pour tout y < E;. En posant
donc X, = U(Y,), on aurait X,(x) = ¥ (y) =0 pour x < E, d’ou X, =0,
et par conséquent U(Y,) = 0, contrairement 2 la condition (4) supposée
pour yo. :

TukoriME 10. 5 le contredomaine E, de Topération linéaire y = U(x)
est ferme, il existe un nombre m > 0 tel gqu'a tout y = E, on peut faire
correspondre un x c E satisfaisant aux conditions

y=U(x) e |x|]<m-jy.

Démonstration. Nous avons établi au cours de la démonstration
du théoréme 3 (Chapitre III, §3), p. 5L, la proposition (1), qui, dans les
hypothéses du théorgme a démontrer, exprime l'existence pour tout &> 0
d'un % > 0 tel que, étant donné un y arbitraire assujetti 4 I'inégalité |y| < #,
on peut lui faire correspondre un x satisfaisant aux conditions y = U(x)
et |x| < .

On en déduit facilement l'existence pour tout y dun x satisfaisant
4 la thése du théoréme avec m = ¢/n.

§ 2. La théorie de Riesz des équations linéaires totalement continues

Nous allons nous occuper a présent des équations de la forme
y=x-Ulx), oo U est une opération linéaire totalement continue et
dont le contredomaine’ est situé dans le domaine (dans l'espace E des
valeurs de x)(%). : ‘ '

LemwMe. Si Popération linéaire U(x) est totalement continue, Popération
T{x) = x~U(x) transforme tout ensemble borné et fermé G = E en ensemble
fermé.

Démonstration. Posons

(11 Xpy=Gpour n=12,..., et lim T(x,)=yo.
. "—ifx.

(") Les théorémes de ce § excepté ceux ol intervient la notion d’opération associée,
ont &t& établis ‘pour la premidre fois par F. Riesz (Uber lineare Funktionalgleichungen,
Acta Mathematica 41 (1918), p. 71-98).
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La. suite {U(x,)} étant en conséquence un ensemble compact, il existe
une suite partielle {U(x,)} convergente vers un élément x, c E. Comme
Xy = Ulx,)+T(x,), on a selon (11) lm x, = x5+, Aot T{yo+xo) = y,.

FugorEME 11. Si Popération linéaire U(x) est totalement continue, les
contredomaines des opérations

Tx)=x~-U{x) e TX)=X-U(X)

sont fermes.

Démonstration. G désignant Pensemble des solutions de 'équation
T(x) =0, soit yy# @ un élément d’accumulation du contredomaine de
Popération T. II existe par conséquent, une suite {x,} d’€léments de E
telle que y, = lim T(x,).

| dmadts 4]

Si la suite {|x,|} était bornée, I'élément y, appartiendrait au contre-
domaine en vertu du lemme qui vient d8tre démontré.
En désignant par d, la distance entre x, et lensemble G, il existe

donc un w, = G tel que

1
(12) d, < [x,—w,| < (1+;~) d,.
On a
(13) IH:E) T(xn—wn) = Yo-

Si la suite {fx,—w,|} était bornée, la démonstration se trouverait
achevée en raison du lemme qui précéde.

. - Xy W,
Supposons donc que lim |x,—w,| = o0, d’on, en posant z, = ———"—,
[ ] Ixn"""wnl

on a, selon (13), nl_lfg T(z,) = @ et |z,] = 1. En vertu du lemme on peut

donc extraire de 1a suite {z,} une suite {z,} convergente vers un &lément w,
tel que T(wy) = 0, d’ot w, < G. En posant z,—w, = &g,, il vient

(14) lim [g,] = 0,
1=
d Xp~W, -
ONG z,-~W, =W_wo = g, et par consequent x,—w,—wg-|X,—w,
] n . . .

= g, |x,—w,|, d’ou selon (12)

(15)

1
xn.-_wni_'wo : lxn;_wn,-” S:- |8n11 (1+_n_) dn,* -

Or, il existe en vertu de (14) et (15) un n; tel que I'on a
Xy Wi, = W |x,,l_—-w,,£|| < dy/2; mais c'est impossible, car w,,+wg - [x,,~ w,|
< G et d, est la distance entre x, et G.
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Ainsi le contredomaine de T est fermé. Le raisonnement pour T(X)
est analogue.

TueoriME 12. Si Popération linéaire U (x) est totalement continue, les
equations

x—Ux) =6 e X-UX)=86

admeitent tout au plus un nombre fini de solutions linéairement indépendantes.

Démonstration. Supposons par contre qu'il existe une suite infinie {x,}
d’éléments de E linfairement indépendants et satisfaisant aux équations
x,—U(x,) = @ ot n = 1,2,... Soit E, I'ensemble des éléments de la forme

h;x;, o h; sont des nombres réels quelconques. Evidemment

=

It

=1

(16) x < E, x—U{x)= 0

et il est facile de voir que pour tout n = 1, 2,..., 'ensemble E, est linéaire

et fermé, ne contenant pas Xx,.,, donc un ovrai sous-ensemble de E,,+' 1
En vertu du lemme (Chapitre V, §3) p. 88, il existe donc une suite

{v.} telle que

entraine

) meE. Inl=1 et |y,—x> 3 pow tout x< E,_,,
d’on, selon (16), y,—U(y,} = @ et par conséquent y, = U(y,). La suite {y,}
est donc compacte, contrairement a (17).
Pour Péquation X ~U(X) = @ le raisonnement est analogue, car on
peut considérer ensemble des X comme un espace du type (B).
TutoriMe 13. Si pour une operation linéaire et totalement continue U(x)
Pequation y = x—U (x), resp. Y= X =U(X), admer une solution pour tout y,
resp. ¥, Péquation x—U(x} = @, resp. X—U(X) = @, admel exactement une
solution, a savoir x = @, resp. X = 6.

Démonstration. Posons
THx) = x—U(x) = T(x) et

Designons par E, 'ensemble de tous les x < E satisfaisant 3 1’équation
T"(x) = @ et supposons qu’il existe un x; # & tel que T(x,) = &. En
désignant par x, I'glément satisfaisant & équation x,., = T(x,), on a donc

TO(X)=x, # 0 et T V(g )= T(x))= O,

TO(x) = T[T" D(x)].

d’on
Xyt1 < Eyyy~E,.
L’ensemble E, est évidemment linéarie et fermé; il est un vrai sous-
ensemble de E,,,. En vertu du lemme, p. 88, il existe donc une suite {y,}
remplissant la condition (17).
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Or, comme y, < E,, on a par définition de T et de E, Iégaiité
T(yn) = yn-U(yn): dolt

(18) U(yp)_' U(yq) = yp_[yq+ T(yp)_ T(yq)} = Yp—Xx

et p > g entraine TW ! (x) = T@-N(y)4 70 )~ T (y) = O.

Par conséquent x < E,_;, d’ol, en vertu de (17), {yp—x| > %, donc,
daprés (18), |U(y)—U(y,)| > § pour p > g, ce qui est impossible, car Ia
suite {U(y,)} contient des suites particlles convergentes. On doit donc
admettre que x; = @, c.qfd

Pour I'équation XU (X) = @ la démonstration est analogue, car on
peut considérer I'ensemble des X comme un espace du type (B).

TutoriEME 14. Si pour une opération linéaire et totalement continue Ux)
Pequation x—U(x) = @, resp. X—U(X) = @, ddmet comme Punique solution
x=6, resp. X = @, léquation y = x—U(x), resp. Y= X—U(X), admet
une solution pour tout y, resp. pour tout Y.

Démonstration. Le contredomaine de 'opération x— U (x) étant én
verte du théoréme 11, p. 143, fermé, on comclut de I'hypothése en vertu
du théoréme 3, p. 140, que Iéquation ¥ = X — U (X) admet une solution
pour tout ¥, d'o, en vertu du théoréme 13 qui précéde, la seule solution
de I'équation X— U (X} = O est donnée par X = @ et par conséquent, en
vertu de theoréme 5, p. 141, 'équation y = x— U (x) est soluble pour tout y.

La démonstration pour ¥ = X— U (X) est symétrique.

TueoriME 15. Si U(x) est une opération linéaire et totalement continue,
les equations ‘

x—Ux)=0 ea X-UX)=0
admettent le méme nombre de solutions linéairement indépendantes ().

Démonstration. Posons comme auparavant
(19) Tx)=x-U(x) e TX)=Xx-0().
Soient
(200 T(x) =@ pour i=1,2,...,.n et T(X)=@6 pour i=1,2,..,v,

ol les éléments de la suite {x;}, de méme que les fonctionnelles de la
suite {X;}, sont supposés linéairement indépendants et les nombres n et v
désignent respectivement les nombres les plus grands possibles de solutions
lincairement indépendantes des équations T'(x) = @ et T(X) = ©.

(') Pour certains cas particuliers ce théorme a ét€ &tabli par F. Riesz, L c., Acta
Mathematica 41 (1918), p. 96-98. En toute généralité, mais formulé autrement, ce théoréme
a 8é &tadli par M. T. H. Hildebrandt (Uber vollstetige lineare Transformationen, Acta
Mathematica 51 (1928), p. 311-318} et dans Pénoncé domnné ici par M. J. Schauder, {/ber
lineare, vollstetige Funktionaloperationen, Studia Math. 2 (1930), p. 183-196 [Oeuvres, p, 177~-189].

10 — Oeuvres 1. II
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Désignons par z; o i = 1,2,..., v un élément arbitraire tel que I'on ait
1 pour i=j,

(21) Xj(zl') = {0 pour l:?éj

Un tel z; existe, car Pensemble linéaire de la forme

i—1 v
rooyXit ) Bk,
j=1 J=i+1
est faiblement fermé et ne contient pas X,.
Désignons d’une fagon analogue par Z, oi i = 1,2,...,n la fonction-

nelle linéaire telle que
1. pour i=j,
@ Zjx) = {O pour i j.

»

Une telle fonctionnelle Z; existe, car x, n'appartient pas a l'ensemble
linéaire fermé de la forme

i-1 n
Yoax+ Y Byxg.
Jj=1 J=i+1
Ceci dit, supposons d’abord que v > n. Soit
(23) Rx)=U)+ Y Zi(x)-z, e W(x)=x—R(x).
i=1

Il est facile de voir que l'opération R(x) ainsi définie est totalement
continue. Nous allons montrer que Péquation W(x) = @ admet exactement
une solution, & savoir x = @.

En effet, admettons que W (x;) = ©. Il s'agit de prouver que x, = ©.
Or, on a selon (19) et (23):

(24) Wixg) = xg— R (xp) = T(x)— iZI Zi(xp) z; =0
et comme d’aprés (20)

25 X;T(x) = @& pour tout x et i = 1,2,...,v,
on tire de (21) et (24) '

(26) XiWixg) = Zifxo) =0 pour i=1,2,..,n,

d'ou T(xo) = @, ce qui implique selon (20) et par définition de n que
n

Xo= Y a;x; ol & sont des nombres réels correspondants. En vertu de (26)
& _ : :

et (22} on a donc Z;(x,) = o = 0 pour tout i=1,2,...,n, d’od finale-
ment x, = &. .
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Ceci etabli, on en conclut en vertu du théoréme 14, p. 145, que
équation x—R(x) = T(x)~ ¥ Z:(x)-z; = z,., admet une solution. Mais
i=1

on voit aussitot en vertu de (21) et (25) que X,.,[x—R(x)] = 0 et d’autre
part, en vertu de (21), que X,,;(z+,) = 1. La supposition que v > n
est donc impossible.

Supposons a present que v < n. Soit R(x) = ¥ Z,(x)-z, don R(X)
i=1

= Y X(z)-Z, En procédant comme plus haut, on montrerait alors que
=1
v

Iéquation T(x)~ 3. X (z)-Z, = © (conjuguée de équation T (x)— Y, Zy(x) %
i=1 i=1

Xz; = ©)) admet exactement une solution, 3 savoir X = @. L'équation

TX)— ‘ZiX (z)-Z; = Z,,, devrait donc, en vertu du théoréme 14, p. 145,

admettre une solution, ce qui est cependant impossible, car on a. TX)x,,,
= X[T(x:41)] = 0 pour -tout X, d'ofi, selon (22), Z(x,,,) =0 pour
i=1,2,...,n et dautre part Z,_ (x,,)= 1. Ainsi la supposition que
v < n implique également une contradiction.

§ 3. Valewrs réguliéres et valeurs propres
dans les équations linéaires

Admettons a présent de l'opération U(x) quelle est tout simplement
linéaire, mais maintenons I’hypothése que son contredomaine est situé dans
le domaine E.

L’opération x—hU (x) est alors linéaire pour tout h réel et son opération
associée est de la forme X —hU (X) oit U désigne 'opération associée i U.

Ceci dit, nous allons étudier les €quations associées

27 x—hU{x)=y e X—-hUX)=Y

Si, pour un h, donné, la premiére, resp. la deuxiéme des équations (27)
admet pour tout y, resp. pour tout Y, exactement une solution, k, sappelle
valeur réguliére de cette équation; dans le cas contraire h, s'appelle sa
valeur propre. L'ensemble des valeurs propres constitue Painsi dit spectre.

Si x, resp. X, satisfait & la premiére, resp. & la seconde, des équations

(28) x+hU(x)= @ et X+hU(X)=e,

it porte le nom d’élément propre, resp. de fonctionnelle propre. _
En vertu du théoréme 5, p. 141, les deux équations (27) ont le méme
ensemble des valeurs réguliéres, donc aussi des valeurs propres.
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On énoncera sans peine les théorémes 1-9, établis p. 139-141, pour
les équations de la forme (27). Ces théorémes permettent de conclure sur
la maniére dont se comporte I'une des deux équations d’aprés celle dont
se comporte I'autre et réciproquement.

TuEorEME 16. Lensemble des valeurs réguliéres est ouvert.

Démonstration. h, étant une valeur réguliére, il existe un nombre
m > 0 remplissant les conditions

X—ho U@ = m-|x| et [X—hyU(X) =m-|X].

On a par conséquent pour tout &:
|x—(ho+8) U(x)] 2 |x—ho Ux)|— el - [U(x}| = (m—le]-{U])-|x]
et d'une fagon analogue
| X—~(ho+8) U (X)| = (m~el|-U))- | X|.
Il en résulte que pour des [¢| assez petits les opérations
x—(ho+8)-U(x) et X—(h+o) UX)

ont les opérations inverses continues, ce qui a pour conséquence, en vertu
du théoréme 6, p. 141, que hy+¢ est également une valeur réguliére.
Tutorime 17. 5i |h| < 1/{U|, h est une valewr réguliére(*).
Demonstration. Si {h| < 1/]JU]|, les solutions peuvent &tre représentées
sous la forme

(29) x=y+ Y HUPG) et X=7Y+ ¥ RO,
n=1 LES ]
ol ~ _
U = U@ et UN(Y) = T(Y),
UG = ULU V)] et UW(Y)=TLo" ().
Les séries (29) sont convergentes, car on a
L I Un G < 3. DAl Uy
et

);1”1" UR@) < ¥ [kl-1O17I.

=1

Or, on obtient de (29):

U6) = UO)+ Y U= 00) = o T K UP0) =+ (=),

(') Cf. S. Banach [7], p. 161 [ce volume, p. 3107, théoréme 7.
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d’od x—hU(x) = y. D'une fagon analogue on a X —hU/(X) =Y. Ainsi les
equations (27) admettent des solutions pour tout ¥, resp. pour tout Y.
En vertu du theoréme 7, p. 141, ces solutions sont donc uniques et par
conséquent h en est une valeur régulidre, c.q.fd.

Trtoreme 18. Si Pon a pour h # I

x—hU(x) =@ e X—-nUx =0,
alors X (x} = 0.
En d’autres termes: [élément propre de la valewr h est orthogonal
a toute fonctionnelle propre de la valeur W distancte de h.
Démonstration. On a X(x) = hX[U(x]] = hU (X)x et comme

_ 1 . h .
UX) = WX’ il vient X(x) = —];,—X(x). Sih# N, on a donc X(x) = 0.

§ 4. Theorémes de Fredholm dans la théorie des équations
linéaires totalement continues

3i, dans les hypothéses du § précédent, I'opération U (x) est en outre
supposée totalement continue, on peut énoncer pour les équations (28) les
théorémes suivants, qui constituent une généralisation des théorémes de
Fredholm sur les équations mtégrales(!).

TuioreME 19. Les équations (28) ont le meme nombre fini d (h) de solutions
indépendantes.

Ce n’est qu'un autre énoncé du théoréme 15, p, 145,

Tutorime 20. Si d(h) =0, h est une valeur réguliére.

C'est une conséquence des théorémes 14, p. 145, et 19, qui précéde.
Tutorime 21. Si d(h) > 0 et si

i=1,2,.., 40,

designent les solutions des équations (28), les équations (27) admettent des
solutions pour tout y tel que X;(y) = 0, resp. pour tout Y tel que Y{x) = 0.
Cest une conséquence des théorémes 8, resp. 9, p. 141, et 11, p- 143,

{x;}, resp. {Xi}, oi

Nous allons démontrer le

Tutorime 22. Si Popération linéaire U(x) est totalement continue, les
valeurs propres de la premiére équation (27)

y=x—hU(x)

constituent un ensemble isolé (%)

() Cf J. 8chauder. 1. c., Studia Mathematica 2 (1930). p. 183-196 [Oeuvres, p. 177—185].
() Cf. F. Riesz, | ¢, Acta Mathematica 41 (1918), p. 90, Satz 12. )
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Démonstration. Soit {i,} une suite infinie de valeurs propres ob
h; # h; pour i # j. Posons
(30) x, = h, Ulx,) et
Montrons d’abord par recurrence que les éléments x, sont linéairement
indépendants.

Xy 7 O

n—1

x,.; Détaient, mais x, = ZI % x;, on aurait
&

En effet, si xy,%X3,...,

-1 n—1 o; )
hyo; U(x), dot x, = » h,——x; et par conséquent
i=

Xy = hu U(xn) = _ 1 h;

i=1

n—1
Y o (1— Z") x; = 0. Comme par hypothése h/h; # 1 pour n > i, on
i=1 i
voit que déja les éléments x,xX,,...,X,—; n¢ seraient pas linéairement
indépendants. o N

Ceci établi, soit pour tout n = 1,2,..., E, I'ensemble linéaire des elé-

H
ments y de la forme y = Y oyx;; il est donc fermé et constitue un vrai
=1

sous-ensemble de E,.;. On a pour tout y < E, selon (30)

n n n=-1 h
y_hnU(y)m Z X — Z hnaii = Z o; (1HWL> Xis
i=1 i=1 hl i=1 h[‘

dot y—h,U(y) = E,—;. En vertu du lemme, p. 88, il existe donc une
suite d€léments {y,} remplissant les conditions {17), p. 144.

Or, supposons, que la suite {A,} soit convergente. L’opération U étant
totalement continue, la suite {U (h,y,)} formerait donc un ensemble compact.
Drautre part, on a pour p > q.

(31) |U(hpyp)—"U(hqu)| = 1yp_[yp_hpU(yp)+ U(hqu)]l

et, selon (17), y, < E,, ce qui implique, comme nous avons vu, gue
Yo~h,U(y,) © E,_y; de méme h,U(y,) < E, < E,_,, d'ot, en vertu de (17}
et 31), |Uh,y)—U(h,y)l > % pour tout p> g, de sorte que la suite
{U(h,y,)} ne formerait pas un ensemble compact.

En raison de cette contradiction, on ne peut pas admettre qu'une
suite {h,} de valeurs propres en question soit convergenie. Elles forment
donc un ensemble isolé, c.q.fd. '

" § 5. Equations integrales de Fredholm

Envisageons maintenant quelques applications des théorémes qui vien-
nent d’&tre établs.
Dans les espaces (IP), aux équations de la forme x—hU(x)= y se
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réduisent les ainsi dites équations inté

sz grales de Fredhol
générale est la suivante rednolm, dont la forme

1
(32) x(s)—hbe(s, Hx{t)dt = y(s),

ol K (§, f) remplit certaines conditions.
Lequation associée X ~hU (X) = Y prend Paspect

1
(33) X(:)—hbe(s, )X (s)ds = ¥(r).

On donnera facilement linterprétation des tha
le cas de ces équations intégrales.

S8i K(s,t) satisfait avx conditions convenables, |

orémes qui précédent dans

’opération linéaire
(J;K (s, )x(t)dt est totalement continue et en consequence les théordmes
des §§ 2, 3 et 4 de ce chapitre sappliqueront aux équations (32) et (33).

En particulier, les théordmes 19-21 prennent alors la forme des théorémes

glits Qe Fredlymlm (mais, bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des
equations integrales).

§ 6. Equations intégrales de Volterra

Les equations de la forme

(34) x(5)~ j K(s, )x(t)dt = y(s),

ob K(s, ) est une fonction continue, portent le nom d’équations de Volterra.
§

L'opération i K{s, t)yx(t)dt est alors totalement continue dans les espaces

(C) et (L' on p > 1.
Nous allons montrer que I'équation

{35) x(8)— ;[ K@, 0x(t)dt =0

admet la solution unique x(s) = 0.

En effet, ‘admettons que x(s) remplisse cette équation; évidemment x(s)
est une fonction continue. Posons

o

m= max (x(s)) et M= ma

DEFER! 0%y
0%y

(K9],

1

AN

On a donc selon (35)

5

(36) X9 < M- |x(8]di,
0
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d’of |x(s)] < M-m-spour 0 < s < 1, ce qui donne, en remplagant dans (36)

x(t) par M -m- s, Pinégalité |x(s)] € M?-m-s%/2. En procédant ainsi de suite,

on obtient donc [x{s)] < ﬂ—;'f—)"—-m pour tout n = 1,2, ..., d’ot, évidem-
n!

ment, x(s) = 0.
Ceci établi, revenons sur I’équation (34). Comme pour x < (C) et y = (C),

de méme que pour x < (L) et y < (I'!)), l'opération [ K(s,t)x(t)dt est
" .

totalement continue, I'équation (34) posséde d’aprés le théoréme 14, p. 145,
pour tout y < (C), resp. y < (L), exactement une solution x = (C), resp.
x < (I,

§ 7. Equations intégrales symétriques

Si l'opération y = U(x) est linéaire pour x et y de (I!*), 'opération
associée X = U(Y) peut &tre regardée comme linéaire pour X et ¥ de (L),
En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (L?) étant (cf. Chapitre IV,

1 .
§4, p. 72) de la forme | Y(®)x(dt ou Y() = (L), nous pouvons consi-
0
dérer Y() comme représentant cette fonctionnelle,
L’opération U (x) sappelle symetrigue, lorsque

1

(37 ij(x)dt = fo(y)dt pour x < (Lﬂ)) et y < (L(Z)).
0 i}

1 1
Comme { yU(x)dt = [ xU(y)dt, toute opération symétrique coincide avec
0 o

son opération associee,
Lorsque la fonction K (s, t) est symétrique (c.-a-d. que l'on a partout
K(s,t) = K(t, s)) et en outre I'intégrale double

§ [ KGs, 00y dsde
B0

existe pour tous x < (I'¥) et y < (I*, les opérations

1
Ux) = { K(s, D x()dt = y(s),
0
(38)
1
Vix) = x(s)~h [ K(s, )x(@)dr = y(s),
¢
sont des opérations linéaires et symétriques, car elles remplissent la con-
dition (37).

Les équations de la forme (38) portent le nom d'équations intégrales
symetriques.
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TH’EOR}‘EME 23. 8i Poperation U (x) est symétrique, la valeur du parametre h
de Ioperan‘on de la forme x—hU (x) = y est réguliere, lorsque cette operation
admet Topération inverse continue ou bien lorsque cette équation est soluble
pour tout y.

La démonstration résulte des théordmes 3 et 4, p. 140, a la suite du

fait que I'équation en question est dans ces conditions identique a I'équa-
tion associee.



CHAPITRE XI

Isométrie, équivalence, isomorphie

§ 1. Isométrie

Soient E et E, des espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 29) et
y=U(x), o x = E et y < E;, une opération biunivoque transformant E
en E, tout entier. On dit que cette transformation est isométrique, lorsqu’elle
n’altére pas la distance, c.-a-d. lorsqu’on a ‘

(e, x2) = (1, ¥2) oty = Ulxy) et y, = Ulxs)
pour tout couple x;,x, d’éléments de E. ] .

Si E et. E, sont des espaces vectoriels et normés, nous disons que la
transformation de E en E; donnée par Popération y = U(x) est linéaire,
lorsque Popération U(x) est linéaire, . .

Les espaces vectoriels normés étant des espaces métriques (cf. Chapltre IV,
§ 1, p. 63), on peut considérer aussi les transformations isométriques de ces
espaces 'un en lautre.

§ 2. Les espaces (I?) et (I%)

TutoreMme 1. Les espaces (I2) et (%) sont isométriques.
Démonstration. Soit, en effet, {x;(t)} ol 0 < ¢ < 1 une suite quell-
conque orthogonale, normée et compléte. Si x < (L%), on a, comme on sait,

1

(1) ii [i x(x@)dt]? = i[xz (tyde.

1
En désignant donc par U(x) la suite y = {;} ol #, = {!x;(t)x(t)dt,

on a en vertu de (1) y = (I3 et |U(x}| = |x|. Comme additive et n’alté:ral_mt
pas la norme, l'opération y = U(x) est linéaire. Or, on sait de la theorie
des séries orthogonales qu’il existe pour tout y < (I*) une et une seule
fonction x{f) = (L?) telle que y = U(x).

icm
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Ainsi I'opération linéaire y = U (x) transforme (L) en (I*) d’'une fagon
biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance. Les espaces (L) et (%)
sont par conséquent isométriques.

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (I} et (1)
ne sont isométriques que dans le cas oi P=q = 2. Cest une conséquence
du corollaire (Chapitre XII, §3), p. 186.

§ 3. Transformations isométriques des espaces vectoriels normeés

TueoreME 2. Toute transformation isometrique U (x) d'un espace vectoriel
norme en un autre, telle que U(O) = ©, est linéaire(Y),

Démonstration. Soit d'abord E un espace (D) arbitraire et x,,x,
un couple quelconque de points de E.
Désignons par H, I'ensemble des points x = E tels que

(2) (xa xl) = {xe xz) = %(xl’ xz)

et, pour n=2,3,.

-» par H, l'ensemble des points x < H,_, assujettis
pour tout z= H, , 4 I’

négalité
3) (x,2) < $4(H,_y),

ol (H, - ) désigne le diamétre de 'ensembie H,_ 1> ¢-8-d. la borne supérieure
des distances de ses points.

La suite {H,} étant ainsi définie, on a

@ lim §(H,) = 0.

En effet, si les ensembles H, ne sont pas vides, on a pour tout couple x', x" de points
de H, x" < H;_, (puisque par définition H,>H,>...oH,>..) donc, en vertu de (3),
(x', x") < $8(H,-,}, par conséquent §{H,} < YO(H,_,); ot 6(H,) < 1/27" 1 5(H,), et dautre
part, on a en vertu de (2), pour tout couple x',x" de points de H, [inégalité {x', x")
S (x, %) 4+(x", x;) = (x,. x,), donc §(H,) € (x1, x3) et par conséquent & (H,) < 1/2°" % (x,, x,),
d’otr I'égalité (4).

Il en résulte que la partie commune des ensembles H, (lorsqu'elle n’est
pas vide) se réduit & un point. Nous appellerons ce point le centre du
couple x,, x,.

Ceci dit, soit E un espace vectoriel normé. Pour tous deux points
x' et x" de E on a donc

(xr’ xH) — |xl_xfr N

(") Ce théoréme a &té établi par MM. 8. Mazur et 8. Ulam (voir Comptes Rendus de
I'Académic des Sciences 194, Paris 1932, P- 946-948), )
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Posons X = x;+x;—x pour x = E. On voit aisément par induction
que

(5) x < H, %« H,

En effet, si x < H, on a [E—%| = [x—xa| et [E=-x;| = |x~x,[, donc {X—x,] = |X~x,|
= %|x, —x3|, d'oit selon (2) ¥ « H, et, en admettant que Ia relation (5) est vraie pour n—1,
on a en conséquence pour x' = H,_,, x,+x,—x' = H,_. 8i x = H,, on a donc selon (3)
[F—x = il +x—X)-x| € 6 (H,.,), dol X = H,

entraine pour tout n =1,2,...

Nous allons montrer que le point & = 3 (x; +x,) est le centre du couple
Xy, %;. On a, en effet, & = H,, car |x;—¢&| = {x;—¢| = ¥|x; —x;|. Admet-
tons donc que &< H,_,. Pour fout x < H,_, on a en vertu de (5)
Xi+x-x=Xc< H,., et comme 2|&—x| = |x +x, —2x| = |[x—X| < §(H,. ),
on conclut que [{—x| < $8(H,_,), d’olt &€ = H,. Comme appartenant 2 H,
pour tout n naturel, le point ¢ est donc le centre de x;, x,.

Ceci etabli, soit E, également un espace vectoriel normé et y = U (x),
ot x = E et y< E;, une opération isométrique transformant E en E,
tout entier de fagon que U(@) = @. La notion de centre étant définie
d’une fagon métrique, on apergoit facilement que le centre du couple quel-
‘conque Xy, x, de points de E se trouvera transformé en centre du couple
U(xg), U(x,) de E,. On a donc

1 1
U[? (x4 +x2):| = E"[U(xl)“i‘“ Ux))] pour x, < E et x; <K,

d’ol, en posant x; = x ot x, = &, on obtient par suite de I'hypothése
que U(@) = ©:

pour tout x < E.

1 1
Ul=x)=—
(2 x) 5 Ulx)
1l en résulte pour des points arbitraires x, et x, de E que:
1 ‘ 1 1
Ulxy+xy) = U [E (2x, +2x2)} =5 U(2x1)+-é- U2x;) = Ulx )+ Ulxy).

Ainsi 'opération U (x) est additive et, par suite de sa continuité, linéaire.
Il en est donc de méme de la transformation y = U(x), c.q.fd

§ 4. Espace des fonctions reelles continues

Etant donné un ensemble quelconque Q métrique, complet et compact
(cf. Introduction, §7, p. 29), on peut considérer I'ensemble E des fonctions
réelles continues x(g) définies pour ¢ =  comme un espace du type (B),
si I'on définit dans E de la fagon wusuelle P'addition et la multiplication
par. nombres et choisit comme norme le maximum du module de la
fonction.
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LEMME. Soit x{(q) = E ot g = Q. Pour qion ait pour un élément donné
go = Q FPinégalite
(6) % (qo)| > |x (g}
il faur et il suffit que

pour tout g # g,

: o Ix+hz] - x|
Im-——_—
(7) Jim P

existe pour tout z(q) < E.
En outre, si la fonction x(q) satisfait a Tinégalite (6), on a

i JX Rzl = NIl
m-—

pour tout z(g) < E.
K=0 h

= z{qo) - sign x (g}

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, on a |x|
= |x(gy)l et comme la fonction continue |x+hz| atteint son maximum,
on obtient

(8)  Ix(goy+hzigoll =Ix(goll < lx+hzl —lx|| = x(gp)+hz (gl —Ix(gol,

ol g, est un point dépendant de h et appartenant 3 @. Or, on tire de (8)

Ix{q0)+hz (go)l < |x(qu)+hz(g)l et par f:onséquent 0 < |x(go)l —J{C(Qh)!
< |kl - |z(go)t+1hl - [z(gu)i < 2|h}- | z]|, d’0ou %13_1'13 [x (g = |x(go)l- 1l en résulte

par suite de la compacticité de ¢ que
©) lim g, = o.
Ceci établi, examinons d’abord le cas ol x(go) > 0. Il existe alors un
e > 0 tel que l'on ait pour |h| < & I'égalite -
|%(g0)+hz(go)l — % (g0}l = x(qo)+hz{go)—x{(40) = hz(qo)
et, en vertu de (9),

1% (gn)+hz ()] = X (go)] = X(gw)+hz(gn)—x(go) < hz{gy),

d’ol, selon (8), hz(ge) < [|x+hz|— | x| < hz(gs) et par conmséquent, encore
en raison de (9) et par suite de la continuité de z{g),
. x+hzf—ix :
i LR
A0 h
Dans le cas od x(go) < 0 on obtiendrait, en procédant d’une fagon
analogue, :

tim AL .
h—0 h
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Nous avons ainsi démontré la nécessite de la condition ('existence de
la limite (7)) et, en méme temps, la deuxiéme partie du lemme.

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons que le module
de la fonction x(g) atteigne son maximum dans deux points distincts g,
et g, de @, c.-a-d. que

|x(go)l = [x(g:)i = [x(g)] pour tout g < Q.

Dans le cas ou x(go) > 0 posons z(g) = (g, 4,). Il vient: || x+hz|—
—1lIxll = x(g0)+H (g0, 1) ~x(go), d’0t
. el
(10) lim infw

h—=+0

; (Qo, QI) > 0.

On a en méme temps |x+hz|| —|lx| = |x(g,)+h(q..q)] —|x(q,)] = 0,
d’ot
Ix-+hall = el _ o
h

et les inégalités (10) et (11) montrent Iimpossibilité de Iexistence de la
limite (7).

Dans le cas ou x(g,) < 0 on parviendrait, en posant z = —(q,q,).
4 la méme conclusion, c.q.fd.

On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu’il existe une transfor-
mation biunivoque et bicontinue de 'un en ['autre.

THEOREME 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et compacts
Q et Q, soient homéomorphes, il faut et il suffit que les espaces E et E,
des fonctions réelles continues définies dans ces ensembles soient isometrigues.

Démonstration. Necessité, On vérifie facilement que, ¢’ = f(g), ol
g< @ et ¢ < Q,, désignant une transformation biuniveque et bicontinue
de Q en @, tout entier, la transformation de E, en E qui fait correspondre
a toute fonction y(¢) = E, la fonction x(g) = y[ flg)] = E est isométrique.

Suffisance. Les espaces E et E, étant supposés isométriques, soit
¥ = V{x) l'opération biunivoque qui transforme E en E, tout entier, en
faisant correspondre 3 toute fonction x(q) = E la fonction y(q) = E, de
fagon que [V (x)—V(xz)l = |[x;—x,| pour tous x, et x, de E.

En posant U(x) = V(x)—¥(©), on apercoit aisément que 1'opération
U(x) jouit exactement des mémes propriétés et qu'on a en outre U (@) =@,
En vertu du théoréme 2, p, 155, Iopération y = Ulx) est donc linéaire.

Soit g, un point donné de Q et x(g) = E on ¢ < @ une fonction
satisfaisant & l'inégalité (6) du lemme, p. 157. Comme lopération y = ¥U(x)
naltére pas la norme, on a pour tout nombre h, en posant U(z) = ¢
ot z c E:

(11) llﬂsluop

lx+hz] —[lx| _ ly+he)~ [yl
h h ’
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d'ou, en vertu du lemme précedent,

. . Mly+ht| =yl
(12) 2(go) - sign x (go) = lim 2= L
k=0
Or, comme P'opération U (z) transforme E en E, tout entier, la limite (12)
existe pour tout r < E,. Il existe par conséquent, en vertu du lemme, un
do = Q1 tel que |y(qp)l > |y(q)| pour tout point ¢’ # g, de Q, et que
. ly+hel ~yl

lim = t(qgp)-sign y (qp)

pour tout t < E,.
h=0 h

On en conclut en vertu de (12) que z(gy)-sign x(go) = t(gp) *

xsign y(gp), d'oll, en posant e(gy) = sign x(go)- sign y{g;), on obtient la
relation suivante entre g, = Q et gp = Q;:

(13) t{go) = z(go)-2(go) o0 |elgp)l =1

et qui subsiste pour tout z< E et t = U{z).
Envisageons donc la fonction

do = f(90)-

qui transforme @ en Q,. _

Cette transformation est biunivogue. En effet, légalité ¢} = g5 ol
q1 = f(qy) et 3 = f(g,) donne en vertu de (13) |z(g,)| = |z(g;)| pour toute
fonction z = E, ce qui entraine Iegalité g, = q,, puisqu'elle se présente
en particulier pour la fonction z(g) = (g, g,). _

La fonction f transforme en cutre Q en Q, tout entier. En effet, quel

., o B 1

q}1e soit § = @y, on a daprfes (13), en posant t(g) = ol
' 1
14 z -— our tout g, < .
(14) l (QO)I 14045, 7) p Ut 4o
Or, comme |z = |t|| = 1, il existe un g, < Q tel que |z{go)} = L. Pour le
- 1 e . g ot —

point g, = f(g,) on a donc, selon (14), m= 1, &ou (q;,q) = .O

¢t par conséquent g’ = gj. ‘ .
Enfin, la transformation f est continue. En effet, soit g, = nl_l}:g q et

4, = f(g,) pour n=1,2,... Il vient, selon (13), Eij:ﬂ:ctt(q,',)l = |t{gp)] pour
tout ¢ = Ey, d'ot en particulier pour t{g) =(¢'.g) on a lim (g, qv)
= (g¢. o) = 0 et par conséquent lln; a4 = qo.

Il en résulte par suite de la compacticité de Q et Q, que ces ensembles
sont homeéomorphes, c.q.fd. -
Remarque. On voit de cette démonstration que si I'opération y = U (x)
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transforme I'espace E en espace E, d’une fagon isométrique et si U(@) =
il existe une fonction ¢ = f(q) transformant I'ensemble Q@ en @, par homeo-
morphie et une fonction continue s(g") telle que

yig)=x[f7"{g)]-£(q) on = Ulx) et |s{g) =

Applications. Le théoréme 3 qui précéde implique en particulier que
I'espace (C) des fonctions continues x (z) définies pour 0 €t < 1 n’est pas
isométrique avec -celui des fonctions continues x(u, v) de deux variables u
et v, définies dans le carre 0 L u <1, 0 < 1.

Cependant lespace (I®) des fonctions & p-idme puissance sommable
définies dans lintervalle O < t < 1 est isométrique avec celui des fonctions
4 p-itme puissance sommable définies dans le carre 0 < u< 1, 0< v < 1.
Il existe, en effet, une fonction biunivoque t = ¢@{u,v) qui transforme ce
carré (sauf un ensemble de mesure nulle) en intervalle [0, 1] (encore sauf
un ensemble de mesure nulle) de maniére que les ensembles mesurables se
trouvent transformés en ensembles de mesure égale.

En faisant donc correspondre a toute fonction x(f) = (I'™) la fonction
y(u, v) = x[@{u, v)], on obtient une transformation des deux espaces fon-
ctionnels I'un en lautre qui, comme il est facile de voir, n'altére pas les
distances.

§ 5. Rotations

Nous appelons rotation dun espace E du type (B) autour du point
X, < E toute transformation biunivoque et isométrique de E en E tout
entier qui en transforme le point x, en x,.

En vertu du théoréme 2, p. 155, toute rotation autour de @ est une
transformation linéaire.

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas particuliers des
espaces du type (B).- '

Espace (C). La rotation la plus génerale dans (C) autour d¥ @ est
donnée par Poperation de la forme

y(©) = &-x[a(®),

ou x{t)y = (C), e = +1 ou —1 indépendamment de x(t) et a(t) est une fonction
arbitrairement choisie qui transforme lintervalie fermé 0 < t € 1 en lui-meme
d'une facon biunivogque et bicontinue.

La démonstration résulte de la remarque, p. 155, en tenant compte
du fait que, e(t) étant une fonction continue telle que |e(f)) = 1, on a
£{t) = const.

Espace (c). Nous pouvons considérer cet espace comme celui des
fonctions “continues définies dans un ensemble borné et fermé de nombres
réels ayant un seul point d'accumulation. En vertu de la remarque, p. 159,
on en déduit facilement le théordme suivant.
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La rotation la plus générale dans (¢) autouwr de @ est donnée par
Popération y = U(x) on

x={&L}=), y={m)c@© et n=c¢- Ly,

{s,} désignant ume suite comvergente quelconque telle que le,| =1 pour
n=1,2,... et ¢(n) une fonction arbitrairement choisie qui transforme d'une
maniere biunivogue Pensemble des nombres naturels en lui-méme.

Espace (L*). Toute rotation de (I2] autor de @ est de la forme

(15) y(g = Z Ba (t)fa..(IJX(f)dt

ot x(1) = (I?) et {«, (1)}, {B, t)} sont des suites arbitraires, complétes dans (I2),
de fonctions orthogonales normées définies pour 0 < t < 1.

Démonstration. On a d’aprés (15)

1 oG 1
_([yz(t)dt = Zl [g a, (D x(f)dr]* = ixz(t)dt,

dou |ly| = |x[[. Toute transformation de la forme (15) est donc en effet
une rotation autour de &.

Réciproquement, soient: y = U(x) une rotation autour de @ donnée
dans (LZ’) et {a,(z)} une suite quelconque, compléte dans (L?), orthogonale
et normee. En posant §,(t) = Ula, ()] cu n=1,2,..., on a donc

b4

1
)= 3 a0 ] 50x0d

n=1

et par conséquent y(r) = U[x(s)] est de la forme (15). De plus,
(16) iﬁf(t)dt = i U? [a, (] d = {Ijrx:?'(t)dt =
et comme f;(1)+5,() = U ()+ (0], on a pour i # j

J"[.B O+p;(01dr = I[a (ty+o; (6)]* dt = 2,
d'otl en vertu de (16)

(17 j'ﬁ,(t)ﬁj(t)dt 0 pour i#%j.

t .
(Lz) on a j,B,,(t)ﬁ t)dt= 0,

En conséquence, si pour une fonction f(f) =

quel que soit n =1, 2,..., on aura d’apres (15) jy(t) ﬁ(t)dt = 0 pour toute

fonction y(t) = (LZ) de sorte que f(r) = 0. Il en résulte en vertu de (16)

11" — Oeuvres . 11
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et (17) que {B,(t)} est une suite compléte dans {L*) de fonctions orthogo-
nales et normeées.

Espace (I2). On peut énoncer pour (I*) un théoréme tout a fait analogue.
C'est une conséquence de I'isométric des espaces (L) et () (v. theoréme I,
p. 154),

Espaces (I®) et (I'™) ou 1 < p # 2. On a les lemmes suivants:

1. Etant donnée une rotation y = U(x) de (I'?), ou 1 € p # 2. autour
de ©. si on a pour un couple x,(t), x,(t) de fonctions appartenant a L('")

(18) Xy (@)-x,() =0
alors pour le couple y,(t), y,(t), oi y, = U(x)) et y,=Ulxy), on u
egalement '
(19) Y1ty ya(t) =0

Démonstration. Pour tout couple de nombres &, § on a par hypothese,
d’aprés (18), flox, + Bx, 17 = |a? - Ix, [P+ |BI7 - |x, ", d’o0 par définition de v,
et y, il vient ey, +8y2l17 = [of® - (3 11P+1B17- |y2{* et par consequent

presque partout dans [0, 1],

presque partout dans {0, 1].

1 1 i
(20) [Hoy () +By (DiPdt = Ial”gly.(t)l"dﬁlﬁl”g |y (E)Pdr.
9
Dans le cas ol p = 1, on en tire, en posant successivement o = fi = 1

1 1 1
cta=—f=1,larelation [y +y; @Ode =] |y O-y2@lde =] [y O+

+|y,(§)|]dt, qui n'est possible que lorsque la condition (19} est réalisée.

Dans le cas ol p> 2, on obtient de la relation (20), en désignant
par H l'ensemble des valeurs de ¢t = [0, 1] pour lesquetles y, () y.(t) # 0,
la relation

(21) i—[r oy, ()4 Byo (B)|7dt = Iocl"g_l)n @1 +ipI* rj; ly2 (67 dt.
qui donne, en y posant ¢(x, t) = |ay, (£)+ By, (1)]7, les égalités

dp .
22 == Pl O+ B2 O - sign Lo 9+ B2 (6], )
et ' P
e S = po— Doy (O +83 0172 5 (0.

P
Or, comme |ay, ()+ By, (D! < (L("'l)) et y, (t) = (™), on constate

aisément I'existence de l'intégrale | | g—: do dt,‘ d’oi selon (22)
i
< < Op d . -1
(24) —— =— | o, )dt = p-signa-|al?"* | |y, ()P dt
. H aa d!! It H
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. oo .
et par conséguent !I(E—)a=0 dt = 0; il en résulte aussitor (puisqu’on

P
>
o 0) que

a selon (23)

« aqa
dodt = | =2
bffj:r 57 da Tj: % dt,

d’ol selon {24)
2

[t = pp— 11" [ 3,
et par conséquent selon (23)
(25) ;Iayl @+ By2 (1772 y3 (t)dt = |l P2 I£ ly: () dt.

On tire de (25), en posant & = 0 et § = 1 Tégalité

(26) S0P b of2ae = o,

ce qui entraine par définition de H que mH = 0(%).
Enfin, dans le cas odl 1 < p < 2, considérons pouri = I et 2 la fonction-

1
nelle Y;(y) = | % (O y(dr o () (1) = 1.4
) !, @y@dr on y() = (L) et Yi())= |y ()7 -sign (o).
L’opération conjuguée X = U(Y) est une rotation de Pespace (L(FET)}
N 1
autour de @ (*). Posons X, = U(Y) et X,(x) = | Xid)x(®dt on x < (I,
a

Op a X;(x) = ¥y = [Kl;|yr| = |Xi|-|x;|, d’ol en vertu de Iinégalité de
Riesz X, (r) = 0 pour les mémes valeurs de t que x, (t) = 0. Par conséquent
14

q}Je_YIgt)- Y,(t) = 0, donc que yy(z)-y2(t) = 0. La condition (19) se trouve
ainsi démontrée.

2. Ezant donnée une rotation p = U (x) de (") oi 1 < p # 1 autour de ©,
sion a pour deux suites x; = ({1} et x, = {EP} appartenant & (™)

E0-EP =0 pour

alors pour les suites y, = U(x,) = {n{
égulement

X, (t): X, (t) = 0 et comme

i > 2, on conclut en vertu du cas précédent

n=172,..,

et y=Ulxd) ={n?} on a

'15]1)' 5'2) = 0 pour n= 1a2|"‘

(;) mH . désitgne la mesure de Pensemble H (cf. Introduction, p, 25).
(‘) Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du théordme:11, p. 171.
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La démonstration est analogue a celle du lemme précédent pour les
espaces (L7, les modifications a apporter étant évidentes.

Les deux lemmes donnent respectivement les théorémes suivants sur
la forme générale des rotations.

1. Etant donnée une rotation y = U (x) de Pespace (L'™), oti 1 < p # 2,
autour de @, il existe deux fonctions @(t) et ¥ (2) définies pour 0 €1 <1
et telles que les conditions suivantes soient remplies:

(a) la fonction ¢(t) transforme biunivoquement Pintervalle fermé [0,1]
presque entier en meme intervalle presque entier de facon que ’les ensembles
mesurables se trouvent transformés en ensembles mesurables et reciproquement,

(b) on a pour presque tout t < [0, 1]

) = [ lim LA T”’

> +0 h

on I[t,t+h] désigne I'image de Uintervalle fermé [t,1+h] donnee par la
fonction @ (c.-d-d. l'ensemble des points @(s) pour t < s < t+h),
(¢} on a pour tout x = (L'P)

y() = x[o@®]- ¥ 1),

o y(t) = ULx(t)].

Réciproquement, si @(t) est une fonction satisfaisant a la condition (a),
il existe une fonction () définie par (b) et I'opération y = U (x) définie par (c)
est une rotation de (I'P) autour de & (%).

1. Etant donnée une rotation gquelcongue y = U(x) de lespace (') on
1 < p # 2 autour de O, il existe une fonction ¢(n) et une suite de nombres
{e,} telles que

(2) la fonction @(n) transforme Pensemble des nombres naturels tout entier
en lui-meme d’'une maniére biunivoque,

b)on a le| =1 pour n=1,2,..,

(c) on a pour tout couple de suites x = {{,} = (I¥) et y = {n,} <= (')
o y = U(x)

M = En Co pour n=12, .

Réciproquement, pour @(n) et {g,} quelconques satisfaisant aux conditions
{a) et (b), lopération y = U(x) définie par la condition (c) est une rotation.

Démonstration. Soit d’abord y = U (x) une rotation de (i) autour
de 6. Posons

1 pour
27 9 =
@ & { 0 pour

i=n,
[ n,
(') Pour 1a démonstration de ce théordme voir S. Banach, Sur les rotations dans

{es champs des fonctions intégrables avec p-ieme puissance, Studia Mathematica IV (4 pargitre).
[Ce travail n’a pas €té. publié.] :
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et x; = {& pour i= 1,2,... On a évidemment pour tout x = {£} = (7
(28) ' x= 3 &x.

En posant y; = Ulx) = {n}, on a donc en vertu de (28) pour

y=U(x) = {n,} Uégalite y = Y &y, dol
i=1

(29) Mo = Z En®  pour n=1,2,..
f=1

Selon {27) on a &9 &P = 0, lorsque i # j; on en conclut en wvertu
du lemme, p. 163, 2, que

(30) Oy =Q pour i#jetn=1,2,..

Comme y peut 8tre une suite quelconque appartenant a (I, il n’existe
en vertu de (29) et (30) pour tout »n naturel quun seul nombre ¢(n) tel
que %™ £ 0. Il en résulte d’aprés {29) que l'on a

(31) Mo = Com '8 pOUr g =mWetn=12,..,

ce qui réalise la condition (¢).

D’autre part, n, % n, entraine ¢(n,) # ¢ (n;), car dans le cas contraire
on aurait selon (31) pour toute suite {1,} <= (I”) Pégalité &,, My, — & Mg =0
qui est impossible; et il existait un ng naturel tel qu'en ait @(n) # ng
pour = 1,2,..., on aurait selon (31) pour la suite x = {:f,,} ou

1 pour
n = 0
pour

n = My,

n 7(: Mg,

I’égalité n, =0 pour n=1,2,..., ce qui est aussi impossible. Ainsi la
condition (a) se trouve également démontrée.

Enfin, on a par définition de la rotation: |y| = |x|, ce qui donne en
vertu de (31)

(32) ;1 ool ” < eal” = il [&,]7  pour tout x = {&,} = (I¥).

En conséquence, si on choisit, pour tout ny maturel arbitrairement donne,
la suite x = {&,} de fagon a avoir

Eo = ! pour
“" =10 pour

n = no,.
n ;é n(]a

on obtient de (32) |g,|” = 1, d’od |e,| = 1, ce qui prouve la condition (b).
La réciproque est évidente. :
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§ 6. Isomorphie et équivalence

Deux espaces E et E, du type (F) s'appellent isomorphes, lorsqu’il
existe une opération biunivoque et linéaire qui transforme E et E, tout
entier.

Soit y = U(x), ot x = E et y < E,, cette opeération; en vertu du
théoréme 5 (Chapitre ITI, §3), p. 53, lopération inverse x = U™'(y) est
¢galement linéaire, de sorte que l'opération y = U(x) transforme E en E,
d'une maniére bicontinue.

Les espaces E ¢t E, sont dits éguivalents, lorsquil existe une opération
biunivoque et linéaire y = U(x) qui transforme E en E, de fagon que
[y} = |x| pour tout x = E. '

Léquivalence de deux espaces en entraine par conséquent I'isomorphie,
mais, comme nous le verrons, la réciproque n'est pas vraie.

Considérons deux exemples.

1° Soit {cg) lespace des suites de nombres réels convergentes vers 0.
On a le théoréme:

Les espaces (c) et (co) sont isomorphes.
En effet, en posant pour x = {£;} < (c)

n o= lim¢& et

]

m=~%&-1—n pour i>1,

on a évidemment limu; =0, d'od, en posant y = {n}, on a y < (¢ et il est facile de
[ g -]

voir que Popération y = U(x) ainsi définie est additive et remplit la condition |U(x)| < 2|x|;
elle est done linéaire.
Réciproquement, si y = {;} = (co), on m'a qua poser pour x = {&}
f:l=m+1+ﬂ1 ol i=1,2,..,
pour obtenir x < (), puisque lim & = n,, et pour voir que y = 0 entraine x = Q.

L'opération y == U{x) est donc linéaire et détermine une transformation biunivoque
de (c) en (cg).

2" Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans
(L™, (I®) o p> 1,(L), (D) et (c)
sont équivalents respectivements aux espaces
@y (19N o 1.1
(LD, (%) ot —+— =1, (M), (m) et ().
rq
Ce n’est qu'une autre fagon de formuler les théorémes sur la forme générale des fonction-
nelles linéaires établis au Chapitre IV, § 4 (vair p. 69-76).

Le théoréme 2, p. 155, implique immédiatement le

THEOREME 4. Les -espaces E et E, du type (B) qui sont isométriques
sont équivalents.
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§ 7. Produits des espaces du type (B)

Etant donnés deux espaces E et E; du type (B), désignons par ExE,
l'espace que constitue l'ensemble de tous les couples ordonnés x,y oil
xc E et y<= E{, lorsqu’on y définit 'addition et la multiplication par
ncmbres, en posant

X, y+x,y = x+x,y+y et hx,y= hx,hy

(bien entendu, ot X' = E,y" < E, et h étant un nombre) et en y définissant
la norme de fagon que la condition suivante soit remplie:

(33) lim x, = xo et lim y, =y, équivaut & lim |x,, y,—xo, o] = 0.
N n—x n=
Ainsi défini, 'espace E x E; est également du type (B). Nous I'appellerons
produit des espaces E et E,.
Il est aisé de voir que la condition (33) se trouvera remplie, si om
admet en particulier comme norme du couple z = x,y une ou Pautre

des expressions

1) fz[ = Cix*+ yl71*" od p 2 1,
2) Nzl = max [lx], |¥1],

et qu'elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette condition.
Or, on aper¢oit aussitdt qu'en choisissant des normes quelconques, pourvu
quelles soient conformes & la condition (33), on obtiendra toujours des
espaces isomorphes.

Pour mettre en évidence quelle norme a été adoptée, convenons de
designer le produit des espaces E et E, dans le cas de la norme 1) par
(Ex Ey)» et dans celui de la norme 2) par (ExE,),. ‘

On définit de la mEme fagon le produit d'un nombre. fini d’espaces
E xE;x...xE, du type (B). Il est évident que le produit des espaces
séparables est un espace séparable. S -

Le produit E x E portera le nom du carré de E et sera désigné par E2

THEOREME 5. Les espaces (L), () oi p =1 et {c) sont isomorphes
respectivement avec leur carré, ‘ '

Démonstration. 11 suffit de faire correspondre & toute fonction
x(t) = (') le couple des fonctions x,{f), x,(t) définies par les formules

t It .
x () = x(wz--) et x,({f) = x(—i—+~i—) o O r=xl,

pour avoir une transformation biunivogue et linéaire de (L?) en (L2
De méme, il suffit de faire correspondre & toute suite x = {£,} = (")
le couple de suites x;, = {#,}, x, = {{,} définies par les formules |

M = an &t = &20-y 00 n=1,2,..5
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pour que Pespace (I”) se trouve transforme en (I"* d’une maniére biunivoque
et linéaire.

Enfin, faisons correspondre a toute suite x = {{,} < (¢} le couple
x; ={m}, %z = {{,} défini par les formules

Ny = éZﬂmfl et Crx = ‘:anl-l_”lirg §n+§l Oﬁ n= 1127-”

Ii vient
§1=@ghém=nﬁﬁgaetﬁwl#Q+§gm on n=12,..

et on voit que cest une transformation biunivoque et linéaire de (c) en (¢)>.
TutorEME 6. L'espace (C) est isomorphe avec le produit {Cyx{c) ().
Démonstration. Désignons par E le sous-espace de (C) formé de
fonctions x (f) = (C) qui satisfont a ta condition

1
x(—g) =0 pour n=12..

Construisons pour toute fonction x(t) = (C) une fonction X(t) < (C)
telle que X(I/n) = x(1/n) et qui soit linéaire dans les intervalles

1 1
[ME_F—I,T} pour tout n naturel

Faisons correspondre & tout x(z} < {C) le couple (formé d’une fonction
et d’'une suite de nombres)

vofe(2) on v = x0-50.

On a évidemiment y{t) c E et {x(1/n)} < (o).

11 est facile de voir que la transformation établic par cette correspon-
dance est linéaire.

On apergoit également que pour tout couple y (1), {&,} < Ex(c) il existe
une fonction continue x(t) telle que y(¢) = x()—Xx(t} et &, = x(1/n) pour
n=1,2,..., de sorte que la transformation considérée est biunivoque et
épuise les espaces (C) et Ex{c) entidrement. Ces deux espaces sont donc
isomorphes.

Il en résulte I'isomorphie des espaces (C)x(c) et Ex{c)x{(c) = Ex{c)*.
Or, (c)* étant (selon le théoréme 5 qui précéde) isomorphe avec (c), l'espace
(C) x (c) est isomorphe avec E x{c), donc avec (C), c.q.f.d.

TreorEME 7. L'espace {C) est isomorphe avec chacun des espaces (CP)
ot p=1,2,...09.

(*) Ce théordme a été &tabli par M. K. Borsuk,
(*) Ce théorgme a été démontré par M. K. Borsuk,
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Démonstration. Faisons correspendre a toute fonction x(f) < (€Y
(cf. Introduction, § 7, p. 31, 7) le couple forme de la fonction y(t) = x"(r)
et du systétme de p nombres: x (0}, x'(0), ..., x*~1(0). En désignant par R,
Pespace & p dimensions, {C') est donc isomorphe avec (C)xR, et par
conséquent, en vertu du théoréme 6 qui précéde, avec (C)x(c)xR,.

Or, comme (¢) x R, est isomorphe avec (c), I'espace {C" est isomorphe
avec (C)x(c), donc (encore d'aprés le théoréme 6) avec I'espace (C), c.qld.

TreoreME 8. Lespace (C) est isomorphe avec lespace (C)* ('),

Démonstration. Faisons correspondre a tout couple x(z), y(f) de
fonctions de (C) le couple z(f),& ou z{t) < (C) est la fonction définie
par les formules »

y _{x(lt) pour 0<t
® = y(2t—1)—p(0)+x(1) pour 3 <t

et ¢ est le nombre déterminé pour tout y(f) = (C) par I'¢quation & = y{0).

Ainsi Pespace (C)* se trouve transformé en (C)xR;, ou R, désigne
lespace de tous les nombres réels. Cette transformation est linéaire et
comme on a par définition x(r) = z(t/2) et y(t) = z(1/2+¢/2)—z(1/2)+¢,
elle est biunivoque. On a ainsi I'isomorphie des espaces (C)? et (C)xR,
et comme en vertu du théoréeme 6, p. 168, (C) est isomorphe avec (C)x(c),
Iespace (C)? est isomorphe avec (C) x (c)x Ry, donc, par suite de Iisomorphie
entre (c)x R, et (¢), avec lespace (C)x(c) et par consequent (encore en
vertu du théoréme 6) avec l'espace (C), c.q.ld.

Remarque. On ignore si l'espace (C) est isomorphe avec celni de
toutes les fonctions continues définies dans le carre.

§ 8. Espace (C) comme Pespace umiversel ()

TutoriME 9. Tout espace E du type (B) séparable est équivalent a un
sous-espace lineaire fermé de Tespace (C).

Démonstration. Soient I’ 'ensemble de toutes les fonctionnelles
linéaires a la norme < 1 définies dans E et {x,} la suite d’¢lements
de E & la norme < 1, dense dans la sphére |x| < 1.

Comme distance, posons pour tout couple fi,f; de fonctionnelles
appartenant a I’

(34) (f1.f2) =

2L 1A~
oy 2 1L () 2 )l

Nous allons montrer que, avec cette définition de la distance, I' est
complet et compact.

(*) Ce théoréme est di aussi 3 M. K. Borsuk.
(*) Les théordmes de ce § ont &€ trouvés en commun par M. §. Mazur et moi
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Considérons une suite {f} o fi< I pour i= 1.,2,...,. et soit
lim (f,.f) = 0. En vertu de (34), existe donc la limite illr{lnf,-(x,,).
p— T
zjo;nme [fil < 1, la suite {f;(x)} est en vertu du théor’éme 3 (Chapitre v,
§1), p. 85, convergente pour tout x < E; par consequent 'la suite »des
fonctionnelles { f;} est faiblement convergente vers une fonctionnelle f et
on a |f|<1. dou foI'. Comme }iIEﬁ(x") m‘f(x,,) pour n=1,2,...,

on conclut de (34) que lim (f;,f) = 0. Ainsi I' est complet.

D’autre part, on peut exstraire de la suite {f} par le procédé de la
diagonale une suite partielle {f;,} telle que klln; Si(x) existe pour n=1,2, ...,

d’ol, comme auparavant, l'existence d'une fonctionmelle f< I' telle que
lim (f;,,/) = 0. Ainsi I" est compact.
k— %

I existe par conséquent(!) une transformation continue de I'ensemble
parfait et non dense de Cantor P < [0,1] en ensemble /. En désignant
par f, = I' la fonctionnelle qui vient correspondre au point t < P, consi-
dérons un é&lément quelconque x < E et définissons y(t) comme il suit:
posons pour tout ¢t < P

y(@® = £

et pour les points de Tensemble [0, 1]—P complétons la fonction y(z)
d'une fagon linaire, en posant notamment pour tout ¢ < [0, 1]—P

y() -y

t_t”+ tH .
S =)y )

y() =
ou t' et " désignent les points les plus proches de P tels que ¢ <t < t".
Examinons les propriétés de la fonction y(f) ainsi définie.
Si lim t, = t, ol t, = P, la snite {f,} converge faiblement vers f, ,

[ g ]
drol lim f, (x) =
séguent continue dans. P. Comme linéaire ailleurs, elle est donc continue
dans- [0, 1] tout entier; ainsi y (£} = (C).

D’autre part, il existe en vertu du théoréme 3 (Chapitre IV, § 2), p. 64,
une fonctionnelle f< I telle que |f(x)| = |lx|. Soit ¢, = [0, 1] le point
tel que = f,,. On a donc |y(t)| = | f, (¥)] = x| et comme

Ly = LG < 1Al Ix] < x|

on en conclut en raison du fait que la fonction |y(f)| atteint son maximum
dans Tensemble P, que Jnax [y(t)] = ||x]|.
B &3

= f,(x), donc lim y(t,) = y(to). La fonction y est par con-
n-von

pour tout r < P,

Ainsi, nous avons fait correspondre i tout élément x < E un é]ément

{!) Yoir p. ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, p. 197,
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y=y() = (C) et on voit, en posant y = U(x), que cette opération est
additive. Comme [|y} = [x||, elle est linéaire et transforme I'espace E en
un sous-espace E; de (C) d’une fagon isométrique. Les espaces E et E; < (C)
sont donc équivalents, c.q.f.d.

Tutorime 10. Tout espace metrique séparable E peut étre transformé
d'une maniére isométrique en un sous-espace de (C).

Démonstration. Selon une remarque de M. Fréchet (') tout espace
métrique séparable E se laisse transformer isométriquement en un sous-espace
de (m). Une telle transformation s'obtient, comme on le vérifie sans peine,
en faisant correspondre i tout x < E la suite {£,} définie par la formule

£ o= (x,x)—(xg,x,) powr n=1,2,..,
ol la suite {x,} forme un ensemble dense dans E.

En conséquence, nous pouvons mnous borner au cas ol E o (m).
On montre facilement que lespace formé de toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de E et de leurs limites est un espace du type (B)
séparable. En vertu du théoréme 9 qui précdde il existe donc une trams-
formation isometrique de cet espace, et a plus forte raison de son sous-
espace E, en un sous-espace de (C), c.q.fd.

Remarque. En vertu des théorémes 9 et 10 qui viennent d'étre établis
Pespace (C) peut &tre considéré comme lespace universel pour les espaces
séparables du- type (B), resp. métriques. L'¢tude des espaces séparables du
type (B) se réduit donc i celle des sous-ensembles linéaires fermés de
l'espace {C).

§ 9. Espaces conjugués

Etant donné un espace E du type (B), 'espace E de toutes les fonction-
nelles linéaires définies dans E est évidemment aussi du type {B). Nous
appellerons E l'espace conjugué avec E.

ToEOREME 11. Si deux espaces E et E, du type (B) sont isomorphes,
resp. équivalents, les espaces E et E, sont également isomorphes, resp.
équivalents.

Démonstration. En effet, si une opération linéaire y = U(x) trans-
forme E en E; d'une maniére biunivoque et bicontinue, I'opération conju-
guée X = U(Y) transforme en vertu du théoréme 5 (Chapitre X, § 1), p. 141,
espace E, en espace E tout entier également d’'une maniére biunivoque et
linéaire, d’oli I'isomorphie de ces derniers espaces.

(!) Cf. M. Fréchet, Les dimensions d'un ensemble abstrait, Mathematische Annalen 68
(1910), p. 161.
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Si, en outre, E et E; sont équivalents, on a pour les fonctionnelles
linéaires correspondantes X et -

|Xi = bolrx}e sup (X (x)| = bOfl‘]iC sup YU (x| = bolrrlleisup |[Y(v)| = |¥i,
x| % x| s WES

de sorte que les espaces E et E; sont dans ce cas équivalents, c.q.fd.

Remarque. Cependant, 'équivalence des espaces E et E, nentraine
pas toujours celle des espaces E et E,.

Considérons, i titre d'exemple, les espaces E = (¢) et E; = (2 (1)
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E = () et E, = (D? () et
on établit facilement leur équivalence. Mais il n’en est pas ainsi des espaces
E et E;. Nous pouvons regarder E comme ['sspace des fonctions continues
définies dans Pensemble Q composé de nombres 0 et 1/n, ol n = 1,2,...,
et Pespaces E, peut étre considéré comme celui des fonctions continues
définies dans l'ensemble @, formé de nombres 0,1,1/m et 141/rn on
n=1,2,... Or, les ensembles Q et @, en question n’étant pas homéo-
morphes, on en conclut en vertu du théoréme 3, p. 158, que les espaces
E et E, ne sont pas isométriques, donc & plus forte raison équivalents

TutoriMe 12. Si Pespace conjugué E est séparable, Pespace E Pest
egalement.

Démonstration. I' = E désignant I’ensemble des fonctionnelles liné-
aires définies dans E & la norme 1, il existe par I'hypothése une suite
{X,}, ou X, c I, dense dans T.

Soit {x,} la suite Welements de E qui remphssent les conditions

(35) %] =1 et X,(x)>3% n=1,2,..

En supposant que Pespace E ne soit pas séparable, on peut affirmer
que la suite {x,} nest pas fondamentale dans E, donc, en vertu du thé-
oréme 7 (Chapitre 1V, §3), p. 67, elle n'y est pas totale. Il existe par
conséquent une fonctionnelle linaire X < I telle que

(36) (X|=1 et X(x)=0pourn=12,.

En posant Z, = X,—~X, on a par conséquent selon (35) et (36)
Z, (%) = X, (x,)—X(x,) > ¥, dou |Z,| > %, donc |X,—X| > % pour tout n
naturel, ce qui est impossible, la suite {X,} étant supposée dense dans I’
et X appartenant & I

TuEoREME 13. Etant donné un espace E du type (B) séparable et tel
que toute suite {x,} d'¢léments de E & normes bornées dans leur ensemble
contient une suite partielle faiblement convergente vers un élément de E,
Pespace E est équivalent a lespace E (comjugué de E).

Démonstration. Soit G lensemble des fonctionnelles lindaires F({X)

pour

{') Pour la signification des indices dans ces symboles voir p. 167.
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définies dans E et telles que F(X) = X(x,) pour tout X = E et pour
un x, < E qui ne dépend que de F. On a donc |F(X)| < |X|-|x,/, d’ol
I'imégalité |[F| < |xo|. En vertu du théoréme 3 (Chapitre IV, §2), p. 64,
il existe d'autre part une fonctionmelle X, = E telle que |Xo| =1 et
Xo(xg) = x|, dome F(X,) = |xol, d’'oi I'imégalité |F| = |x4]. Les deux
inégalités donnent |F| = |x,]. -

G est un ensemble total (dans lespace E des fonctionnelles linéaires
définies dans E).

En effet, si pour un X, = E on a F(X,) =0, quel que soit F = G,
on a aussi X,(x) = 0, quel que soit x = E, donc X, = O.

Nous allons montrer que I'ensemble G est transfiniment ferme.

Soient & ce but 9 un nombre-limite quelconque et {Fs} ot F; = G
pour 1 € & < & une suite transfinie de fonctionnelles 4 normes bornées
dans leur ensemble. II existe donc un nombre M > 0 tel qu'on a [Fi| < M
pour 1 < &< § et par définition de G toute fonctionnelle F, est de la
forme F;(X)}= X(x,). L'espace E €tant par hypothése séparable, soit {x;}
la suite dense dans E.

Pour tout n naturel désignons par x{” un terme arbitrairement extrait
de {x;} qui satisfait 3 l'inegalite

1
() | g <

¢t posons

FO(X)=X(x") pour X cE.

Dans le cas on & est confinal avec « (donc ol il existe une suite {&}
4 i naturels de nombres transfinis tels que lim ¢ =8 et & < § pour
I— o0

i==1,2,..), la suite {x"} renferme une suite partielle faiblement convergente
vers un élément x™ <= E. Evidemment on a alors ‘

I FP(X) > fim P (X) = Jim X (<f) > X (x)

et par conséquent la fonctionnelle F™(X)
de la suite {F¥}.

Dans le cas ou le nombre-limite 9 n’est pas confinal avec w, la swnite
transfinie {x{'}, qui ne contient par définition quune infinité av plus de-
nombrable de termes différents, renferme un terme x™ tel que pour tout
7 <9 il existe un ¢ > n donnant lieu a Pégalité xf = x®. On a alors

@ FP(X) = hm X (x{™) > X (x™),

= X (x™) est une limite transfinie

de sorte que la fonctionnelle F® (X) = X (x™) est encore une limite transfinie
de la suite {F®}.

Ceci établi, considérons la suite {x™}. On peut en extraire une suite
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faiblement convergente vers un X < E. Posons X (x}) = Fo(X). On a donc
d’une part

(38) lim F"(X) = Fo(X) pour tout X < E
et d’autre part, par définition de G, Fy < G. Or, on a selon (37) X (x2)
=X (xf;"’)——l— |X|, d’od, par définjtion de F, et F{,

n

— — 1
- o . o L
?ﬁ% Fe(X) = %1_1'% X(x) = élﬂ X () ” | X|

1 1
= | n) —_ 2 () —
Iim FP (X)~— |X| 2 F(0)—— X

et par conséquent, selon (38), ?ir—r;; Fe(X) = @ F"(X) = Fo(X). La fonction-
- n~

nelle F, est donc une limite transfinie de la suite {F;} et puisque F, = G,
Pensemble G est en effet transfiniment ferme.

Comme total et transfiniment fermé, 'ensemble G coincide en vertu de
la remarque (Chapitre VIII, § 2), p. 116, et du lemme 3 (Chapitre VIII, §3),
p. 119, avec espace E.

Par définition de G, & tout F < E vient donc correspondre un x < E
tel que, comme il a été prouvé au début, |F| = |x|. L’opération U(x) = F
est par conséquent biunivoque, linéaire et transforme E en E sans altérer
ia norme. Les espaces E et E sont donc équivalents, c.qf.d.

Remarque. Ainsi pex. les espaces (L*) et () ol p > 1 sont équi-
* valents aux espaces conjugués avec ceux des fonctionnelles linéaires définies
dans eux (cf. p. 166, 2,

TukorEME 14. Lespace conjugué avec le produit des espaces du type B
est isomorphe au produit des espaces conjugués avec eux.

' Démonstration. Ey, E,, ..., E, étant des espaces du type (B), il sagit
d’établir I'isomorphie entre l'espace E ot E = E, x E; x... x E, et l'espace
EyxE;x...xE,. On peut se borner au cas oll n = 2,

Désignons respectivement par x,, x, et z les éléments de E,, E, et Eet
par X, X, et Z les fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces.

Soit H I'ensemble de tous les couples x,, ® ol x; < E,. Nous pouvons
donc regarder H comme un sous-ensemble de E = E, x E; et par conséquent
toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans I'espace H, détermine une
fonctionnelle linéaire X, définie dans E,. Posons

Z(z) = X,(x,) pour
et d’une fagon analogue

szl,@

Z(z) = X,(x;) pour z=0,x,.
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Pour z = x{, x, on a donc, comme il est facile de vérifier,
(39) Z(z) = X (x)+ X2 (xy).

Reciproquement, étant données deux fonctionnelles linéaires X, < E,
et X, © E,, la formule (39) détermine la fonctionnelle Z < E.

La correspondance est biunivoque et établit une transformation linéaire
de E; xE en E tout entier, donc lisomorphie de ces deux espaces, q.fd.

Remarque. Enposant E = [E; xE;x ... xE,],,. resp. E = [E; xE, x...
...xE.],, on apergoit aisément que l’espace comjugué E est isométrigue
pour p > 1 avec I'espace [E, x E; x...x E]sus-1y €t pour p = 1 avec Pespace
[E;xE;x...x E,],,, resp. avec l'espace [E, x E;x...xE],.
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CHAPITRE XII

Dimension lineaire

§ 1. Definitions

Etant donnes deux espaces E et E; du type (F), nous dirons que la
dimension lineaire de Vespace E ne dépasse pas celle de l'espace E,, en
formule:

(1 dim, E < dim, E,,

si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de E;.
Les espaces E et E, s'appelleront de dimension linéaire égale, en formule:

dim, E = dlmi El 4

lorsqu’on a les relations (1) et
()} dim E, < dim,E

a la fois.

L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que E,, lorsqu’on
a la relation (1) sans avoir (2). En formule:

dim, E < dim, E, .

Enfin, les dimensions linéaires de ces espaces s’appelleront incomparables,
lorsque les deux relations {1) et (2) sont en défaut.

Les espaces isomorphes sont donc toujours de dimension linéaire égale.
On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie, mais je considére comme trés
probable quil existe des espaces du type (B), m€me séparables, qui soient
des dimensions linéaires égales sans @tre isomorphes.

Tout espace qui est isomorphe avec I'espace euclidien n-dimensionnel
sera dit simplement @ n dimensions. Un espace du type (B) pour lequel
un tel n n'existe pas sera dit & une infinité de dimensions.
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§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (/%) ot p > 1

TutoriME 1. §i on a pour un espdce E du type (B)

(3) dim; E < dim,(c)
ou bien
@ dim E < dim, (I®) powr un p > 1,

E est un espace a un nombre fini de dimensions.

Démonstration. L'espace (c) étant isomorphe avec I'espace {cy) des
suites de nombres convergentes vers O (v. Chapitre XI, §6, p. 166, 19,
il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire et fermé G < {co). isomorphe
avec E. En supposant que E, donc aussi G, est A une infinité de dimensions,
il existerait pour tout N naturel une suite de N+1 éléments z, = G oi
i=1,2,...,N+1 telle que

N+1
Y %z, =0 entraine o, =0, =..=ay,, =0.
i=1

Par conséquent, si on pose z = {fl}, on trouvera des nombres a,

ot i=1,2,..,N+1, qui (sans &tre tous égaux 2 0) vérifient les équations
N+1 N+1

Y, @ f,=0pour n=1,2,. ., N. En désignant par {,} la suite z= Y oz,
i=1 : =1

on obtient donc

(%) |z{ >0 e B, =0pourn=1,2,.., N.

Il est ainsi établi qu’il existe pour tout N naturel en élément z = {f,}
de G ayant les propriétés (5).

Définissons 2 présent par induction une suite {y;}, d’elemenis de G
oll y; = {1}, en choisissant arbitrairement comme y, un élément de G tel
que |y;] = 1 et comme y;, ot i=1,2,..., un élément de G tel que l'on ait

6) . =1 et 7',',fx =0 pour n=1,2,..,N,_,,
le nombre N,_, étant le plus petit de ceux qui satisfon 3 linégalité
{7 It < 31;_1 pour tout # = N,_;.

L'existence d’'une telle suite {y} resulte aussitdt de la prémisse qui
vient d'8tre établie.
Soit G, l'ensemble composé de tous les polyndmes de la forme

»

Y oy, 00 r=1,2,... et de leurs limites. G, est évidlemment un ensemble

=1

linéaire et ferme.

12 ~ Qeuvres t, 11
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Ceci dit, considérons une suite bornée quelconque x = {{;} et posons

(8} He = Zléaﬂ; pour n= 1:2s'--
Nous allons montrer que
®) $lxl < botpe sup |n,| < 3I1x].

En cffet, étant donné un indice n, il existe en vertu de (6) un m
naturel fel que

(10) g l=1 pour i=1,2,..,

d’oll par définition de N;

1) Ny <m <N,

et par conséguent 1im N; = o0; il existe donc un k naturel tel que l'on
a pour lindice n enl c?ucstion

(12) Ny, <n<Ng,

ou NU = 1.

Pour tout i > k on a par conséquent selon (11) N, < N;_,, d’op,
selon (12), n < N;_;. On en conclut en vertu de (6) que n} = 0 pour tout
i > k, donc daprés (8) que

k
(13) o= Y G

Pour fout i<k on a en méme temps selon (1) N, < N,_,, d’ou
selon (12) N; < n, donc d’aprés (7) |n5| < 1/3. Comme |n| < 1 et |&] < {x]
pour tout i il en résulte en vertu de (13) que I'on a d’'une part la relation

k-1 1
ARSI _Ex S tixl < slxl,
doi
(14) borne sup [n,| < 31x1,

et d’autre part, pour tout k satisfaisant a (12), la relation

k—1 1
(15) AN IART R P A bl —% [1x[].
i=1

Or, il existe un k tel que |&) > 2|x||, donc conformément a (10),
que |n% | = 1. Par conséquent, 1a relation {15) étant déduite pour Pindice n
donné arbitrairement, on en tire pour n = my: |n,| = 3[x|| -4 xi| = %lixl,

1 . . =
am ERER b
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d’ont bqrgf{%lp In.] = &11%). En rapprochant cette inégalité de Iinégalité (14),
nous voyons que la formule (9) se trouve ainsi établie.

Faisons 4 présent correspondre a tout x = {&} la suite y = {n,}. définie
par Pegalité (8). En vertu de (9) la suite y est bornée et on a, en posant
y=Ulx),

(16) glx] < U] < i),
de sorte que I'opération U (x) est linéaire.

D’autre part, pour x; = {£}, on

€i={1 pour =g,
" {0 pour isn,

on a par définition y, = U{x) pour i=1,2, ... Par conséguent pour

[+a]
x={{} ={c) on a x= 21 §ix; d'oll, par suite de la continuité de
=

Popération U(x), il vient y = U(x) = '21 EU(x) = :E &y, donc, cette
i= =1

derniére série étant convergente, on obtient y < G,.
Reciproquement, soit y = G,. Par définition de G, on a donc y=lims,
-

rﬂ rl!
ot §, = -21 o} yi; pour t, = 3 afx; on a par conséquent t, = (go) et U(t) =s,.
i= i=1 ‘

Or, la relation (16) domne ¢|t,~1,| < |U(t,—t)| = [s,—s,|; Tégalité
lim |s,—s,| = i i —1,| = insi 1a i
p_m| »—5| = 0 cntraine donc 31_]‘130 lt,—t = 0. Ainsi la suite {,} est
o g+ o0 :
convergente. En posant x = lim z,, on a donc x < {(cy) et Uix) =y, de
n—+ox :

sorte que l'opération U(x) est biunivoque et transforme (c,) en G, tout
entier.

Les espaces (co) et G, sont donc isomorphes et comme G, = G, on
en conclut que dim,(co) € dim; G, ce qui entraine par suite des isomorphies
entre G et E et entre (co) et (c) que dim,(c) < dim,E, contrairement

& I'hypothése (3). Le nombre de dimensions de E est par conséquent fini,
cq.fd.

Pour () o0 p > | la démonstration est analogue.

§ 3. Dimension linéaire des espaces (L'?) et (I¥)) o p>1(Y

Tugorime 2. Toute suite de fonctions {x;(t)} appartenant a (L), faible-
ment convergente vers 0, contient une suite partielle {x; (f)} telle que lon a

Om'") pour 1<p<2,
pour p=2.

('Y Les théorgmes de ce § ont été trouvés en collaboration avec M. S. Mazur.'
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Démonstration. Nous allons nous appuyer sur l'inégalité suivante

pour p > 1:
E(p) .

(18) ja+bl? < |a?+ plal’™ " b - sign a+z‘llbl"~’ru'3j)_:,z Jal? =3 1P (1),
ol @ et b sont des nombres réels quelconques, A et B des constantes qui
pe dépendent que de p et E(p) désigne l'entier de p. Par conséquent le
dernier sommande disparait, lorsque p < 2.

Définissons la suite {x,} par induction, en posant i, = 1 et en désignant
par i, ot n > ! un nombre naturel arbitraire satisfaisant 2 I'inégalité

i
(19) ] Ise= (0171 sign s,y () x;, (6} dt| < 1,
0

n-1
ot 5, () = 3, %,(). Un tel i, existe, puisque par I'hypothése la suite
k=1

!
{x:{t)} converge faiblement vers O et [s,_;()"™! = (I'9) ou ;J—+-q— =1.

L’inégalité (18) donne pour a = s,—,(¢t) et b = x; (¢} par intégration:

1 1 1
(200 [lsalPdt < [lse-qiPde+p [ |sp (177" -sign g,y X, di+
) b 0

E(p) 1

1
+A [ %, |7dt+B Y, [ lsy-1|777|x, 7 de.
V] J=20

La convergence faible de la suite {x,(t)} implique en vertu du théoréme 1
(Chapitre IX, § 1), p. 128, que la suite des nombres {|x,]} est bornée et on
peut admetire sans restreindre la généralité du raisonnement que
(21 Ix.ll <1 n=1,2,..

Or, dans le cas ol p>2 on a selon (21) en vertu de linégalité
de Riesz (cf. Introduction, §2, p. 24) pour 2 < j < p:

pour

1 1 1
I|Sn—1]p_j¥xr,,|jdt < [j‘ |S"_1|pdt](p—f)lp < 1+[j |S,,_1|”dt]“’"2)”’
0 0 0

d'od, selon (19) et (20}, [5,17 < llsuey [P+ 14 A+ Bp(1+[s,— 472, ce qui
conduit par itération a la forme

n—

1
(22) Is.l? <-ContD ¥ 5] 772
. k=1

ot C=1+A+Bpet D= Bp.

(*) Pour la démonstration de cette inégalité voir S, Banach et 5. Saks [27], p. 52
[ce volume, p. 3977. Y
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Soit M = C+D+2. Nous ailons montrer par induction que

(23) Isd S M-n'?  pour n—1.2,..

En effet, par definition de s, et d’apras (21) on a |5, €1 et, en
admettant que l'inégalité (23) est vraie pour les indices inférieurs a un n

-1 .
kP24 Cop < D MP~2. ppi2

+¢-n < MPppi? (D-j\/{"2+n1'P’2C-M"’), ce qui entraine linégalité (23),
puisque, comme on verifie facilement, la somme en parenthises est < 1
pour p > 2.

En vertu de (23),‘ Pegalité |5, = O(n'"*) pour p > 2 est ainsi &tablie.
Passons au cas o0 1 < p < 2. Par définition de s, on tire de (20) et (21)

donné, on a selon (22) |ls,|IP < D- MP~2
k

1

1
Jlsa7dt < Jlsr=aPdi+14+A4B, €08 [5]7 < -1 17+ C 0 € =1+ A+ B

et par conséquent |ls,||” < |5, |7+ C(n—1) < C-n done, en posant M? = C
nous obtenons |5, < M -n'/?, de sorte que dans le cas en question I'égalité
Is,| = O(n'’") se trouve aussi établie, c.q.f.d.

Remarque. Le théoréme précédent cesse détre vrai, quel que soit
p> 1, si on remplace dans les relations (17) le signe O par o.

1En effet, pour p>2 soit x(f)=sin2rit. Comme on a

lim [ o{¢) sin 2mitdt = O pour toute fonction intégrable «(z), la suite {x:(t)}

i=x g

est dans (L”) faiblement convergente dans Iintervalle [0,1]. En posant

5,(t) = kZI x;, (t} ou {x,;(r)} désigne une suite partielle arbitraire, on a donc

T I J—
15 (D) = :/J" s, P > \/jss(r)atr ~ \/_1_ i,
Qo 0 2

ce qui prouve que O ne peut pas étre remplacé par o.

Pour 1 < p £ 2, en posant

20 pour iété-zilfl,
x; () =

| 1
0<r<—27et———-<ts1,'

0  pour 51

on a pour toute suite partielle {x; ()} égalite

e
ISall = (/g |spe)Pde = 2/n,

qui montre I'impossibilité de remplacer O par o aussi dans ce dernier cas.
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TuiorEME 3. Toute suite {x;} d’éléments de (I") ou p > 1, faiblement
convergente vers 0, renferme une suite partielle {x;} telle que

1 = O(nE).

(24) | Z

Démonstration. Soit x; = {£}. La convergence faible de {x;} vers 0
entraine (cf. p. 131), que

(25) fimé& =0. pour r=1,2,.:
et que
{26) x| <M powr i=1,2,..

La définition recurrentielle de la suite {x;} est la suivante: x;, = x,
et x;, oit n > 1 est un terme arbitraire de la suite {x;} satisfaisant & I'inégalité

N N
(27) Y G < X G+,
=1 i=1
n—1
ol {{;} = s,-y = Y x, et N désigne un nombre naturel tel que
¥=1
o0
(28) 2P <1
J=N

Un x; ainsi défini existe en vertu de (25). On a par définition:

N s
Isul? = sna+xal” < 3 1= Epl+ B 18+ 8,
i= i=

d’o en vertu de (27) et de l'inégalité de Holder

N %X s G 1
Isa? < F G+ 1[0 Z 1P+ 2 1607

et par conséquent selon (26) et (28) s, € Is,_ 1 |F+1+(1+ MY
= 8,1 }P+C o0 C = 14+(1+MpP. Il en résulte que |s,[|®” < C-n, d'ov
par définition de s, l'égalité (24), g.f.d.

Remarque. Le théoréme 3 qui précéde cesse d’8tre vrai pour tout
p > 1, si on remplace O par o dans la formule (24).

En effet, il suffit de poser

‘E[:{l pour {=r,
r 0 pour i#r,

pour avoir || ¥ x,] = n'?, quelle que soit la suite partielle {x;}.
k=1

Nous allons deduire des théorgémes 2 et 3, qui viennent d'étre établis,
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plusieurs relations d’une part entre les dimensions linéaires des espaces
(L et (L@, d’autre part entre celles des espaces (I) et (I) et enfin
entre les dimensions linéaires des espaces (I%7) et celles des espaces (I*9),
en posant partout p > 1 < g.

LEMME. §i dim, (L?) < dim, (I'?) ot p > 1 < q, alors on a soit g<p <2,
soit 2 € pxgq.

Démonstration. Il existe par hypothése une opération linéaire
y=U(x), ob x = (I}, qui transforme (L*) en sous-espace fermé G de
(L) d’une fagon biunivoque et continue. Etant donnée umne suite {x,} of
x, < (I'?), faiblement convergente vers @, il en est donc de méme de la
suite {y,} ol y, = Ulx,). En vertu du théoréme 2, p. 179, il existe par
conséquent une suite partielle {y,} telle que

i o ot . _ J ljg pour 1 < g<2,
@) | Z vl =00 ov ¢l = { 12 pour g5 2.

L’opération inverse x == U~'(y) étant continue, i exist¢ un M > 0 tel

n n
que [[x|| < M |y| pour tout y =G, dou | 3, x| < M | :;;y‘*“ et par

conséquent, selon (29), H 3 x,-k[ = O(n*9), done,’ {x;} étant une suite
k=1
arbitraire faiblement convergente vers &, on conclut de (29) que

(30) o@ < elg).

Or, comme les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans (L)
et (I sont (¢f. Chapitre XI, §6, p. 166, 2°) isométriques respectivement

G=7)

g 4
avec (L?™1) et (L(q‘l)), nous pouvons admettre que opération conjuguée
. _P
X = U(Y) transforme (L(““)) en (L"“l)) et il résulte du théoréme 3

) P )
(Chapitre X, § 1), p. 140, quelle a pour contredomaine l'espace (L(”‘l})

tout entier. En vertu du théoreme 10 (Chapitre X, §1), p. 142, il existe
P

donc un m> 0 tel qui chaque X < (L”") vienne correspondre un

_A. _
Yo (L("“l)) de fagon qu'on ait X = U(Y) et |Y| < m{X]|.

P
Ceci dit, soient {X,} une suite quelconque d’élements de (L("‘l)),
faiblement convergente vers 0 et {Y,} la suite assujettie aux conditions
X, = U(Y) et | Y| € m|X,| pour tout n naturel. La suite des normes {| ¥,/}
étant donc bornée, il existe (voir Chapitre VII, §7, p. 126), une suite
partielle {¥,} faiblement convergente. Si on en deésigne la limite par Yo,
il vient U(Y;) = 0, puisque la suite {X,} converge faiblement vers 0.
On a en conséquence X, = U(Y,—~Y) et, en outre, la suite {¥,— Yo}
converge faiblement vers 0. En posant ¥; = ¥, —¥, pour i=1,2...., on
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peut donc en extraire en vertu du théoreme 2, p. 179, une suite partielle
{Y,} telle que

(L

(2 DRARTIUNN.

dol, en posant X; = U{Y,), on obtient |X;| < {U]-|¥,| et
n " qTqi)

33) | 2 Xy = 0@ 7).
=

La suite {X;} étant par définition extraite de {X,}, on conclut de (32)
et (33) en vertu de la remarque p. 181, que

' 4 q
9 (P(p—l)sqa(q—l)’

d’oti selon (30) et par définition de la fonction ¢ on tire sans peine les
inégalités quil fallait démontrer.
On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants.
TutorEME 4. Si dim (I™) = dim,(I?) o p > 1 <gq,oma p=gq.
TueorREME 5. Si 1 < p <2< g, les espaces (L'™) et (L) sont des
dimensions linéaires incomparables.
THEOREME 6. Si 1 < p # 2, on a dim; (I} < dim, (L),
Démonstration. Soit pour x{f) = (I?):

y() = —azo—-i— Y (aicos2't+b;sin2'f) -

i=1

L]

T

12 i . .
ot a; = P [ x(t)cosirdt et b, = - x(¢)sinitdt, quel que soit
0

O Sy

o 2
Comme Y (a?+b?) = [ x*(0)dt, il existe(*) une constante M > 0 (ne
i=0 1]

dépendant que de p) telle que
21 1 X 1
[ ly@r]r < ML Y, @ +50]*

En posant y - U(x), on a donc y < (I!") et Plinégalité précédente
peut gtre écrite dans la forme
Iyl < Mlxl

de sorte que Popération U(x) est linéaire.

. (Y En vertu d’un théordme de M. A Zygmund (voir Sur les séries trigonométrigues
lacunaires, Proceedings of the London Mathematical Society 5 (1930), p. 138-145).
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Il existe (*) d’autre part une constante K telle que

[

]

18

1 2g
0(a?+b?)]2 <K | |y@)dt,
Q
d’'ou en vertu de l'inégalité de Riesz (v. Introduction, § 2, p. 24):

[

s

i=0

2q
(a?%—b?]]% < Ko [g Iy(t)|"dt]%’

done [[x]| € Cly| ot C =K ’{ﬁl—ﬁ, de sorte que U(J;) admet 'opération
inverse continue. ;

On a par conséquent la relation
dim, (L) < dim, (L)

ou le signe d’égalité est exclu (puisqu’on aurait alors en vertu du théoréme 4,
p. 184, I'égalité p = 2, contrairement A Ihypothése), c.qfd.

Il est & noter que le probléme suivant reste ouvert: est-il vrai que
pour g < p < 2, ainsi que pour 2 < p < qon a toujours dim, (L) < dim, (1/®)?

Pour les espaces (I) et (/) on a le .

TueoreME 7. Les espaces (I”) et (19) o | < p # q > 1 sont des dimen-
sions linéaires incomparables. .

Démonstration. En posant dim,(I?) < dim,(I) et en procédant
comme dans la démonstration du lemme, p. 183, on obtient en effet les
inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)):

1l o 2t a1

p q p g
d'oll p = g, contrairement i ’hypothése.
Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L) et (19),
Tueorkme 8. §i dimy(L?) < dim() o p>1<q, on a p=g = 2.
Démonstration. Par le méme procédé on obtient (au licu de (30)

et {34)):
1 -
plp) < — e cp(——p—)é»q——l,
q p—1 q
ol
1
o pour n <2,
(35) (p(n) = 1
> pour n2=2,

Il en résulte aussitdt que p = g = 2, c.qfd.

(") Voir S. Banach [28], p. 212 [cette &dition, vol. I, p. 181].
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Le théoréme 8 qui précéde entraine en vertu du théoréme 1 (Cha-
pitre XI, §2), p. 154, le |

CoroLLAIRE. Pour gque dim, (L) = dim, (i), il faut et il suffit que
p=qg=2. -

TutoriMe 9. Si 1 < p # 2, on a dim, (I?) > dim, (7).

Démonstration. En effet, si on avait par contre dim, (L) < dim, (1‘{”)’,
on aurait en vertu du théoréme 8, p. 185, en y posani p = g, I'égalité
p = 2, conirairement & I'hypothése. . . .

1l reste donc  montrer que les espaces en question sont de dimensions
linéaires comparables. Posons a ce but

L 1 1
— £t € ==,
2F  pour > t T
yi{t) = 1 i
0 pour 0<t<§TetF<t€1,

1 3

d’ob [ |y:(n)|Pdt = 1, donc y;(¥) « (L™ pour i=1,2,...; soit pour tout
0 .

x = {&} = (I7)

y() = -i“l 437 (f),

1 @ .
d’ol | |y(®)Pdc = ¥ |£17. En posant par conséquent y = U(x), on obtient
)] i=1

vl = x|, ce qui prouve que Topération U(x) est lineaire et admet
Yopération inverse continue. Or, elle transforme par isomorphie (I'¥)) en
sous-espace de (L™).

TutoriMe 10. Pour 1 < q < p < 2, de méme que pour 2 < p < q, les
espaces (I?) et () sont des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. En supposant que dim, (L) = dim,(/), on aboutit
par le raisonnement employé dans la démonstration du lemme, p. 183,
aux inégalités (analogues a (30) et (34)):

o e el
— et < 1,
. @ (p) p L
ol la fonction ¢ est définie par la formule (35), p. 185 On en déduit
aussitét quon a soit p € g < 2, soit 2 € g < p, contrairement a I'hypothese.
La question suivante reste cependant non résolue: est-il vrai que
p<gq <2, deméme que2 < q < p, entraine l'inégalité dim, (L) > dim, (I%)?
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ANNEXE

Convergence faible dans les espaces du type (B)

Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions de
convergence faible, & savoir: la convergence faible des fonctionnelles linéaires
et celle des éléments('). Les deux notions sont évidemment différentes. Nous
allons ajouter ici quelques théorémes relatifs 3 Pétude de ces notions.

§ 1. Les deérives faibles des ensembles de fonctionnelles linéaires

Etant donné un espace du type (B) séparable, soit I’ un ensemble
quelcongue de fonctionnelles linéaires définjes dans E.

Appelons une fonctionnelle linéaire X point daccumulation faible de
Pensemble I, lorsquil existe une suite de fonctionnelles {X,}, oil X, # X
et X; = I' pour tout k = 1,2, ..., qui converge faiblement vers la fonction-
nelle X.

L’ensemble de tous les points d’accumulation faible de lensemble I
sera dit le derive faible dordre 1 de T, et le dérivé faible. du dérivé
faible d’ordre n—1 de I' s'appellera dérivé faible d'ordre n de I. Les
dérivés faibles successifs de I' seront désignés par Iy, [z, over Finys -

Si I' est un ensemble linéaire, on a evidemment

Frcryelgec..clyc Toeny = .

Il est facile de donner un exemple d’ensemble linéaire I' qui soit
ferme, sans étre faiblement fermé.

Considérons, en effet, comme I I'ensemble des fonctionnelles linéaires définics dans
Pespace (¢q) (%) de la forme

(1) X(x) = fi Cé®),

ol x = {£} <= (¢o) &L € = i G
i=3

(") CI. Chapitre VTII, §4, et Chapitre IX, § L.

(*) C.-d-d. dans I'espace des suites de nombres réels convergentes vers 0 {of. Chapitre XI,
§ 6, p. 166).

(*) CI. Chapitre IV, §4, p. 74.
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On constate aisément que l'ensemble I' ainsi défini est linéaire, fermé et qu'il ne
contient pas la fonctionnelle de la forme (1) oo Cy =168 C; =0 pour i =2,3,... Or,
cette dernisre fonctionnelle étant (voir Remarques au Chapitre VIIL §6, p. 124) la llm1te
faible de la suite {X;} des fonctionnelles de la forme (1) ol

i=1oni=k,
i#Elet isk,

1 our
=1y "
0 pour

I'ensemble " n'est pas [aiblement fermeé.

Tugorime 1. 11 existe pour tout n naturel un ensemble linéaire de
fonctionnelles linéaires définies dans Tespace (co) et dont le dérivé faible
dordre n nest pas faiblement fermé (*).

Démonstration. Toute fonctionnelle linéaire X deéfinie dans (co) étant

m
de la forme (1) oi x = {&} < (co) et 3, |G| = |X|, soient 4, Pensemble
i=1

de celtes ou T'on a Cp; =0 et 4, lensemble de celles ou Cy—y =0
pour i = 1,2,.

Faisons correspondre d’une fagon biunivoque 2a tout couple r,s de
nombres naturels un nombre pair N(r, 5} et de&gnons par -Z, . la fonction-

nelle linéaire définie dans (c,) de la forme Z, ,(x Z Cié ol x = {&} < (co)
et telle que

@) Ci= { 0 pour

= N(r, s),
i# N(r,s).

pour

Considérons un ensemble linéaire quelconque G de fonctionnelles liné-
aires définies dans (cp). Soit H I'ensemble de toutes les fonctionnelles de
la forme (1) ol Cp; =0 pour i=1,2,... et telless que la fonctionnelle

Z Cyi-1 & appartienne 3 G. L’ensemble H ainsi défini est évidemment

lmcalre et on a H < 4,. Comme sous-espace de (I), ensemble 4, est
séparable. H contient donc une suite de fonctionnelles {¥,} dense dans
I'ensemble des fonctionnelles 3 normes < 1, appartenant 3 H, et telle que

3) |Yi<1 pour r=1,2,...
Posons pour r et s naturels:
@) X, o= Y+rZ,,

(!) Le premier exemple d'un ensemble linéaire de fonctionnelles lindaires dont le dérivé
faible n'est pas faiblement fermé a ét2 donné par M. S. Mazurkiewicz (Sur la dérivée
Jaible d'un ensemble de fonctionnelles iinéaires, Studia Mathematica 2 (1930), p. 68-71).
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et désignons par I' 'ensemble linéaire des fonctionmelles X de la forme

(s) Y3 a,+

s=l

rs rs"“

IJMa
M=

rar.s Z’.S ¥

r

Il "MH

nn

[y

¥
5
ol il n’y ait tout au p]us qu'un nombre fini de a,, non nuls.

En raison de (4) et (5) on a donc par deﬁmtmn des ensembles
Al et 4 3

© |5, s> | 5, e 2] =

1
1

8

1z

[ra,.ql.

in

bt

s=1 ;
Soit & présent {X;} ou X, < I pour k= 1,2,..
convergente vers X. En vertu de (5) on pent poser

. une suite faiblement

o
(7) Xk = Z ay.“)er.s = X;¢+X;c,,
' ot
ol
(8) X = 2 Y, Z a® et = Z ral z, ..

5=

On a évidemment X, 1, et Xy < 45, quel que soit k, de sorte
que les suites {X;} et {X|, convergent faiblement vers certaines fonction-
nelles X' < 4, et X" < A,; par conséquent X = X'+ X"

H' désignant, comme d’habitude, 'ensemble dérivé de H au sens ordi-
naire, nous allons montrer d’abord que

9) X' < H.

En effet, il existe par suvite de la convergence faible de la suite. {X,}
vers X, un nombre M >0 tel quon a.pour k=1,2,..., | X\ £ M, dou

selon (6}+8) Z [ra®| <

M; en posant donc b® = Y a®, on peut écrire

=1

(10) S M <M pour k=1,2,..

r=1

Il existe par conséqueat une suite partlelle {k} telle que . la limite
b, = lim b%? existe pour tout r =1,2,.

J==x

On a donc en vertu de (10)

(11 : -irmsM
r=1
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Pour tout m naturel on a en conséquence

o m—1 x '
Y b —b| < T b#-bi+ X F+ 3 (b,
r=1 r=m F=m

r=1

ce qui donne selon (11) et par définition de b, I'inégalite

fm 3 [b*—b,i < 2M/m,

J=xo=
d’olt, m etant arbitraire,
%
lim Z |B¥D —b,| = 0.
Jr r=1

o«

Remérquons que la sériec Y b, ¥, est daprés (3) et (11) convergente
r=1

et Pegalité qui précéde implique d'aprés (8) que X’ en est la somme. Comme
Y. « H pour tout r naturel et H est un ensemble linéaire, on a donc
X< H.

1l est ainsi démontré que pour X = X'+X" < I'yy, ot X' < 4, et
X" < A;,on a X' H'. La formule (9) se trouve donc établie.

D’autre part, on constate facilement que la suite {Z, .} tend faiblement
vers @ avec s—c0; par conséquent en vertu de (4), la suite {X,,} tend
faiblement vers Y, lorsque s—oc. On a donc

(12) Y=y pouwr r=1,2,..

Soit maintenant {X,} ol X, < Iy, pour k = 1,2, ... une suite faible-

ment convergente vers X < 4, ('). On a évidemment X, = X,+X},

ol X; = H' et X « 4,. On apergoit aisément que la suite {X,} converge
faiblement vers X, d'oll X < H,,. Réciproquement, il existe pour tout
X < Hy, une suite {X,} de fonctionnelles appartenant a H et faiblement
convergente vers X. Nous pouvons admettre sans restreindre la généralité
que |X,| <1 quel que soit k = 1,2,... Par définition de la suite {Y;}
il existe: pour tout k un indice r, tel que |X,—¥,|< l/k, de sorte que
la suite {¥,} est aussi faiblement convergente vers X. Il en résulte selon (12)
que X < Iy, dou X < 4, F, (puisque H,, = 4, par définition de 4,).
Ponc

(13) A, Ty = Hyy.

En procédant ainsi de suite, on montrera par induction que I'on a dune
fagon générale

(14) M Fpyyy=Hy, pourtoutn=1,2,...

('} Le symbole AB désigne d'une fagon gen¢rale la partie comumune des ensembles
A et B

Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (8) 191

Ceci établi, revenons a I'ensemble donné G. Si ’on admet que le dérivé
G' de G n'est pas faiblement fermé, il en sera évidemment de méme du
dérive H’ de H, et, en vertu de (9) et (13), il en sera encore de méme du
dérive faible I'y, de I'. D'une fagon analogue, en admettant que le dérivé
faible G,_,, dordre n—1 de G ne soit pas faiblement fermé, il en sera
évidlemment de méme du dérivé faible H, d’ordre n de H, donc, en vertu
de (14), aussi du dérivé faible I, d’ordre n+1 de I, c.q.ld.

Remarque. On peut définir les dérives faibles I'y dordre transfini &
de I' pour les nombres transfinis ¢ de deuxiéme classe, en posant
T = Z Ty ou Iy = (Feo1)a), suivant que & est un nombre-limite

ou non

On peut établir alors par induction le théoréme suivant, analogue au
théoréme 1;

Il existe pour tout nombre transfini & de deuxiéme classe un ensemble
linéaire de fonctionnelles linéaires définies dans Iespace (co) et dont le dérivé
faible dordre & nest pas faiblement fermé(*).

On peut cependant montrer gque, E étant un espace du type (B)
séparable et I' un ensemble arbitraire de fonctionnelles linéaires définies
dans E, il existe toujours un tel nombre £ fini ou transfini de deuxiéme
classe que I'ensemble I'y, est faiblement fermé. C'est une conséquence facile
du théoréme 4 (Chapitre VI, § 5), p. 121.

THEOREME 2. Soient E un espace du type (B) séparable et I' = E(?)
un ensemble linéaire. Pour que I'q, = E, il faut et il suffit quil existe un
nombre M > 0 tel gue I' contienne pour tout x < E une fonctionnelle X
satisfaisant aux conditions

(15) <M e |X(x)| =]

Démonstration. Nécessité. Soit pour tout » naturel 4, Fensemble
des fonctionnelles linéaires X définies dans E qui sont des limites faibles des
suites {X,;} de fonctionnelles appartenant a I' et vérifiant l'inégalité |X,| < n
pour k=1,2,... On a donc. en vertu du théoréme 2 (Chapitre VIII, §4),

p. 120, Iy, = Z 4,, d'ot par I'hypothése

(16) E=

"

4,.

i s

Remarquons que tout 4, est un ensemble fermé. Soit, en effet, {X j} une
suite de fonctionnelles appartenant & 4, ou lim |X;—X| = 0. Par définition
. e

(! Voir 8. Banach, Sur l¢ dérivé faible des ensembles de fonctionnelles linéaires,
Studia Mathematica IV (2 paraitre). [Ce travail n’a pas €té publié.]

(3) E désigne, comme auparavant, 'espace conjugué-avec E, c-a-d. ]’espacc des fonction-
nelles linfaires définies dans E.
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de 4, il existe donc pour tout j une suite {X{} faiblement convergente
vers X;, ou Xj < T et |Xi] € n pour k= 1,2,... Etant donnée une suite
{x,}, dense dans E, les égalités hm Xi(x) = ( AN 11m X;(x,) = X(x,),

qui se présentent quels que soxent j et r, entrainent 1’ex1stence d’une suite
{X1} telle que J1_1{510 X{,(x,) = X(x,) pour tout r = 1, 2,... Comme |X{| < n,

il en résulte en vertu du théoréme 2 (Chapitre VIII, §4), p. 120, que la
suite {X}} converge faiblement vers X, d'oiit X < 4,.

A1n51 tout A, étant fermé et l'espace E étant également du type (B),
I'égalité (16) entraine lexistence d’un indice n, tel que 4,, contient une
sphére K — E. Désignons par X' le centre et par o le rayon de K.

Ftant donné un élément x = E, il existe en vertu du théordme 3
(Chapitre 1V, §2), p. 64, une fonctionnelle X, < E telle que

an ' Xo(x) = |xi et |X =
Posons

a
18 A= ———— et
(18) 1+ X
On en tire facilement | X"—X'1 < g, d’out X" < K « 4, . Il existe par
conséquent deux suites {X;} et {X;} de fonctionnelles appartenant ar

et faiblement convergentes vers X' et X" respectivement; on a donc en
méme temps

(19) X} <ny et |Xj)<no pour
1.._~

1 A
La suite {_A— X;{——j_mﬁ X L} appartient 3 I' et d’aprés (18) tend faible-

ment vers X,. D'aprés (17) il existe par conséquent un indice k, tel que

1 1—
(20) R

X"= AXo+(1-4) X"

k=1,2,..

WXy =a-lx] ol t<a<2.

A

1/1 N T A '
En posant done X = ?(I X;{O——T X,’m), on obtient X < I', X(x)

2n
<M= -—°(2+2|X’|+g) de sorte

que M est indépendant de x. Ainsi la condmon (15) se trouve en effet
réalisée.

Suffisance. 4 désignant lensemble des fonctionnelles linéaires X
appartenant a I' et telles que |X| <1, il existe dans A4 suivant le

t_he_or'eme 4 (Chapitre VIN, §5), p. 121(%), une suite de fonctionnelles
linéaires {X,} faiblement. dense dans 4

= |xi{, et, en vertu de (18)}(20), |X]|

(') En y remplagant I par 4 et 4 par {X,}.

r
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Posons pour tout x < E
(21 y={n} ot
On a donc
(22} LERS

d’olt y = (m). En admettant pour y la norme adoptée dans (m), on obtient
de (21) et (22)

(23) _ Iyl < |x).

D’autre part, X < I désignant umne fonctionnelle qui remplit par

7, = X,(x) pour r=1,2,..

|Xr| ' lxl = |x|:

1 .
Thypothése la condition (15), posons X' :“j}fX . Par consequent |X'| <1

dot X' = A. 1l existe donc une suite partielle {X,} faiblement con-
vergente vers X', d’ou lim [X, (x)| = |X'(x)|, ce qui donne en vertu de {15)
Jo o

I 1 .
et (21}, lim [n,| = | X' (x)| = 573 [x} et par consequent
24 ¥ > = I
= —— | X|-
Wy

En posant donc y = U(x), on voit facilement de (21) et (23) que
Popération U(x) est linéaire; en vertu de (24) il en est de meme de
I'opération inverse x = U~ !(y}. L’espace E étant par hypothése séparable,
le contredomaine E, de U(x) l'est €galement par suite de la continuité
de cette opération.

Ceci dit, soient X une fonctionnelle linéaire quelconque définie dans E
et

(25) Yy) = XU O,

de sorte que (I'opération U~!(y) étant linéaire) Y est une fonctionnelle
linéaire définie dans E,. En vertu du théoréme de M. S. Mazur (Chapitre 1V,
§4), p. 79(%), il existe donc une suite double de nombres {z,} telle que

lim Y «,n pour yc<E,

AT L=

(26) Y(y) =

et o,, = 0 pour r > k, ou {k,} est une suite de nombres naturels On en
deduit suivant (21): .

20 ky .k, ' _
(27) ; O 1, = );1 e Py = };; a0, X, (%) = X, (x),

() En y remplagant &; par 7,.

13 — Oeuvres 1. I[
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de sorte que X, < I' pour n = 1,2, ...,
et X,cdc . . _
Or, on a selon (26) et (27) Y[U{x}] = ,,ll.n; X, (x), dou selon (23)

X (x) = lim X, (x) pour tout x = E; la suite {X,} converge donc faiblement

puisque I est un ensemble linéaire

vers X. Par conséquent X < I'y,, ce qui prouve que la condition est en
effet suffisante, c.qfd.

Il est facile de voir que lensemble E de foutes les fonctions réelles
bornées et continues x(q), définies dans wimporte quel ensemble métrique Q,
constitue un espace du type (B), lorsqu’on y définit I'addition et la multipli-
cation par nombres de la facon habituelle et prend comme norme

(28) [x] = borne sup |x{g)|.
g=Q

Si, en outre, I'ensemble @ est compact, I'espace E en question est
separable.
On a dans ces hypothéses le

TuiorEME 3. {g,} désignant une suite de points dense dans Q, il existe
pour toute fonctionnelle linéaire X définie dans E un tableau de nombres
réels {a,} et une suite de nombres naturels {k,} telles que

lim Z 0 X

l—*:):

(g)= X(x) powr xcE.

La démonstration résulte du théordme 2 qui précéde, étant donné que
dans ces conditions lensemble I' des fonctionnelles linéaires de la forme

m
2 a;x(g;), o a; sont des nombres réels et m est un nombre naturel
i=1

quelconques, satisfait & hypothese du théoréme 2.

En effet, il existe pour tout x = E un gy < Q@ tel que x(g) = %max|x{q}\ =3} |x|

et comme Xg{x) = x{g,) est une fonctionnelle linfaire 4 la norme ! on n’a qui mettre
M=2

Le théoréme 3 peut.&tre aussi déduit facilement par Papplication directe
du théoréme de M. S. Mazur, p. 79.

§ 2. Convergence faible des elements

Soit 4 présent () un ensemble abstrait quelconque, pas nécessairement
métrique, et E l'espace du type (B) de toutes les fonctions réelles bornées
x(g) définies dans @, avec la norme (28).

Une fonctionnelle X définie dans E s’appellera non négative, lorsque,
quelle que soit la fonction x = E, la conditich x(g) = 0 pour tout g = Q
entraine X (x) = 0

icm
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TukoriMe 4. Toute fonctionnelle linégire X définie dans E est une
différence de deux fonctionnelles linéaires non négatives définies dans E.

Démonstration. Posons pour tout scus-ensemble S de @
(29) p(8) = borpe sup X (¢7)

oll @ désigne d’une fagon générale la fonction caractéristique de I'en-
semble T. On a donc

(30) 0 < u@S) < [X]

et u{S;+8,) = n(S)+u(S;) pour §; et §, disjoints. En raison de (29)
on a de plus

(31) X (ps) < u(S).
Pour toute fonction x < E telle que x| = 1 soit
i

our —
P n

i 1
{32) X,(g) = — < x{g) < o —ngign
n
On a évidemment |x,(g)—x(g)| <

< 1/n et par conséquent

1/n pour tout g < @, d'ou ||x,—x]

(33) . x = lim x,.

| and=

8;, désignant lensemble de tous les cléments de ¢ qui satisfont
a l'équation x,(g) = i/n o —n € i € n, posons

lm ¥ (S,

R+ j=_—y N

(34)‘ X(x) =

On montre facilement que, en vertu de (33), la limite (34) existe
et qu'on a selon (30) | X'(x) < {X].
'Or, la fonctionnelle X'(x) est non négative, car, en admettant que

(35) x{q) =
on obtient de (30) et (34) l'inégalité
(36) X'(x) = 0.

Remarquons d’autre part que (32) donne

0 pour tout g = Q,

(@) = T —¢s,,().
=0 N
d’ot selon (31)

n

Xx)< Y —:Tu(S:...)

i=0
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et par conséquent d'aprés (33) et (34)

(37) X(x) < X'{x),
de sorte que la fonctionnelle
(38) X'(x) = X" (x}— X (x)

est également non négative, car on a en vertu de (37) Iinégalité X"(x) = 0
toutes les fois que la condition (35) se présente. Enfin, X (x) = X' (3)— X" (x)
par suite de (38).

THEOREME 5. Pour qu'une suite de fonctions {x,,} a normes bornées dans
leur ensemble et appartenant a E converge faiblement vers @, il faut et il
suffit qu'on ait
(39) lim lim |, (g)| = 0

B o T
fandl- <]

pour toute suite de points {q;} appartenant @ Q.

Démonstration. Nécessité. Supposons, par contre, que pour une
suite {¢;} de points de Q on ait lim lim |x,{(g)| > « > 0. Il existe donc
Heb o T

une suite croissante {n,} de nombres naturels telle que lim |x,,(g)| > « >0
{—+oo

pour tout k et on peut en conséquence extraire de {g;} par la méthode

de la diagonale une suite partielle {g;} telle que

(40) [limx,, (g;)| >« >0 pour k=1,2,..
Fimd|

Considérons la fonctionnelle linéaire X définie par la formule

X(x) = Lim x(g;) pour tout x < E,
S A

le signe Lim ayant ici le sens défini au Chapitre II, § 3, 4, p. 48. On
a alors selon (40) |X(x,) > o pour k=1,2, ..., d'ol

v

(41) Im X (x,)] > a > 0,

de sorte que la suite {x,} ne tendrait pas faiblement vers ©.

Suffisance. Afin de prouver quune suite de fonctions {x,} ot [|x,| < M
pour n = 1,2, ... converge faiblement vers &, il suffit donc, inversement, de
montrer qu'il n’existe aucune fonctionnelle linéaire et non [:cgative X qui
remplisse I'inégalité (41). '

Or, supposons par contre, qu'une telle fonctionnelle X existe; nous -

pouvons évidemment admettre que

42) - IXI=1 et TfimX(x)>a>0.

B 00
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Posons pour tout g < Q

Xy our X =0,
(@) = { (@) pe +(@)
0 pour x,(q) < O,
et
L, (Q) == Xp (Q)_Sn (‘I)
Une des limites Er_nX (s,) et lim X (z,) dépasse évidemment . Soit donc
(43) EX(SJ>%0¢>O.
Posons ensuite pour tout g = Q
S, our § = loc,
) = @ p n(a) :
Q pour  s5,(q) < zo.
Alors |8y~ Vall < £a, d'ol selon (42) et (43)
(44) im X (y,) > 2> 0.

Désignons par §, le sous-ensemble de  formé de tous les g < Q tels
que |x,(q)| = s et soit @,(g) la fonction caractéristique de T'ensemble S,.

1
Comme |y, < [Is.ll < |x.| <M, on a ¢,(q) = ﬁyn(q) pour tout ¢ < Q

et n=1,2,..., donc, la fonctionnelle X ¢étant non négative, X (M -¢,)
= X (y,), d'ot selon (44), en posant § = x/3M,

(45) : lim X (p,) > f > 0.

Considérons la fonction d’ensemble F définie pour les sous-ensembles
S de Q par I'égalite
(46) F(S5) = X(ps)

oll @g est la fonction caractéristique de S. L’inégalité (45) peut donc &tre
écrite dans la forme lim F(S,) > B > 0. Soit n, le plus petit nombre na-
ne o0

turel tel que
(47) lim F(S,, §,) > O(').

Un tel n; existe.

(Y) CL. la note (*), p. 190,
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En effet, supposons par contre que lim F (S, §,) = 0 ct par conséquent que

,
]1mF( 8:5)=0
=1

a-a

pour k= 1,2,... I existerait donc deux suites croissantes {k;} et {n;} telles que pour
J=12, ..
Ay
kj<n <k, FE)>p et F(3 58) <148
: =1
kg
En posant T; = §,— 58, on aurait en conséquence
i=1
(48) T, et T, disjoints pour tout j; # j;
et
(49) F(T) >3f pour j=1,2,..

Par suite y; désignant la fonction caractéristique de Pensemble T, les formules (46)
et (49) donneraient

(50) x(3,
J

y)>nkf pour nm=1,2,..

IIM:

On a cependant d'aprés (48) |): 7 € L dob X(Y v) < 1 pourn= 1,2, .., contraire-
i1 1
ment & (50).

—~

En procédant comme pour (47), on aboutit par induction & I'existence
d'une suite croissante {nj} satisfaisant aux in€galités lim F(S,, S,,... Sy, S,)
Hro0

> 0, de sorte qu'aucun des ensembles {S,} nest vide.

Soit & présent ¢; pour i = 1,2,... un point arbitraire de I'ensemble
Sy, Spy oo Sy, Evidemment, pour tout z> Jj on a donc g < §,;,, d’ol, par
définition de h 1’1negahte [xn; (g} = cx pour tout j = 1,2,. Il en resulte
que lim ix, (g;) = rx et par consequent que T— hm [ %, (qf)| ac, contraire-

i—o0 Cﬂ

ment 4 I'hypotheése (39)

TukoriMe 6. Etant donné un espace E du type (B), pour qu'une suite
{x,} o x, ©E pour n =1,2,... G normes bornées dans leur ensemble
converge faiblement vers @, il faut et il suffit qu'on ait

(51) lim Lim | X, (x,)| = 0
nowo o

pour chaque suite de fonctionnelles {X,} appartenant & un ensemble I' de
Jonctionnelles linéaires définies dans E qui jouisse des propriétés suivantes:
\

1° Pensemble des normes des fonctionnelles X < I' est borné,

2° il existe un nombre N > 0 tel que pour tout élément x < E lensemble
I’ contient une fonctionnelle X remplissant Pinégalité

(52) X(x) 2 N-)x|
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Démonstration. Pour montrer que la condition est suffisante, con-
sidérons Tespace E, de toutes les fonction réelles bornées, définies dans I
Faisons correspondre d tout €élément x « E la fonction f < E,; donnée par
la relation

(53) fX)=X(Kx}) pour X cT.

M désignant la borne supérieure des normes des fonctionnelles X < I,
posons f = U(x). On a d'aprés (53} et (52) N-|x| < | f| € M -|x]|; par con-
séquent, I'opération U étant additive, elle est linéaire, de méme que son
opération inverse.

Ceci établi, si la suite {x,} satisfait 4 la condition (51), on en conclut
d’aprés (53), en posant f,(X) = X{x,), que hm lim | £,(X))] = 0. Il en résulte

l—"i)

en vertu du théoréme 5, p. 196, que la suite {f,} tend faiblement vers &.
Comme Topération x = U~ !(f) est linéaire et x, = U '{f,), il sen suit en
vertu du théoréme 3 (Chapitre IX, § 5), p. 136, que la suite {x,} con-
verge faiblement vers &.

On montre par un raisonnement semblable que la condition est né-
cessaire.

THEorREME 7. Etant donné un espace E du type (B), powr quune suite
{x,} de ses éléments & normes bornées dans leur ensemble converge faiblement
vers O, il faut et il suffit quion ait

(54) Iim X(x,) =0 pour tout X < I,
n=oa0

oti I' est un ensemble de fonctionnelles jouissant des provrigtés 1° et 2° et en
outre faiblement compact.

Démonstration. La condition est nécessair par défipition de la
convergence faible des éléments. Pour prouver guelle est suffisante, il suffit
(en raison du théoréme 6) de montrer que (54) entraine (51).

Supposons par contre qu'il existe une suite particlle {x,,} et une suite
{X.} de fonctionnelles de I' telles gue
(55) lim {X;(x, ) > a>0 pour k=12,..

i—romw

Or, I'ensemble I' étant par hypothése faiblement compact, il existerait
une suite partielle {X;} faiblement convergente vers une fonctionnelle
X, I', dotr selon (55) |Xo(x,)| = o >0 pour k= 1,2,..., contraire-
ment A (54).

On déduit facilement des théorémes qui viennent d etre établis les
théorémes suivants. :

TrEOREME 8. Etant donnée une suite {x,} de fonctions réelles continues,
définies dans un ensemble Q métrique compact et bornées dans leur ensemble,
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la condition necessaire et suffisante pour la faible convergence de {%} vers @
est gu'on qit
nlgg x, (@) =0 powr towt g = Q.

La démonstration s'obtient du théoréme 7, en désignant par E I'espace
des fonctions réelles continues définies dans Q et par I’ Pensemble de
toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans E de la forme X (x) = x(g)
ot xc Eet g= @ On a alors évidemment [X| =.1 pour tout X < [
et il est ais¢ de voir que I' remplit aussi les autres hypothéses du
théoréme 7.

Remarque. En particulier, on obtient aussitdt du théoréme 8 les
conditions pour la convergence des suites de fonctions continues définjes
dans I'mtervalle rectiligne, resp. dans le carre.

TuEOREME 9. Pour quune suite de fonctions {x,} appartenant & Pespace
(M) converge faiblement vers ©, il faut et il suffit que powr toute suite de
Sonctions {a:(t)} telles que

1

[lg@lde=1 on i=1,2,..,
2 ‘
on ait
I
lim lim I o; () %, (tyde| = 0.
T®isw 0
La démonstration résulte du théoréme 6, p. 198, en désignant par I

l'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans (M) de la
forme '

1 R
X(x) = gx(t)a(t)dt oll _fllog(t]ldt =1.
0

On a alors |X [= 1 pour tout X < TI' et, pour tout x < (M), 1l existe
une fonction a(f) vérifiant les conditions - &
1

!Ia(r)ldt:l et [a(®x(d > +|x|.

Il suffit donc de poser dans le théoréme précité N = k.
TrtorEME 10. Pour quune suite {x,}, oi x, = {&, déléments de

Pespace (m) converge faiblement vers 0, il faut et il suffit davoir pour
toute suite dindices {k;}
lim lim &) = 0.

-
n i=roo

La demonstration résulte du théoréme 6, p. 198, en désignant par I'
la suite {X} des fonctionnelles de la forme

X)) =¢ ot x={}cmej=1,2,..

. On a a!ors [X;l=1 pour j=1,2,... et il existe en outre pour tout
X & (m) un j tel que |X;(x)| > +|x||. On posera donc N = 3.
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§ 3. Nous écrivons lim as x,(1) = x (1}, lorsque. Ia suite de fonc’éiuns {x,(t)} converge
asymptotiquement vers la" f:nction x(t).
§ 5. Le dernier théordme implique que si les fonctions continues x,(f} soni bornées dans
leur ensemble et la suite {x,{f)} est convergente partout, 32151; _fb X, (f)doc{t) existe pour toute
] ;

fonction a{t} 3 variation bornée (cf. F. Riesz, Sur le théoréme de M. Egoroff et sur les
opérations fonctionnelles linégires, Acta Szeged 1 (1922), p. 18-26).

§6. La démonstration du théoréme de M. Lebesgue se trouve aussi dans I'ouvrage de
M. H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte flir Math. u. Phys. 32 (1922),
p. 1-88.

§ 7. La distance des éléments x et v dans (S) peut &tre définie également par la formule
(x,)) = ng;r::a( _irnf [m+m,‘r3(|x(t)— ¥ > o)1 (). La métrique ainsi obtenue est équivalente &
celle du texte (veir 1, p. 30).

Parcillement, dans {s} la métrique (x, y) = bcl)gnni uianf[%+lr£3£xﬂ ]fk»—nk|i| Equivaut a celle
domnée dans 2, p. 30 (. M. Fréchet, Les espaces abstraits, Paris 1938, p. 82 et 92),

Dans les exemples 1, 3, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d'ailleurs admettre que les fonctions
en question sont définies dans un ensemble d'une nature plus générale. Ainsi p. ex. dans §,
p. 31, les fonctjons peuvent &tre supposées définies dans un espace (D) compact arbitraire,
ou meéme seulement complet, en se bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornées
continues, resp. uniformément continues.

Beaucoup d’exemples des espaces (D), intéressants au point de vne de la théorie des
opérations, se trouvent dans les ouvrages précités de M. H. Hahn et de M. M. Fréchet;
a I'égard des applications une aftention spéciale méritent les espaces considérés dans les
travaux de M. J. Schauder, Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalréumen et Bemer~
kungen zu meiner Arbeir... Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 47-65 et 417-431 [cf. aussi J. P. Schau-
der, Oeuvres, PWN — Bditions Scientifiques de Pologne, Warszawa 1978, p. 6382 =t 83-98].

Parmi les autres exemples sont & noter les suivanis,

11. Despace (Q) de toutes les fonctions quasi-périodigues ‘avec la métrique (x, )

= _max [x{e)—y(t)l.

—m<t<+

(") Pour la signification des symboles voir p. 25, renvoi (3).
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12. Despace (H(p)) on p =1, formé de toutes les fonctions définies dans le cercle

242 < 1 et respectivement équivalentes (c.-d-d. égales presque partoul) & des fonctions har- -

monigues. La métrique qui y est entendue est donnée par la formule

G =( [ Ix(s, 0= yls, 0] dsds}?.
VRS
13. L’espace (R) des fonctions définies dans [0, 1] et équivalentes respectivement i des

fonctions intégrables au sens de Riemann avec la métrique {(x,y) = vr(’;}ljc_‘rsnlzxx |x ()~ y (8)].

Pour une fonction z{t), od 0 < < 1, mesurable et supérieurement bernée presque pariout,
vrai max z{t) désigne la borne inférieure des mombres w tels que z(t) € w presque partout.
0€:1%1

Les exemples 11 et 12 se trouvent dans Pouvrage de G. Ascoli, Sugli spazi lineari
merrici e le loro variety lineari, Annali di Mathematica X (1932), p. 33-81, et Pexemple 13
dans cetui de M. W. Orlicz, Beitriige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen, Studia
Mathematica 1 (1929), p. 1-39 et 241-255.

M. Orlicz a de plus attiré l'attention sur une classe d’espaces qui contient les espaces
(LY od p > 1 et dont les autres ont avec eux beaucoup de propriétés communes.

Soit notamment M (1) une fonction convexe définie pour toutes les valeurs réelles de u

1 i i
et telle que 1° M(—u) =M@, 2° Jirg;—M(u)::O, 3° u_{lﬁ ;——M(u)=+m et
0 T—
© B, e M@0 < o,

Soit N(u) la fonction définie pour toutes.les valewrs réelles de v par les relations:
Ny} = o mhax [us—M(u)], lorsque v 2 0 et N(v) = N(—v} pour v < 0.
LU= o

Ceci posé, lensemble (0) de toutes les fonctions x(t) définies dans [0, 1] pour lesquelles
1

il existe Pintégrale | M [x(2)]dt, métrisé par la formule
0 .

: 1 1
(x,y) = borne sup {[x(—yO]w@dt oi _gN[w #))dr €1,
0

constitue un espace méirique complet,
En particulier, pour

1 1y
M) = rj(“?) e

ot p>1,0n a N(p)=1v Hlp- 1) gp
: 1

.9 = (Jlx®—y @I,

o

de sorte que I'espace (0) est dans ce cas identique a (L),

-— 1
En remplagant dans la définition de M (u) la condition 4° par [im ——-— M (24) < + 0
u

o M (u)
sans y changer la définition de N (v), lespace (0) des suites de nombres réels {£,} telles que la
o
série 3. M(E,) est convergente, métrisé par la formule
n=1

(x’ y] = bornc Sup Z (’fﬂ'_nﬂ)mﬂ Oa x = {En}s y= {ﬂn} et Z N(CO,,) s- 1!
n=1 n=1

constitue aussi un espace métrique compler, dont les espaces (I%)) avec p > 1 sont des cas
particuliers {cf. W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Ruumen vom Typus (B), Bull. de
I'Acad. Potonaise des Sci. et des Lettres, Février- 1932),

3

Remargues 203

Il est enfin & remarquer quaucun des espaces 1—13, (0) et (o) nest compact; plus
encore: dans chacun d’eux les ensembles compacts sont non denses,

§ 8. Les espaces 1, 2, 5-10 ¢t 12, de méme que les espaces (Q) et (o) de M, W. Oxlicz,
sont séparables. Par contre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne sont pas séparables, tout en &tant
comme les précédents, de puissance du continwe. Dans chacun de ces derniers espaces les
ensembles de puissance inférieure 4 celle du continu sont non denses,

§9. Comme I'a remarqué M. K. Kuratowski, si une opération mesurable (B) transforme
dune fagon biunivoque un espace métrique séparable E en espace métrique E,, I'opération
inverse remplit la condition de Baire. La démonstration sappuie sur le théoréme 7, p. 35,
et sur le théordme suivant: pour quune opération U(x) définic dans un espace métrigue
E et dont le contredomaine est situé dans un espace métrique E, remplisse la condition de
Baire, il fant et il suffit que pour tout ensemble fermé G, — E, Tensemble G d'8léments
x < E tels que U(x) = G, remplisse la condition de Baire (v. C. Kuratowski, La propriété
de Baire dans les espaces métriques, Fundamenta Mathematicae 16 (1930), p. 390-394).

CHAPITRE 1

§ 1. Etant donné que les espaces du type (F), &tudiés dans les chapitres swivants,
constituent des cas particuliers des espaces du type {G), notamment lorsqu’on les considere
comme des groupes par rapport 4 laddition quon y définit, 1 a &té préférable de fixer
d’emblée le nom d’addition & TFopération fondamentale du groupe ot d'y conformer les
énoncés et la notation.

Tous les espaces métriques 1-13, (O) et (o) constituent, comme on voit aussitét, autant
d'espaces du type (G); comme opératien fondamentale du groupe on y admetira l'addition
ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous ces espaces sont abeliens, c.-3-d. que l'addition
définie dans eux est commutative (en formule: x+y = ¥+ x).

Parmi d’autres exemples des espaces du type (G) on peut citer les suivants:

14. L'espace des transformations homéomorphes d*un espace métrique compact { en
lui-méme, lorsqu'on définit la distance de deux homéomorphies x et y par la formule
(x,¥) = hornerup (x{q, y(q]}+bomegsup {*"*(@),y ' {g) et entend par I'addition la composi-

7= 9=

tion ordinaire des tramsformations.

15. L'espace des transformations isométriques d'une sphére (situde dans uwn espace
métrique) en clle-méme, lorsqu on y définit la métrigue ‘et I'addition comme dans I'exemple
précédent.

18. L'espace de toutes les fonctions définies dans un espace métriqus Q et admettant
comme valeurs les nombres complexes 4 module 1 (on peut les supposer en outre con-
tinues ou uniformément continues), lorsqu’on définit la distance de deux fonctions x et y par
la formule (x, ¥) = borne sup (x(g)—-y{g)} et entend par Paddition la multiplication ordinaire
des fonctions, =e

17. L'espace des transformations. biunivogues de Iensemble des nombres naturels en
Jui-m&me avec la métrique

X (r)—y ()l + %~ * ()~ y~ ' ()]
L x(m) —y )l +lx™* )=y~

1
.= 2 5
. X n=1
{ob x(n), etc. désigne I'image de n obtenue par la transformation x, etc.) et avec l'addition
entendue comme composition des transformations.



204 Théorie des opérations linéaires

Etant donné un espace arbitraire E du type (G), si ume suite {x,} d’éléments de £
est convergente, on a &videmrnent
o)) lim

PO
mais on ne sait pas si, réciproquement, la condition (i} entraine toujours la convergence
de cette suite. o N

Si dans un espace métrique E l'addition des éléments est définic fie maniére que E
constitue par rapport 4 elle un groupe, et méme les axiomes II; et I, &tant. remplis, il ne
suffit pas que la condition (E) entraine toujours la convergence d‘e la_ su1te. {x,} vers un
élement de E, pour que lespace E soit complet. On ignore toutefois s'il n’e'xlste alors dans
E une autre métrique, équivalente a la métrique donnée, et qui en formerait un espace flu
type (G). M. D. van Dantzig a montré qu'il en est ainsi dans ]’hypotht’}se- supg]en?entaue
gue E est un espace abelien; dans ce cas on peut trouver méme une métrique eqmvalel}te
glissante™, ¢.-a-d. telle qu'on ait (x, y) = (x+z, y-2) pour tout z <= E (cf. D. van Dantzig,
Einige Sitze liber topologische Gruppen, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932).

La définition des espaces du type (G} de méme que tous les théorémes du texte se
trouvent dans la note: S. Banach, Uber metrische Gruppen, Studia Mathematica 3 (1931),
p. 101-113 [ce volume, p. 402-411]; cf. aussi F. Leja, Sur la notion de groupe abstrait
topologique, Fundamenta Mathematicae 9 (1927), p. 37-44.

§2. Les espaces 1-10 (Introduction, §7, p. 30-32), de. méme que les espaces 11-13,
{O) et (0} définis ici (v. p. 202), sont connexes.

'§3. Outre le théoréme 5, p. 41, on a le théoréme: Tespace E étant connexe, si {U,(x)}
est une suite de Jonctionnelles linéaires, Pensemble des points ofi cette suite est bornée est soit
de l-e catégorie, soit identique & E.

(xp_'xqs @) = 0:

§4. Il résulte de la remarque précédente que, Pespace E étant connexe, si {U g (0}
est une suite double de fonctionnelles linéaires telles qu'on a pour une suite {x,} déléments
de E la formule mm,,,,(x,,n = 4o quel que soit p, l'ensemble de tous les x < E tels gue

g+ o3

B U, (x) = + 00 pour p=1,2,... est de Ve catégorie et son complément est de l-e
g=aw0

catégorie.

3 On peut montrer que les théorémes 3—7 du Chapitre TII {p. 51-54) subsistent déja
!bour les espaces E et E; du type (G), lorsque Tespace E est supposé séparable (cf. S. Banach,
L ¢, Studia Math. 3, p. 101-113 [ce volume, p. 402-411]). Le théordme 5, p. 53, est aussi
une conséquence immédiate du théoréme 4, p. 40, et de la remarque, p. 203. L’hypothése
que E soit séparable est essentielle; il serait intéressant de savoir si les théorémes 3-7 en
question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non séparables, mais connexes.

Il est & remarquer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour chaque

- espace F du type (G):

{2) étant donnée une opération linéaire y = U(x) qui transforme E d'une fagon biuni-
voque en un espace E, du type (G), Popération inverse x = U~ !(y) est linéaire;

(B) étant donnée dans E une autre métrique (x, y)* par rapport 3 laquelle E est également
un espace du type (G), si limx, = x, implique toujours lim (x,, x)* = 0, alors on a aussi
Pimplication inverse. e e :

Or, on ignore si ces propriétés se présentent p. ex. pour Uespace fonctionnel E coincidant
avec celui de l'exemple 16, p, 203, lorsqu’on y désigne par Q 'ensemble des nombres comp-
lexes & module 1.

CHAPITRE II

§ 1. On peut également traiter les espaces vectoriels avec une multiplication des éléments
non seulement par les nombres réels; mais aussi par les nombres complexes et sans que les
axiomes 1)-7) soient modifi€s. Ces espaces constituent le point de départ de la théorie des
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opérations linéaires complexes et d'une classe, encore plus vaste, des opérations analytiques,
qui présentent une généralisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p, ex. L. Fantappie,

I funzionali analitici, Cittd di Castello 1930). Nous nous proposons d'en exposer la théorie
dans un autre volume.

Un ensemble H situé dans un espace vectoriel s'appelle base de Hamel dans E, lorsque
tout élément x = E est une combinaison lin&aire des ¢léments de H sans qu'aveun x < H
soit une combinaison linéaire des autres &léments de H. Toute espace vectorie]l admet des
bases de Hamel et clles sont deux & deux toujours de puissance égale.

§ 2. La remarque précédente implique pour tout espace vectoriel E Iexistence des
fonctionneiles additives, homogénes et non identiquement nulles, définies dans E.

§ 3. Le dernier théorgme (voir p. 48, 4) implique aussitst qu'i tout sous-ensemble § de
Pensemble des nombres naturels N on pent assigner une mesure ms de fagon que 1) mS = 0,
2) m(S;+8,) = mS, +m3, pour S, et §; disjoints, 3) m§, = mS;, lorsque S; = §; et 4 mN = 1.

Quelle que soit la mesure assujettie aux conditions 1)-4), I'ensemble de tous les
nombres de la forme an+b pour n=1,2,..., avec a et b fixes, est de mesure 1/a;
Tenserable de tous les nombres premiers est de mesure 0. Une mesure satisfaisant aux
conditions 1)-4) ne coincide pas toujours avec la densité (lorsque celie-ci est définie), mais

on peut toujours sarranger de fagon gue cette condition supplémentaire soit épalement
satisfaite, ’

CHAPITRE I

§ 1. Au sujet de Ia définition des espaces du type (F) voir M, Fréchet, Les espaces
abstraits tapologiquement affines, Acta Math. 47 {1926), p. 25-52.
Evidemment, les espaces 11-13, {0) et (o), définis p. 201-202, sont aussi du type (F).
M. 8. Mazur a remarqué que tout espace du type (F) remplit la condition
(1) i imx, =x,limy, =y, limh, = h et limk, = k, alors lim (h,x, +k,v,) = hx+ky.
n=roo L i1 o

pP+w n—+w
On ne sait pas si dans tout espace vectoriei, complet et satisfaisant 4 la condition
(1) 1a métrique peut &tre remplacée par une méirique équivalente de manitre i en obtenir
un espace du type (F) ’
§3. Les théordmes 3-9, p. 51-52, restent valables pour tout espace métrique vectoriel E
satisfaisant 4 la condition (1) et & la condition suivante: ’
(2) si J!gg) (xp—x) = 0, il existe un élément x < E tel que nh}g_) X, = X.
q-m
M. Mazur suppose de pouvoir remplacer cette dermire condition par lhypothése que
Tespace E est complet. Une démonstration simple des théorémes 3-5 pour le cas des espaces
du type (B) se trouve dans la note de M. I. Schauder, Uber die Umkehrung linearer
stetiger, Funktionaloperationen, Studia Math. 2 (1930), p. 1-6 [Oeuures, p. 162-1677].

Considérons A présent, dans un espace E du type (F), un ensemble guelconque G < E,
lingaire et fermé, 11 est évident qu’on obtiendra une décomposition de E en parties disjointes,
si on convient de ranger deux éléments x et y de E dans une méme partie, lorsqu'on
a x—~y < G, et senlement alors. On a le théoréme suivant: Fensemble E* des parties de E
ainsi obtenues constitue un espace du type (F), lorsqwon y définit la distance et les
opérations fondamentales par les conditions (olt X, Y et Z désignent des &léments de E*):

1° (X, Y) = borne inf (X, M- ol x = X et y = ¥,

2° X+Y est celui des Z — E* qui contient les €léments de la forme x+y ot x € X
et yc ¥,

3° tX est celui des ¥ <@ E* qui contient les &léments de la forme fx o x < X,
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La démonstration de ce théortme se trouve dans mon lvre Teorja operacyj, Tom I,
Warszawa 1931, p. 47-49 {en polenais); of aussi F. Hausdorff, Zur Theorie der linearen
metrischen Ré&ume, Journ. f. reine u, angew. Math. 167 (1932), p. 294-311.

En sappuyant sur ce théorgme, on peut montrer que, étant donnée une opération
linéaire U définje dans une espace E du type (F) et dont le contredomaine est situé dans
un espace E,, également du type (F), si E est séparable, le contredomaine de U est mesu-
rable {B). Cependant, on ne sait pas si l'hypothse que E soit séparable est essentielle.

§4. Les travaux suivants contiennent des applicatioﬁs d’'une autre méthode de la théorie
des opérations & ce probléme et aux problémes voisins: .

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. 3 (1931}, p. 92-94,
j%f(x+t)+f(x_r)—2f(x)dt
0 t

S. Banach, {iber die Baire'sche Kategorie gewisser Funktionenmengen, ibid., p. 173-179
[cette &dition, vol. I, p. 218-222]. .

H. Auerbach et S. Banach, Uber die Hildersche Bedingung, ibid.. p. 180-184 [cette
édition, vol. I, p. 223-227].

S. Kaczmarz, Integrale vom Dinischen Typus, ibid, p. 189~199.

S. Mazurkiewicz, Sur Tintégrale , ibid.,, p. 114~118,

§.5. Les autres applications de la théorie des opérations aux probl®mes concernant les
équations différentielles sont données dans les notes suivantes:

S. Banach, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations partielles du
second ordre, Math. Zeitschr, 27 (1927), p. 68—75 [cette édition, vol. I, p. 169—177].

W. Orlicz, Zur Theorie der Differentizigleichung dy/dx = f(x, y), Bull. Acad, Polon, Sci.
et des Lett, Février 1932,

§7. Etant donné un ensemble linéaire fermé G < (s), il existe pour tout élément
%p © (s)—G une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans (s) et telle qu'on a f(x) = 0 pour
tout x = G et fxg) = 1,

Le théoréme 12, p. 61, implique que si le contredomaine d’une opération linéaire
définie dans (s) est situé dans (s), il est un ensemble fermé.

'CHAPITRE IV

" §1 Les espaces vectoriels normés ont été traité indépendamment de moi et presqu’a
la méme &épogue par M. N. Wiener, dans son ouvrage Limit in terms of continuous
transfarmations, Bull. de 1a Soc. math. de France 150 (1922), p. 124-134,

Les espaces 11-13, (0) et (o), définis p. 201202, sont du .type (B). Par contre,
I'espace (s} de I'exemple 2, p. 30 (v. aussi p. 60-62) n'est pas du type (B) et méme, comme
I'a démontré M. S. Mazur, il n'est homéomorphe & aucun espace du type (B).

§2. et 3. On peut établir pour les espaces E du type (F) Péquivalence des deux
propriétés suivantes;

{x) Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un ensemble linsaire G = E,
il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et telle que F(x) = f(x) pour tout x = G.

(B) Dans les mémes conditions, si G est en outre fermé, il existe pour tout x, = E—@
une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et telle que F(x¢) 7 0, mais F{x) =0 quel
que soit x < G. '

Or, ces propriétés ne se présentent pas nécessairement dans tous les espaces du type (F).

Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles linéaires définies dans Pespaces (8) s'annulent identiquement,

-Etant donnés deux espaces E et E; du type (B) et une opération linéaire U(x),
définie dans I'ensemble linaire G < E, dont le contredomaine est situé dans E,, on ne sait
pas si elle se laisse étendre (prolonger) de G sur E tout entier, c-d-d. ¢'il existe une opération
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linfaire ¥(x} définie dans E, ayant son contredomaine dans E; et telle que Vix) = U(x)
pour tout x < G.

Cette extension de U(x) est toujours possible, lorsque E, est & un nombre fini de
dimensions, mais méme alors la condition {¥|z = |U|s peut rester irréalisable.

§4. Les conditions 1°-3°% p. 79, peuvent &tre remplacées par les deux suivantes:
1) ,; =0 pour tout f >nodt n=1,2,...;

2) jZ lagl = [f] pour n=1,2,...
=1

La forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces (0) ef (o) de M. Orlicz
(cf. p. 202) est établie dans son ouvrage cité. Ainsi p- ex. toute fonctionnelle linéaire f(x)
1

définie dans I'espace (0) est de la forme f(x) = [x(t)a(t) dr oh «(r) est une fonction telle que
1 o :

§ N{ke(0)dr existe pour un k compris entre 0 et 1.
o

2
Sclon M. F. Riesz la norme de la fonctionnelle linéaire f(x) = [ x(t}dg(r) définie dans
0

(C), ol g(¥) est une fonction a variation bornée, est &gale a la variation de la fonction 7(t)
définie comme suit: F(0) = g(0}, F(1) = g(1} et () = lim glt+hpour 0 <t < 1,
A+ +0

§ 6. Voir F. Riesz, Sur lapproximation des fonctions continues et des fonctions sommables,
Bull. Calcutta Math, Soc. 20 (1928/29), p. 55-58,

§8 Voir Ie livie de F. Riesz, Les systdmes d'équations linéatres & une infinité
d'inconnues, Paris 1913.

CHAPITRE V

§1. Le théorme 3, p. 85, implique que P'ensemble @ des peints de convergence d'une
suite d’opérations linéaires {U,(x)} A normes bornées dans leur ensemble est toujours fermé.
Dans Je cas général @ est un F,;.

Ti est & noter & ce propos que, comme I'ont montré MM. S. Mazur et L. Sternbach,
si {U,(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires et I'ensemble @ de ses points de convergence
n'est pas fermé, il existe dans @ une-suite de points {x:} et un point x; « E— 9 tels que
SL‘E x; = xgp et que la suite double {U,(x)} est bornée. On en déduit comme corollaire gue

dans ces conditions @ n'est pas un F,. Or, ces énonocés se laissent &endre au cas ol {U,(x)}
est, plus généralement, une suite d'opérations linéaires, pourvu que leurs contredomaines soient
situés dans un espace E,, 2ussi du type (B) et jouissant de la propriété:
(v) pour toute swite {y,}, ot y, © E, et |y,] =1 pour n = 1,2,..., il existe une suite
o

de nombres {z,} telle que la série ¥ r,y, soit divergente et que la suite des normes de ses
a=1

sommes -partielles soit bornée.

De la propriété (y) jouissent p. ex. I'espace (c) et tous les espaces du fype (BY & un
nombre fini de dimensions.

Le corollaire qui vient d'étre mentionné se laisse, selon ume remarque commune de
M. 8 Mazur et moi, préciser davantage en ce sens gwe dans les conditions considérées
'ensemble @ n'est pas un G,,. Comme application, on en tire le théordme que tout espace E
du type (B) 2 une infinité de dimensions contient un ensemble linfaire qui est wn F,; sans
8tre un G;,. MM. §. Mazur et L. Sternbach ont montré en outre que tout espace de ce
genre contient un ensemble linéaire qui, sans &tre un F,, est une partic commune d’un F;
et d'un G,; cependant tout ensemble linéaire G; v est fermé. ‘ ‘
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Dans certains espaces du type (B) on peut &tablir Iexistence des ensembles linéaires
qui sont des F,s, sans 8tre des F,;. Reste ouvert le problzme §'il en existe toujours dans
des espaces du type (B) 3 une infinité de dimensions. On ignore aussi ¢'il existe des espaces
du type (F) contenant des ensembles linéaires des classes de Borel plus élevées ou des
ensembles linéaires (4) non mesurables (B) ou encore des ensembles linéaires remplissant
la condition de Baire, mais n’dtant pas (4). Tout espace du type (F) & upe infinité de
dimensions contient des ensembles linfaires ne remplissant pas la condition de Baire.

Ces probleémes se rattachent & certaines questions concernant les opérations additives,
E et E, étant du type (F), toute opération U(x) additive et mesurable (B) définie dans
un ensemble linéaire fermé G < E et dont le contredomaine se trouve dans E; est en vertu
du théorsme 4, p. 40, continue. Or, si ensemble G n'est pas fermé, opération U (x) peut
ne pas 8tre continue: nous connaissons des exemples ofl, G étant mesurable (B), Yopération
Ux) est discontinue de I-e classe de Baire; mais nous ne connaissons aucun exemple ol elle
soit d'une classe de Baire pius élevée. De méme, on ignore si I'opération U(x) peut remplir
la condition de Baire sans 8tre en méme temps mesurable (B).

On est amené aux opérations additives discontinues par 'inversion des opérations linéaires.
E et B, étant du type (F), si 'opération linéaire y = U(x) transforme d’une fagon biunivoque E
en un ensemble fermé G, < E,, Popération inverse x = U~'(y) est en vertu du théordme 5,
p. 53, continue, Or, si &, n'est pas fermé, Fopération U™! peut ne pas &re continue, mais
si l'espace E est séparable, elle est toujours mesurable (B). Ainsi, p. ex., dans le cas oi
E=E = (Ll), cette opération est de I-e classe de Baire.

§3. Le lemme et le théordme 8 se trouvent dans la Note de M. F. Riesz, | ¢, p. 151
On apergoit aisément que le théorme réciproque du théordme 8 est aussi vrai. En outre,
le théorgme 8 se laisse généraliser comme suit: tout espace du type (F) contenant une sphére
qui y est compoete n'a qu'un nombre fini de dimensions; il est facile de voir que la réciproque
est encore vraie.

§4. Le théoréme sur (L) établi p. 89, provient pour le cas r = 1 de M. H. Lebesgue
(v. Annales de Toulouse, 1509).

§ 6. Tous ces exemples sont bien connus.

§7. La méthode A, qui correspond an tableau (A), s’appelle normale, lorsque ay = 0
pour { <k et ay ¥ 0 pour i =k. Telles sont pour k > 0 les méthodes C, de Cesiro,
de méme que les méthodes E, de Euler. Ces derniéres sont d'aprés M. 8. Mazur (L. ¢, Studia
Math. 2, p. 40-50) des méthodes parfaites.

On ne sait pas si le théoréme 11, p. 97, subsiste, lorsque la méthode A n'est pas
reversible.

Le théoréme 12, p. 97, peut étre complété comme suit: si la méthode A est permanente,
reversible et telle que chaque swite sommable par A vers un nombre Pest vers le méme
nombre par toute méthode permanente pas plus faible de A, alors A est une méthode
parfaite.

Le théordme sur la forme générale des fonctionnelles lindaires définies dans un espace
vectoriel séparable E < (m) (voir p. 79) montre que toute fonctionnelle linéaire £ (x) y concide
avec une [imite généralisée obtenue par certaine méthode A, c.-a-d. qu'il existe un tableau (A)
tel que toute suite x < E est sommable vers f(x) par la méthode correspondante A ce tableaw.
Or, si E n'est pas séparable, ce théoréme peut tre en défaut; plus encore, il peut exister
alors, comme I'a observé M. S. Mazur, une suite {f,(x)} de fonctionnelles linéaires définies
dans E, faiblement convergente vers une fonctionnelle linéaire f(x) et telle que Ji (%} coincide
pour tout n=1,2,... avec une limite généralisée obtenue par une méthode convenable,
tandis que f(x) soit dépourvue de cette propriété. .

icm

Remarques . 209

CHAPITRE VI

§ 1. La notion d’opération totalement continue est due 2 M. D. Hilbert et & M. F. Riesz,
qui ont été aussi les premiers & en mettre en évidence I'utilité.

Selon une remarque de M. 8. Mazur, on a le théoréme suivant: {U,(x)} &tant une
suite d’opérations linéaires et totalement continues, définies dans un espace E du type (B) et
telies que lim U, {x) = x pour tout x = E, la condition nécessaire et suffisante powr qu'un

n=rm

ensemble G < E soit compact, est que la convergence de {U,(x)} sur G soit uniforme.
Un espace E qui admet une telle suite d’opérations est en vertu du théorgme 1, p. 98,
séparable. La question si, réciproquement, tout espace E du type (B) séparable admet une
pareille suite d’opérations, reste ouverte.

Au sujet du critére de la compacticité pour G = E cf aussi A. Kolmogoroff, Uber
Kompaktheit der Funktionenmengen bei der Konvergenz im Mittel, Gbttinger Nachrichten 1931,
p- 60-63.

§ 2. Tous ces exemples sont connus.

§3. La notion d’opération conjuguée a ét¢ introduite en toute généralité pour la
premitre fois dans ma Note Sur les fonctionnelles linéaires II, Studia Mathematica 1 {1529),
p- 223239 [ce volume p. 381-395], qui contient aussi le théoréme 3, p. 101. La démonstration
du théoréme 4, p. 102, se trouve également dans la Note de M. 1. Schauder, Uber lineare,
vollstetige Funkrionaloperationen, Stndia Mathematica 2 (1930), p. 185196 el aussi Qzuvres,
Warszawa 1978, p. 177-189].

CHAPITRE vII

§1. M. W. Orlicz a observé que pour les espaces E faiblement complets le théors-
me 2, p. 108, peut &tre précisé davantage, a savoir que la série (2) est alors convergente
pour tout x = E.

Un systéme biorthogonal {x;}, {f;} sappelle compler si les suites {x;} et {f;] sont des
sujtes totales (voir les définitions p. 54 et 67). On peut montrer qu'il existe des systdmes,
biorthogonaux complets dans tout espace du type (B) séparable.

Un sysiéme biorthogonal {x;}, {f} est dit normé, lorsquen a |x| = |fi=1 pour
i=1,2,... Selon une remarque de M. H. Auverbach, il existe des systémes biorthogonaux
normés et complets dans tout espace du type (B) 4 un nombre fini de dimensions. Cepen-
dant on ne sait pas sl en est ainsi dans fout espace du type (B) séparable et m&me s
¥ existe toujours un systéme biorthogonal complet tel que |x| =1 pour i=1,2,.. et
limf] < e
[

§2. En vertu de la remarque précédenie on peut supprimer dans le théorgme 5, p. 109,
I'hypothese que les suites {x,{t)} et {y,(t}} soient complétes.

§3 Le théoréme, suivant leque! le systéme de Haar constitue une base dans (I/P) ol
p = 1, se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Eine Eigenschaft des Haarschen Orthogo-
nalsystems, Math, Zeitschr. 28 (1928), p. 317-320 [Oeupres, p. 99-102]. I

On peut montrer que, étant donnée dans un espace E du type (B) une suite d’éléments

{x,} telle quil existe pour tout x = E exactement une suite de nombres {1} donnant lieu
i la faible convergence de la suite

k
{ X tx}
w=1
vers x, la suite {x,} constitue dans E une base.

Lespace (C®) (v. exemple 7, p. 31) admet une base pour p=1,2,...; on ignore
cependant 81l en existe une dans l'exemple 10, p. 32. On ne szit non plus §l ¥y a une

14 —~ Oeuvres & 1]
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base p. ex. dans l'espace de toutes les fonctions réelles x(s, £) définies dans le carré 0 <5 < 1,
0 <t <1 et admettant les dérivées partielles d’ordre 1 continues, les opérations &lémentaires
dans cet espace étant définies comme d’ordinaire et la norme &tant donnée par la formule

= S, L max {x! ! .
x|l = max jx(s, )l+u$:€xlix,(s, t)l+°rggéllx,(sg ]l
o€r<1 LESE$Y ' LESE S Y

L'existence d'une base dans tout espace E du type (B) séparable fquivaut en vertu
du théoréme 9, établi an Chapitre XI, § 8, p. 169, i |'existence d’une base dans tout
ensemble linéaire fermé E, = (€). Or, on ne connait aucun exemple d’espace du type (B)
séparable, ayant une infinité de dimensions, non isomorphe avec (L*) et tel que chacun de ses
sous-ensembles linéaires fermé contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du
type (B) A une infinité de dimensions renferme un ensemble linéaire fermé & wne infinité de
dimensions qui admet une base.

La notion de base peut &tre évidemment introduite d'une fagon plus générale d&jd pour
les espaces du type (F). Dans l'espace (s) la base est donnée p. ex. par la suite d’éléments

x={G} et ¢;={1 pour i = n,

xf ol
ol 0 pour i # n,

L'espace (S) me contient aucune base; c'est une conséquence du- fait quil n'y existe aucune
fonctionnelle linéaire ne s’annulant pas identiquement.

CHAPITRE VIII

_§4 et 5. Suivant une remarque de M. S. Mazur, les théordmes 2-4, p. 120-121,
subsistent aussi dans les espaces E du type (F), en rempizgant la condition (20) dans les

théormes 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles {f,(x)} soit bornée dans
une sphare.

§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles ont été données pour les.
espaces () par M. H. Hahn et pour les espaces (™) od p > 1 par M. F. Riesz,

Les conditions (45) et (46), données pour la faible convergence des fonctionnelles
linéaires définies dans I'espace (c) (voir p. 126 et corriger selon p. VIII} prennent pour le cas

oo
de Pespace (co) 12 forme: 1° lg suite {3 |o,|} bornée et 2° iim Wy =ty pour | =1,2,...
i=1 Lt

CHAPITRE IX

§ 1. La notion de convergence faible des éléments a été &tudice pour la premidre fois
dans lespace (I¥) par M. D, Hilbert et dans les espaces (L") od p>1 par M. F. Riesz.

Un ensemble G situé dans un espace E du type (B) est dit Jaiblement compact, lorsque
toute suite d’éléments de G contient une suite faiblement convergente. Dans les espaces (1)
et (™ ot p > 1 tout ensemble borné est faiblement compact {cf. p. 126). Il en. est de
mEme“;l_ans (c). et (co), tandis que les espaces (C), (L) () et (m) sont dépourvus de cette
propriété, :

§2. Les conditions pour la convergence faible des éléments ont été données pour l'espace
{c) par M. H. Hahn et pour les espaces (C) at () ot p 2 1 par M. F. Riesz. Le théoréme,
p. 130, sur P'équivalence dans (I) de la convergence faible avec la convergence suivant la
norme se trouve dans la Note de. M. 1. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie
der unendlichen. Reihen, Journ. f. reine w angew. Math, 151 (1921), p. 79—~111.
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1l est & remarqguer que Ja convergence faible d’une suite des fonctionnelles linéaires définies
dans un espace E du type {B) n'est pas une condition suffisante pour la convergence faible
de la mEme suite, lorsqu’on regarde cette dernidre comme une suite d’éléments dans l'espace
E, c-a-d. dans Tespace de toutes les fonctionneiles linéaires définies dans E (et qui est égale-
ment du type (B)). Aimsi p. ex. dans (/) la notion de la cenvergence faible wvarie suivant
qu'on en considére les éléments comme des représentants des fonctionnelles linaires on non.

§4. Un espace E du type (B) sappelle faiblement complet, lorsque toute suite {x,‘}
d'€léments de E, faiblement convergente (c.-i-d. telle que lim f(x,) existe pour toute fonction-
E i o

nelle linéaire f(x) définie dans E), est faiblement convergente vers un élément de E. L’espace
(cp), done aussi les espaces (¢) et (m), ne sont pas faiblement complets. La propriété d’gtre
faiblement complet a ét€ établie pour l'espace (L) par M. H. Steinhaus (v. Additive und
stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186-—221) et pour les espaces (L)
et (%% ot p > 1 par M. F. Ricsz {v. Untersuchungen itber Systeme integrierbarer Funktionen,
Math. Ann. 69 (1910), p. 449--497). Suivant une remarque de M. W. Orlicz (. ¢ Bull
de I'Acad. Polon. des Sci. et des Let., Fevrier 1932), U'espace (O) est faiblement complet, si
lim —1— N(2u) < +o0; il en est de méme pour l'espace (o).

o N (u)

Une séric d'éléments d'une espace du type (B) s'appelle commutativement convergente
{.unbedingt konvergent™. lorsqu'elle reste convergente indépendamment de I'ordre de succession
de ses termes. La propriété 7° (Chapitre III, §3), p. 50, établie pour les espacss du type
(F) implique aussitdt que la convergence absolue d'une série en entraine toujours la con-
vergence commutative, mais on ne sait pas si la réciprogue est vraie en dehors des espaces
4 un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz 2 démontré les théorémes suivants.

(1) La somme d’une série. commutativement convergente ne dépend pas de TPordre de ses
termes,

(2) Afin quune série soit commufativement convergente, il faut et il suffit que toute série
partielle soit convergente,

(3 4 la méme fin, il fawr er il suffit que toute suite partielle soit faiblement con-
vergente wvers un élément.
Il en résulte dans Thypothése que l'espace E est faiblement complet que, pour la

@

convergence commutative d'une série 3, x, d'éléments de E, il faut et il suffit que la série
x n=1 «
3 | fix,)| scit convergente pour toute fonctionmelle linéaire f{(x) définie dans E. Ce dernier
=1

résultat permet d'établir pour les espaces faiblement complets plusieurs propriétés importantes
des séries commutativement convergentes d'éléments, tout & fait analogues & celles d=s séries

@

commutativement convergentes de nombres, Ainsi p. ex. une série 3} x, est com ‘ment
=1 ¥
convergente, lorsqu'il existe un nombre M > 0 tel que l'ont ait |x, +%,,+...+x,, < M, quel

-1
que soit le systtme d'indices différents ny,ny,...,n,, ou encore, lorsque la série Y t,x, est
a=1
convergente, quelle que soit la suite de nombres {,} tendant vers 0. Ces théorémes jouent
un réle dans la théorie des séries orthogonales (cf. M. W. Orlicz, I. ¢, Studia Math. |

(1929), p. 241-255).

CHAPITRE X

§ 1. Au sujet de la théorie des équations lin€aires, développée dans ce chapitre, voir
F. Hausdorfl, Zur Theorie der linearen Riume, Journ. f. reine u. angew. Math. 167 (1932),
p. 294—311.
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Les théorémes de ce § ont éé démontrés dans le cas ot E = E' = (L*) par MM. E. He)-
linger et Q. Toeplitz {v. Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten,
Encyklopedic der Math. Wiss., Leipzig 1923-- 1927). Dans les cas plus général o E = E' = (1)
avec p > 1 les théorémes { et 3 ont été établis par M. F. Riesz, L ¢, Math. Ann. 69 (1910),
p. 449497 et pouwr E = E' = (™) o0 p > | par le méme auteur dans son livre Les syste-
Jmes d’équations linéaires & une infinité dinconnves, Paris 1913, Les théor2mes 2 et 4 pour
E=FE = (I resp. (Y od p > 1 ont ét& démontrés par M. S, Saks, Remarques sur les
Jonctionnelles linéaires dans les champs L?, Studia Mathematica 1 (1929), p. 217-222.

§2. 8i on fait tomber- dans le théoréme 15, p. 145, Ihypothése que I'opération U(x)
est totalement continue, les équations en question peuvent ne pas avoir le nombre égal de
solutions linéairement indépendantes. On peut cependant montrer que pour U = { on a I'iné-
galité n < v et qu'eile redevient &galité, lorsque, en outre, I'espace E est faiblement complet
et tel que tous les ensembles bornés y sont faiblement compacts (v. S. Mazur, Uber die
Nullstellen linearer Operationen, Studia Math. 2 (1930), p. 11-20).

CHAPITRE XI

§2. Le plus ancien exemple connu d’une transformation isométrique des espaces du
type (B) Fun dans l'autre est celui de la transformation isométrique de (L% en (i?) qui
s'obtient des théortmes de Riesz-Fischer et Parseval-Fatou. :

§3. On ignore si je théoréme 2, p. 155, subsiste pour les espaces du type (F); suivant
une remarque de MM. §. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux pour les espaces du
type (G). Les m&mes auteurs m'ont de plus signalé le corollaire suivant du théoréme 2 en
question: il n'est pas possible de définir dans un espace métrique ¥ les opérations (d'addition
“des éléments et de multiplication par nombres) de deux maniéres différentes, de fagon que
dans les deux cas E devienme un espace vectoriel normé ot que Iélément @ de E reste
le mEme.

§4. On ne connait ancun exemple de deux espaces du type (B} séparables, 4 une
infinité de dimensions et qui ne soient homéomorphes; d'autre part, on ne sait pas démontrer
que p. ex. (€} est homéomorphe i (c). Pareillement, on ne réussit pas d’établir 'homéo-
morphie entre (C) et (0. Or, les espaces (L) et (/@) sont homéemorphes pour p> 1< 4
arbitraires (v. 8. Mazur, Une remargue sur Phoméomorphie des champs fonctionnels, Studia
Math. 1 (1929), p. 83-83).

D'un intérét particulier semble &tre la question si (C) est homéomorphe avec Fespace
des fonctions continues définies dans le carré. On ne connait aucun exemple de deux espaces
métriques compacts & un nombre fini, mais inégal, de dimensions (au sens de Menger-Urysohn)
et tels que les espaces des fonctions continues définies dans eux - soient homéomorphes.

§ 5. La notion de rotation st applicable d*une fagon générale aux espaces du type (G).
Il peut arriver que la seule rotation possible autour de @ y soit donnée par la transformation
U{x) = x; dans ies espaces du type (F) la transformation V(x) == —x est aussi une rotation
autour de @. Il existe des espaces du type (B) & une infinité de dimensions ol il i’y a que
ces deux rotations avtour de @, La forme générale (15) des rotations dans (L2), établie p, 161,
(dailleurs connue dépuis longtemps), montre que pour tout couple d’éléments x et y 2 Ja
norme 1 il y existe une rotation avtour de ® qui transforme x en ¥ M. S. Mazur s posé {a

question si tout espace du type (B) séparable, ayapnt une infinité de dimensions et jouissant
de cette propriété est isométrique avee (I%).

§ 6. La notion disomorphie gapplique aussi aux espaces du- type {G). Deux espaces du
type (G) sont équivalents, lorsqu’il existe une transformation isométrique et additive de I'un
en lautre. :
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Soit pour deux espaces isomorphes E et E, du type (B)
' (E. E;) = borne inf flog (| U}- | U~ 1)]

ob U parcourt toutes les transformations biunivoques linéaires de E en E,. 8 (E,E,)= 0,
les espaces E et E, seront dits presque isométriques. Les espaces isométriques sont en méme
temps presque isométriques. La réciproque est vraie en tout cas pour les espaces 4 un nombre
fini de dimensions, mais on ne sait pas réfuter I'hypothése que p. ex. les espaces () et (ca);
qui ne sont pas isométriques, soient presque isométriques,

Considérons I'ensemble Jy de tous les espaces qui s'obtiennent d’un espace donné E du
type (B), lorsquon en remplace la norme par une norme &quivalente quelconque. II est évident
que tout espace qui appartient 2 J; est isomorphe avec E et que tout espace isomorphe
avec E est isométrigue avec un espace de l'ensemble Jg. Divisons Jz en sous-ensembles, en
rangeant deux espaces dans le méme sous-ensemble 1, lorsquils sont presque isométriques.
Pour deux sous-ensembles zy et 1, de Jp posons (i;,1,) = (E,, E;} ot E; et E, sont des
espaces arbitraires appartenant respectivement # 1, et 1,. On peut montrer que cette définition
est univoque et que I'ensemble Iy de tous les i ainsi métrisé, constitue un espace métrique
complet. J'ai introdujt ces notions en collaboration avec M. S. Mazur.

§ 7. On pent étudier aussi des produits infinis. Désignons par (E; x E, x edep ON By, By,
sont des espaces du type {B) l'espace E du type {B) d&fini comme suit: les éléments de E sont
toutes les suites {x,} ol x, = E, pour n=1,2,... et telles que lim |x,| = 0; I'addition

L R <]

et la multiplication par nombres terme 4 terme; la norme |{x,}| = ,max |x,[[. On définit
LS -]

d'une fagon analogue p. ex. les espaces (B, xEyx..)., (E;XE;x..), et (E;xE;x. )
o pz= 1.

§8. P. Urysohn a &té premier 3 démontrer l'existence dun espace métrique séparable

contenant des sous-espaces isométriques 4 tout espace métrique séparable donné d’avance
(v. P. Urysohn, Sur un espace métrique universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1-38).

§.9. On ne sait pas si I'équivalence des espaces E, et E, entraine toujours Fisomorphie
des espaces E; et E, (of. théoréme 11, p. 171). La réciproque du théoréme 12, p. 172, est
évidemment fausse, mais on ignore ¢il en est de mEme de la réciprogue du théorme 13,
p. 172, & savoir, si I'Bquivalence entre l'espace E du type (B) séparable et lespace E
entraine, oui ou non, l'existence dans toute suite bornée d'éléments de E d’une suite partielle
faiblement counvergente vers un élément de E, La question suivante reste aussi ouverte:
étant donné un espace E du type (B) tel que lespace conjugué E n’est pas séparable,
existe-t-il dans E une suite bornée d’éléments ne contenant aucune suite partielle faiblement
convergente?

CHAPITRE XII

Nous allons énumérer ici une séric de propriftes isométriques, tesp. isomorphes, resp.
dimensionnelles, c.-a-d. qui se reproduisent, lorsqu’on passe d’un espace du type (B) qui en
jouit & un espace quelconque isométrique, resp. isomorphe, resp. de dimension linéaire égale.

Propriétés isométrigues:

{1) La convergence faible d'une suite d’éléments {x,} vers I'dlément x,, jointe & I'Egalité
lim |x,| = |x,|, entraine lim {x,—x4| = 0. .
e (2) |xq| == 1 cntra;r;ml’existence d'une et d’une seule fonctionnelle linéaire f(x) telle
que flxg) =1 et |f| = 1.
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{3) Isométrie de’l'espace avec Pespace conjugué.

{4) Isométrie de I'espace avec chaque sous-ensemble linfaire et fermé 2 une infinité
de dimensions.

(5) Tsométrie entre tout couple de sous-ensembles linfaires 3 un nombre fini donné
n = 2 de dimensions.

Propriétés isomorphes:

(6} Existence d’une base.

{7} Existence pour tout sous-ensemble linéaire fermé § d'un sous-ensemble lingaire
fermé T tel que tout élément x se laisse représenter d’une seule manidre dans la forme
x=s+tolls=fettc T

(8) Existence pour tout sous-ensemble linéaire fermé § d'une transformation linéaire
de TI'espace entier en § entier. .

{9} Existence pour tout espace séparable E d'une transformation linfaire de Psspace
donné en E tout entier.

(10) Isomorphie de I'espace avec I'tspace conjugué.

(11) Isomorphie de ['espace avec son carré.

Propriétés dimensionnelles:

(12) La propriété d’étre faiblement complet.

(13) Compacticité faible des sous-ensembles bornés.

(14) Existence de la base dans tout sous-ensemble lindaire fermé.

(15) Isomorphie de tous les sous-ensembies linéaires fermés A une infinité de dimensions.

(16) Egalité de la dimension linéaire de tous les sous-ensembles linéaires fermés & une
infinité de dimensions.

(17) Equivalence entre la convergence faible des &léments et leur convergence suivant
{2 norme, ‘

(18) Egalité entre la dimensjon linéaire de I'espace et celle de son carré.

Sur ke tableau qui suit la présence et 'absence connues de ces propriété dans divers
espaces est désignée respectivement par + et —; les mailles libres correspondent aux
problémes ouverts, d'ailleurs pas faciles*. ' : ‘

Comme ra remarqué M. S. Mazur, il existe des espaces séparables & une infinité
de dimensions qui, sans &tre isomorphes avec (L%, jouissent de la propriété (3), donc aussi
de la propriété (10), tandis qu'il n'en existe aucun, du moins parmi les espaces connus, qui
jouisse de la propriété (4), (5) ou (14). M. Mazur a démontré d’autre part, que tout espace
séparable, 2 une infinité de dimensions et qui posséde la propriété (5) pour n = 2 est,
réciproquernent, isométrique avec (L?). La propriété {6) est en défaut dans tous les espaces
non séparables, mais on ignore si tous les espaces séparables la possédent. On ne sait
non plus gl existe un espace séparable A une infinité de dimensions gui, sans Etre iso-
morphe 3 (L), {L} ou (f, poséde la propriéts (8). Les propriétés (11) et (18) se présentent
pour tous les espaces connus A wne infinité de dimensions; on ignore cependant &'l en est
ainsi en général pour tous les espaces pareils. On ne sait ni démontrer, ni réfuter que
tout espace séparable jouit de la propriété (14). Enfin, on ne connait aucun exemple d’espace
4 une infinité de dimensions qui, sans 8tre isomorphe avec (I%), posséde la propriété (15).

On remarquera qu'aucune des propriétés isométriques envisagées ici n’est propriété

* Les_signcs @ et © correspondent ‘aux résultats obtenus asprés la publication de la
monographic de 5. Banach, of. Varticle de A. Pelezynski ({note de la Rédaction).
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Remarques 215
Espace (M)} my | () | (€)1 | () [ feo)] (L) [ D)) (D) cpn | OO | 09y cts
LW =1 -1 - [-[-1[-1+] =+ |+ =+
Bl -T-1T-T = T-1-1=-1+ + = +
gl el-1-1-1 = [=T=1=T% = = -
Sl @ = [-[~ - [T+ = T= =
Al 1 ®I=-1-1-1 - 1-T-T-1+ - ~ -
@ |~ -1+ =+ + [+ + ]+ + + +
“lg mlelele| e Jele[-[+] & |- e
@l Bl ®lelole] 8 [ale|+]+ +
~tE8l ®lelele] & [-T-1T+]- ~ + -
“lElee = =T-1 = = =T=-1+ ~ - —
R anf+ |+ +] + + ]+ +] ¥ + + +
¢ |- -1- ~ - =+ |+ + + +
Sl - -1 = TR =T + - +
“leglw|-~-]el & Telelel+l e 5
§ W -]-1-7 - gle| -1+ - e
glae |- -1 - - + 4+~ + —~ + +
Slanl-1-71-T - [=-T=-1-1°< ~ + ~
ay [+ + [+ -+ [+[+]+]+ + + +

isomorphe. Or, nous ne savons pas si toutes les propriétés isomorphes qui ont été énumé-
rées ne sont en méme temps propriétés dimensionnelles. Parmi les autres problimes restés
ouverts signalons les suivants: :

1° Soient X, (x) et X, (x) deux fonctionnelles linéaires quelconques définies dans un espace
E du type (B) 4 une infinité de dimensions et ne s'annulant pas identiquement. G, et G,
désignant respectivement les ensembles des éléments de E o ces fonctionnelles s'annulent,
on peut montrer que dim,(G,) = dim,(G,); or, est-il vrai que dim,(G,) = dim, (E}? )

2° Les dimensions linéaires de deux espaces du type (B) &tant supposées incomparables,
est-il vrai qu'il en est de méme de celles de leurs carrés? .

Notons pour terminer quelques résultats de M. S. Mazur concernant la géométrie des
espaces vectoriels normés.

E désignant un tel espace, appelons translation toute transformation isométrique de
lespace E en lui-m&me de la forme U(x) = x+x4, 0@t x, < E; les ensembles s'obtenant
par translation des ensembles lindaires sappeileront varidtés linfaives. Une variété linéaijre
H # E portera le nom dhyperplan, lorsqu'il n'existe aucune variété linéaire fermée G telle
que Ho G E et H# G # E. Nous dirons qu'un ensemble A est situé dun coté de
Ihyperplan H, lorsque tout segment unissant deux point de 4~H est disjoint de H. Un
ensemble C sera dit corps convexe, lorsquil est fermé, conyexe et contieni des points inté-
rieurs. Un hyperplan H sappellera plan dappui (,Stiitzebene™ du corps convexe C, lorsque
C est situé d’un coté et 4 la distance 0 de H; en particulier H peut donc passer par des
points frontiéres de C. '

Ceci posé, on a le théordme: par tout point frontidre x, d'un corps convexe C passe
un plan d'appui H de C {cI. G Ascoli, Sugli spazi lineori..., Annali di Mathematica 10
(1932), p. 33-81). Il en résulte que tout ensemble convexe fermé est faiblement fermé. En
d’autres termes: étant donnée une suite {x,} de points de E, faiblement convergente vers
X == E, il existe des nombres non-négatifs ¢/ & indices naturels, tels que cf = 0 pour tout n
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. -]
2 partir d'un certain i et gue la suite de points {y,}, obt y, = } ¢®x; pour tout i & partir
t=1

d'un certain n, converge vers le peint x,. Cette dernidre convergence a é&té obtenue par
M. §. Mazur et moi d’abord par une autre voie.

En particulier, pour l'espace (C) elle a été établie aussi par MM. D. C. Gillespie
et W. A. Hurwitz (v. On sequences of continuous functions having continuous limits, Transact.
Amer. Math. Soc. 32 (1930), p. 527-543) et, indépendamment, par M. Z Zalcwasser
(v. Sur une propriété du champ des fonctions continues, Studia Mathematica 2 (1930), p. 63-67).

On peut montrer de plus que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence
faible d’une suite (bornée) de points {x,} vers un point x,, est que tout corps convexe
(borné) conmtenant une infinité de points x, contienne le point x;,
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Abelien (espace) 203

Accumulation {point d7) 32, 287
Addition 42, 203

Additive fonctionnelle, opération 40
Analytique ensemble 35

Appui (plan d%) 215

Associée équation 147, opération 101
Asymptotique convergence 25, limite 201

Base 110, de Hamel 205
Biorthogonale suite 107

Carré des espaces 167

Catégorie 1-e, Il-¢, de Baire 32

Centre d'une sphére 32, d’un couple de points
155

Classe totale (d’opération lintaires) 54

Combinaison linéaire 43

Commutative convergence 211

Compact espace 30

Compacticité faible 126, 210

Complet espace, ensemble 29, faiblement 211,
systéme biorthogonal 209

Compléte suite d’8léments de (O} 79, de (L)
80

Condensation des singularités (théordme sur)
41, (principe de) 86

Condition de Baire pour ensembles 34, pour
opérations 35, de Cauchy 29

Conjugué exposant 24

Conjugude opération 101

Connexe (ensemble, espace) 39

Continue {(opération) 34, faiblement (fonction-
nelle) 127, totalement (opération) 98

Contredomaine 34

Convergence asymptotique 25, commutative
211, en mesure 25, en moyenne 25, faible
(des é&léments) 128, (des fonctionnelles)
120

Convergente série 51, suite 29, (d’'opérations)
35

Convexe corps 215, ensemble, espace 43, fonc-
tion 202

Corps convexe 215

Dense engemble 32

Dérivé (ensemble) 32, faible 187, transfini 191
Développment d'un élément 107, dune fone-
" tion 87 -
Digmétre d'un ensemble 155

Dimension linéaire 176

Dimensionnelle (propriété) 213

Distance 29

Domaine 34

Elément-zéro d’un espace 38

Elément propre (d'une équation) 147

Ensemble analytique ou (4) 35, 36, 207, con-
nexe 39, convexe 43, compact 30, (faible-
ment) 126, 210, de I-e, de II-e catégorie 32,
dense 32, (faiblement} 121, dérivé 32, (faible)
187, (transfini) 191, faiblement complet 211,
fermé 32, (faiblement) 121, (réguliérement)
115, fondamental (d’éléments) 67, linéaire
42, mesurable (8) 34, {(J), {L) 47, non dense
32, ouvert 32, parfait 32, total (d’&lémenits)
67, (de fonctionnelles) 54, vectoriel 42

FEnsembles homéomorphes 158

Entourage 32

Equations associées 147, symétriques 152

Egquivalence (des espaces) 166, 212

Espace abelien 203, {C) 31, (C¥) 31, (&) 31,
(co) 166, compact 30, (faiblement) 210, com-
plet 29, conjugué 171, connexe 39, (D) 29,
du type (B) 63, (F) 49, (G) 38, (H®) 202,
linéaire 42, (I 31, (1% 32, (M) 30, (m)
31, métrique 29, normé 63, {O) 201, (o) 202,
(Q) 201, (R) 202, (5) 30, (s) 30, séparable
32, universel 171
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Espaces équivalents 166, 212, isométriques 154,
(presque) 212, isomorphes 166

Exposants conjuguds 24

Extension(!y d'une fonctionnelle 43

Faible convergence (des éléments) 128, (des
fonctionnelles) 120, dérivé 187, limite 120,
méthode de sommation 93 ‘

Faiblement compact (espace) 210, complet
(espace) 211, continue (fonctionnelle 127,
convergente (suite de fonctionnelles) 120,
dense (ensemble de fonctionnelles linéaires)
121, fermé (ensemble de fonctionnelles liné-
aires) 121

Fermé (emsemble) 32

Fermée (suite d"éléments de (C), (L) 79

Fermeture d™un ensemble 32

Fonctionnelle 34, additive 40, 43, continne 34,
(faiblement) 127, linéaire 40, non négative
194, orthogonale (4 un élément ou un en-
semble d'éléments) 67, propre (d'une équa-
tion) 147 '

Fondamental (ensemble d’sléments) 67

Glissante métrique 204
Groupe 38

Homéomorphie 158
Homogéne (opération) 43
Hyperplan 215

Incomparables (dimensions) 176

Inversion (d’une opération linéaire) SO

Isométrie, isométrigque espace, transformation
154, presque isométrique (espace) 213, pro-
priété 213 '

Isomorphie 166, isomorphes espaces 166, pro-
priétés 213

Lim, limite pénéralisée 47, 48, 208

Limite 29, asymptotique 201, des opérations
35, faible 120, 128, (point) 29, transfinie
116, 117

Linéaire combinaison 43, dimension 176, en-
semble, espace 42, opération 40, transfor-
mation 154, variété 215

- Mesurable (B) eiisemble 34, opération 35
Mesure (convergence en) 25

Méthode de sommation normale 97,208, pat-
faite 93, permanente 93, plus faible que 63,
reversible 93

Mérrique (espace) 29

Mérrigue ,glissante™ 204

Moments (probléme des) 81

. Non dense (ensembie) 32

Non négative (fonctionnelle) 194

Normale (méthode de sommation 208, suite
voir normde

Norme d'un élément 63, d'une opération 64

Normé {espace) 63

Normée{?) suite 112, systéme 209

Opération 34, additive 40, associée ou conju-
guée 101, continue 35, homogéne 43, linéaire
40, mesurable (#) 34, symétrique 152, to-
talement continue 98 ;

Parfait (ensemble) 32

Parfgite (méthode de sommation) 93

Permanente {méthode de sommation) 93

Plan d’appui 215

Point d'accumulation des éléments 32, des fone-
tionnetles 187

Point-limite 29

Presque isométriques espaces 213

Principe de condensation des singularités 86

Probléme des moments §1

Produit des espaces 167

Prolongement (d’une fonctionnelle) voir exten-
sion

Propre élément, fonctionnelle, valeur (d’une
équation) 147

Propriété isométrique 213, isomorphe 213, di-
mensionnelle 213

Régulidre (valeur d’une équation) 147

Régulierement fermé (ensemble de fonction-
nelles) 115

Reversible (méthode de sommation) 93

Rotation 160

Segment 43

Séparable (espace) 32 :

Série convergente 51, commutativement con-
vergente 211

Singularité (condensation des) 41, 86

(1) Terme coincidant avec le terme classique ,;prolongement” pour les fonctions.
(% Terme coincidant pour les suites orthogonales de fonctions avec le terme ,normale”.

Index terminologique 219

Sommation (méthodes de) 93

Sous-groupe 39

Specire (d'une équation) 147

Sphére 32, ouverte 32

Suite biorthogonale 107, compléte 79, conver-
gente (d’éléments) 29, (d’opératicns) 34,
asymptotiquement 25, en moyenne 25, fai-
blement (d’éléments) 128, (de fonctionnelles)
120, fermée 80, biorthogonale compléte 211,
normeée voir normée

Symétrigues (quations) 152

Systéme biorthogonal voir suite

Total, ensemble d*éléments 67, de fonctionnel-
les 54

Towlemenr continue (opération) 98

Transfini (dérivé) 191

Transfinie (limite) 116

Transfiniment fermé (ensemble de fonctionnel-
les) 117

Transformarion isométrique 134, linéaire 154

Translation 215

Universel (espace) 171, 213

Valewr d’une opération 34, propre d'une
équation 147, réguliére d'une équation 147

Variété linéaire 215

Vectoriel (ensemble, espace) 42

Voisinage (d’un point) 32





