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1. Introduction. Désignons par P (n) le plus grand facteur premier
de n, avec la convention P (1) = 1, et par f(n) une fonction multiplicative.
Pour x ≥ 1, y > 1 nous posons :

S(x, y) := {n ≤ x : P (n) ≤ y},

ψf (x, y) :=
∑

n∈S(x,y)

f(n), u := log x/ log y.

Plusieurs problèmes en théorie des nombres nécessitent la connaissance
du comportement asymptotique de ψf (x, y) (cf. par exemple [7], [9], [11]).

Le cas le plus important concerne la fonction ψ(x, y) := |S(x, y)|. Cette
fonction a été étudiée de manière approfondie par plusieurs auteurs ([3],
[13], [16], [21]). On pourra aussi se reférer à [24] pour les principaux résul-
tats concernant cette fonction et pour une liste plus complète de références
bibliographiques. Nous mentionnons cependant deux résultats concernant
ψ(x, y).

(a) La formule asymptotique de Hildebrand [13],

(1.1) ψ(x, y) = x%(u)
(

1 +O

(
Log(1 + u)

Log y

))
,

valable uniformément dans le domaine

(Hε) x ≥ 3, exp((log2x)
5/3+ε) ≤ y ≤ x.

Nous désignons, ici, par %(u) la fonction de Dickman. Elle est définie
comme l’unique solution de l’équation différentielle aux différences avec con-
ditions initiales

(1.2)


u%′(u) = −%(u− 1) (u > 1),
%(u) = 1 (0 ≤ u ≤ 1),
%(u) = 0 (u < 0).
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(b) L’estimation de Saias [21],

(1.3) ψ(x, y) = Λ(x, y)(1 +Oε(Lε(y)−1)),

valable dans le domaine (Hε). Avec les notations

(1.4) Λ(x, y) :=


x

∞∫
1

%(u− v) d([yv] · y−v) (x 6∈ N),

1
2 (Λ(x− 0, y) + Λ(x+ 0, y)) (x ∈ N),

et
Lε(y) := exp((log y)3/5−ε).

Nous citons un autre cas intéressant, celui de la fonction

M(x, y) :=
∑

n∈S(x,y)

µ(n).

Améliorant les résultats de Alladi [1] et de Hildebrand [15], Tenenbaum
[26] montre que l’on peut approcher M(x, y) par une fonction à variations
régulières, ce qui permet d’obtenir une majoration non triviale pour le rap-
port |M(x, y)|/ψ(x, y). Il démontre, en particulier, que l’on a

(1.5) M(x, y) = x
∞∫

0

ω(u− v)M(yv)y−v dv +O(ψ(x, y)Lε(y)−1),

uniformémemt dans le domaine

(Gε) x ≥ 3, exp((log x)2/5+ε) ≤ y ≤ x.

Dans (1.5) nous utilisons la notation

M(x) :=
∑
n≤x

µ(n),

et nous désignons par ω(u) la fonction de Buchstab. Elle est la solution de
l’équation différentielle aux différences avec conditions initiales

(1.6)


[uω(u)]′ = ω(u− 1) (2 < u < +∞),
uω(u) = 1 (1 ≤ u ≤ 2),
ω(u) = 0 (−∞ < u < 1).

D’autres fonctions ont été étudiées comme f(n) = µ2(n) ([18], [19]);
f(n) = zΩ(n) ([2], [5], [15]), où Ω(n) désigne le nombre de facteurs premiers
de l’entier n; f(n) = τk(n) ([28], [29]) où τk(n) désigne le nombre de solutions
en entiers n1, . . . , nk ≥ 1 de l’équation n = n1 . . . nk.

Signalons toutefois que dans [29] Xuan estime
∑

n∈S(x,y) τk(n) lorsque
k est entier en utilisant une méthode élémentaire basée sur la relation τk =
τk−1 ∗ 1 et la formule asymptotique de Hildebrand (1.1).
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D’une manière générale, de Bruijn et van Lint [4] ont estimé ψf (x, y)
lorsque f est une fonction multiplicative positive satisfaisant aux conditions
suivantes pour une constante positive convenable k :

(1.7)
∑
n≤x

f(n) ∼ x(log x)k−1L(log x) (x→ +∞),

où L désigne une fonction à oscillations lentes, et pour chaque u > 1 fixé

(1.8)
∑

y<p<yu

f(p)/p ∼ k log u (y → +∞).

Ils ont établi que

(1.9) ψf (x, y) ∼ Γ (k)u1−k%k(u)
∑
n≤x

f(n) (x := yu → +∞),

uniformément pour u borné. La fonction %k(u) qui apparait dans (1.9) est
la solution continue sur R∗ de l’équation différentielle aux différences

(1.10)

u%′k(u) = (k − 1)%k(u)− k%k(u− 1) (u > 1),
%k(u) = uk−1/Γ (k) (0 < u ≤ 1),
%k(u) = 0 (u ≤ 0).

Le comportement asymptotique de %k(u) est aujourd’hui bien connu ([12],
[14], [23]). Dans [23], l’auteur donne un développement asymptotique de
la fonction %k(u) (k > 0). Nous utilisons à cette fin une technique basée
sur la méthode classique du point selle. Cette technique, développée ces
dernières années, a permis de résoudre plusieurs problèmes d’arithmétique et
d’améliorer un certain nombre de résultats ([24], [25]). C’est par cette même
technique que nous nous proposons d’estimer ψf (x, y) lorsque f répond aux
conditions (1.18).

Soit z un nombre complexe et ζ(s) la fonction de Riemann; on définit la
fonction arithmetique τz(n) (fonction de Piltz) par l’identité

ζ(s)z :=
∑
n≥1

τz(n)n−s (Re s > 1),

et on pose

Sz(x) :=
∑
n≤x

τz(n) (x ≥ 2).

Dans [22], Selberg donne une formule asymptotique pour la fonction Sz(x),
à savoir

(1.11) Sz(x) =
x

Γ (z)
(log x)z−1 +O(x(log x)z−2),

valable uniformément, pour A > 0, dans le domaine |z| ≤ A, x ≥ 2.
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Du théorème de Selberg, on peut déduire une estimation de la fonction
sommatoire de toute fonction multiplicative dont la série de Dirichlet se
comporte, au voisinage de s = 1, comme une puissance de ζ(s) (cf. [24],
théorème II.5.5). On a le résultat suivant :

(1.12)
∑
n≤x

f(n) = Cfx(log x)z−1 +O(x(log x)z−2),

valable pour |z| ≤ A, x ≥ 2, où f(n) est une fonction multiplicative
répondant aux conditions

(1.13)


f = τz ∗ h,∑
m≥1

h(m)
ms

(logm)N converge absolument en s = 1

pour N ≤ [|z|] + 3
avec

(1.14) Cf :=
∑
m≥1

h(m)/m.

Le but de ce travail est d’estimer Sk(x, y) :=
∑

n∈S(x,y) τk(n), lorsque
k est un réel strictement positif fixé. Nous en déduirons une évaluation
de ψf (x, y) dans le cas où f est une fonction multiplicative satisfaisant à
certaines conditions que nous expliciterons plus loin. Nous étendrons ainsi
le champ de validité du résultat de Xuan [29].

Pour tout réel v 6= 1, on définit ξ(v) comme l’unique solution non nulle
de l’équation

eξ(v) = 1 + vξ(v),
avec la convention ξ(1) = 0.

La fonction %k(u) est définie par (1.10) et on désigne par zk(u) la solution
de l’équation différentielle aux différences

(1.15)


uz′k(u) = −kzk(u− 1) (u > 1),
zk(u) = 1 (0 ≤ u ≤ 1),
zk(u) = 0 (u < 0).

On verra qu’en fait %k(u) est la primitive fractionnaire d’ordre k − 1 de
la distribution δ0 + zk, où δ0 est la mesure de Dirac en zéro.

Le théorème 1 donne une estimation asymptotique de Sk(x, y) qui géné-
ralise (1.1).

Théorème 1. Soient ε > 0, k > 0. Posons

Ek(x, y) :=
1 + |ξ(u)|

log y
+

1
(log y)k

.



Valeur moyenne des fonctions de Piltz 25

On a

(1.16) Sk(x, y) = x(log y)k−1%k(u)(1 +O(Ek(x, y))),

uniformément dans le domaine

(Hε) x ≥ 3, exp((log2 x)
5/3+ε) ≤ y ≤ x.

Le théorème 2 est une estimation du type (1.3) et (1.5).

Théorème 2. Soient ε > 0, k > 0. On a

(1.17) Sk(x, y) = x
∞∫

0

zk(u− v) d(Sk(yv)y−v)(1 +O(Lε(y)−1)),

uniformément dans le domaine

(Gε) x ≥ 3, exp((log x)2/5+ε) ≤ y ≤ x.

Nous étendons ainsi le champ de validité d’un résultat de Hazlewood
[10], tout en améliorant le terme d’erreur.

Enfin, le théorème 3 traite le cas d’une fonction multiplicative vérifiant

(1.18)



f = τk ∗ h,∑
m>t

P (m)≤y

|h(m)|
m

� Rε(t, y) := Lε/2(t)−1

+ exp
(
− log t

(log y)2/5+ε/2

)
(t ≥ 2, y ≥ 2).

Théorème 3. Soient ε > 0, k > 0. Pour f vérifiant (1.18) et avec la
notation (1.14), on a

(1.19) ψf (x, y) = Cfx(log y)k−1%k(u)(1 +O(Ek(x, y))),

uniformément dans le domaine (Hε).

L’auteur remercie G. Tenenbaum pour l’aide qu’il lui a apportée dans
l’élaboration de ce travail.

2. Notations. Dans ce qui suit nous utilisons les notations suivantes.
La lettre k dénote un réel strictement positif.
On désigne par s un nombre complexe, les réels σ et t étant implicitement

définis par
s = σ + it.

Pour s ∈ C \ [0,+∞[, on note log s la valeur principale du logarithme
en s.
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Pour y > 1, on pose

ζ(s, y)k :=
∏
p≤y

(1− p−s)−k, ϕ1(s, y) :=
d

ds
log ζ(s, y).

Pour v ≥ 1, on note ξ(v) l’unique solution de l’équation

eξ(v) − 1 = vξ(v),

avec la convention ξ(1) = 0, et, lorsqu’aucune confusion n’est à craindre, on
pose

ξ := ξ(u/k).
On pose, pour tout nombre complexe s,

I(s) :=
s∫

0

ev − 1
v

dv,

avec la notation

(2.1) σj := kI(j)(ξ) (j ≥ 0).

La fonction f̂(s) désigne la transformée de Laplace de la fonction f , soit

f̂(s) :=
∞∫

0

e−stf(t) dt.

Le réel α est défini par

α := 1− ξ/ log y.

Enfin, on pose pour tout ε > 0

Lε(y) := exp((log y)3/5−ε) (y ≥ 1).

3. Lemmes. Nous établissons tout d’abord certains résultats qui nous
serons utiles par la suite.

Lemme 3.1. (i) Soient ε > 0, k > 0. Pour y ≥ y0(ε, k), σ ≥ 1 −
(log y)−2/5−ε, |t| ≤ Lε(y), on a

(3.1) ζ(s, y)k = (log y)k((s− 1)ζ(s))k%̂k((s− 1) log y)(1 +O(Lε(y)−1)).

(ii) En particulier , pour α = 1− ξ/ log y, 1 ≤ u ≤ Lε(y), on a

(3.2) ζ(α, y)k = (log y)kekγ+σ0

(
1 +O

(
1 + |ξ|
log y

))
.

D é m o n s t r a t i o n. (i) Nous savons d’après [12] que

(3.3) %̂k(s) = exp(kγ + kI(−s)).
Puisque %1 = %, on en déduit

(3.4) %̂k(s) = %̂(s)k.
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Le point (i) est une conséquence immédiate de (3.4) et du lemme III.5.9.1
de [24].

(ii) La condition 1 ≤ u ≤ Lε(y) nous permet d’appliquer (3.1) avec
s = α. Il vient

ζ(α, y)k = (log y)k((α− 1)ζ(α))k%̂k((α− 1) log y)(1 +O(Lε(y)−1)).

Or
(α− 1)ζ(α) = 1 +O(|α− 1|) = 1 +O(|ξ|/ log y).

La formule (3.2) en découle, compte tenu de (3.3), σ0 étant donné par (2.1)
avec j = 0.

Le lemme suivant, prouvé par Fouvry et Tenenbaum (cf. le lemme 6.1
de [8]) permet une estimation de %̂k(s).

Lemme 3.2. Pour s ∈ C \ ]−∞, 0], k > 0, on a

(3.5) %̂k(s) =
1
sk

exp(−kJ(s)),

où nous avons posé

J(s) :=
∞∫

0

e−s−v

s+ v
dv.

On déduit de la formule (3.5) et de la majoration

J(s) � e−σ|t|−1

que

(3.6) %̂k(s) =


1
sk

(
1 +O

(
e−σ

|t|

))
(|t| > e−σ),

1
(it)k

(
1 +O

(
e−σ + |σ|

|t|

))
(|t| > max(e−σ, |σ|)).

Nous rappelons enfin deux résultats prouvés dans [23] (lemmes 4.10, 4.11
et théorème 1).

Lemme 3.3. Pour k > 0, u > max(1, k), s = −ξ + it, t ∈ R, on a

(3.7) %̂k(s) �


exp

(
kγ + σ0 −

2t2

π2
σ2

)
(|t| ≤ π),

exp
(
kγ + σ0 −

u

ξ2 + π2

)
(|t| > π).

Lemme 3.4. Soit k un entier ≥ 0 et ε > 0. On a uniformément pour
u > 1, k ≥ ε, ξ = ξ(u/k)

(3.8) %k(u) =
ekγ+σ0−uξ

√
2πσ2

(1 +Oε((u+ k)−1)).
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Une formule asymptotique d’ordre arbitrairement grand étendant (3.8)
est établie dans [23].

D’après le lemme 4.2 de [23], on a %k(v) > 0 pour tout v > 0. Il suit,
compte tenu des estimations σ0 ∼ u et ξ ∼ log(u/k), valables pour u > k
(cf. [23], lemmes 4.4 et 4.3), et de l’expression (3.8)

(3.9) %k(u) � u−2u (u ≥ 1).

Nous démontrons à présent quelques lemmes utiles à la preuve des thé-
orèmes 1, 2, 3.

Lemme 3.5. Pour s = −ξ + it, 1 ≤ u ≤ k, on a

(3.10) %̂k(s) = Ok(1).

D é m o n s t r a t i o n. D’après le lemme 4.3 de [23] on a −ξ ≤ k/u ≤ k
pour u ≥ 1, de plus %k(v) > 0 pour v > 0. Il suit pour σ = −ξ

|%̂k(s)| =
∣∣∣ ∞∫

0

%k(v)e−sv dv
∣∣∣ ≤ ∞∫

0

%k(v)ekv dv = %̂k(−k),

d’où (3.10).

Lemme 3.6. Soient ε > 0 et k > 0. Pour y ≥ 2, α = 1 − ξ/ log y,
1 < u ≤ Lε(y), on a

(3.11) xαζ(α, y)k

= x(log y)k%k(u)(2πu)1/2

(
1 +Oε

(
1 + |ξ|
log y

+
1

log(1 + u)

))
.

D é m o n s t r a t i o n. L’évaluation (3.11) découle facilement de (3.2),
(3.8) et de l’estimation

σ2 = u

(
1 +O

(
1

1 + log(u/k)

))
(u > k),

prouvée dans [23], lemme 4.5.

Lemme 3.7. Soient ε > 0 et k > 0. Pour y ≥ y0(ε, k), 1 ≤ u ≤ Lε(y),
T = Lε/2(y), on a

(3.12) xα
∑

|log (x/n)|≤T−1/2

P (n)≤y

τk(n)
nα

�ε,k x%k(u)Lε(y)−1.

D é m o n s t r a t i o n. La démonstration est essentiellement identique à
celle du lemme III.5.9.4 de [24].
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Désignons par RT le membre de gauche de (3.12). On considère en
premier lieu le cas

(3.13) u ≥ (log y)3/5−2ε/3.

On introduit alors la fonction de poids

χ(t) :=
(

sin((1/2)t
√
T )

(1/2)t
√
T

)2

,

dont la transformée de Fourier est donnée par

χ̂(v) =
1√
T

max(1− |v|/
√
T , 0).

Il suit

RT � xα
∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nα

χ(log(x/n))

�
∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
(
x

n

)α ∫
R
χ̂(v)eiv

√
T log(x/n) dv.

Le changement de variable w = v
√
T nous permet d’écrire

(3.14) RT �
1
T

∫
|w|≤T

(
1− |w|

T

)
ζ(α+ iw, y)kxα+iw dw � 1

T
(I1 + I2),

où I1 et I2 correspondent aux domaines d’intégration respectifs |w| ≤ T 1/2,
T 1/2 ≤ |w| ≤ T .

On a clairement I1 � xαζ(α, y)kT 1/2, ce qui implique, compte tenu de
(3.11), que

(3.15) I1 � x(log y)k%k(u)
√
uT 1/2 � x%k(u)T 3/4.

Estimons I2. On a

I2 � xα max
T 1/2≤w≤T

|ζ(α+ iw, y)k|T.

En appliquant (3.1) avec s = α+ iw, on obtient

ζ(s, y)k � ζ(s)k((s− 1) log y)k%̂k((s− 1) log y).

Pour w ≥ T 1/2, on a bien |w log y| ≥ 1 + uξ. Il suit grâce à (3.6)

ζ(s, y)k � ζ(s)k � (log T )k.

Ainsi on peut écrire

I2 � xαT (log T )k � xe−uξT (log T )k.
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Il résulte de (3.8), (3.13) et de l’estimation σ0 ∼ u (cf. lemme 4.4 de [23])
que

(3.16) I2 � x%k(u)Lε(y)−1T.

En reportant (3.15) et (3.16) dans (3.14), on obtient

RT � x%k(u)Lε(y)−1,

ce qui est de l’ordre requis.
Considérons à présent le cas

(3.17) u < (log y)3/5−2ε/3.

D’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz on a

RT �
√ ∑

n≤2x

(τk(n))2
∑

|log (x/n)|≤T−1/2

1 .

On déduit de (1.12) et de la majoration triviale
∑
|log (x/n)|≤T 1 � x/T que

RT � x(log x)(k
2−1)/2T−1/4.

Par ailleurs la fonction %k(u) est strictement positive pour u > 0. Il suit, en
tenant compte de (3.9),

RT � x%k(u)u2uT−1/4(log x)(k
2−1)/2 � x%k(u)Lε(y)−1.

Le lemme est ainsi établi.

Lemme 3.8. Soit zk(u) la fonction définie par (1.15). Alors on a

(i) zk(u) est continue en tout point u 6= 0 et possède une discontinuité
de première espèce en u = 0. On peut la prolonger par continuité à droite
sur R. De plus, elle est dérivable en tout point u 6= 0, 1.

(ii) z′k(u) admet une discontinuité de première espèce en u = 1 et on
peut la prolonger par continuité à droite sur R. Elle est dérivable en tout
point u 6= 0, 1, 2; et la fonction z′′k (u) possède une discontinuité de première
espèce en u = 1, 2.

De plus on a

(3.18) %k(u) =
1

Γ (k)

(
uk−1 +

u∫
0

z′k(u− v)vk−1 dv
)

(u > 0).

D é m o n s t r a t i o n. Le point (i) découle aisément de (1.15).
Montrons (ii). On déduit de (1.15) que l’on a

(∗)

{
uz′k(u) = −kzk(u− 1) (u > 0, u 6= 1),
z′k(u) = 0 (0 < u < 1).
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Il en résulte que z′k(u) possède une discontinuité de première espèce en u = 1,
et on peut la prolonger par continuité à droite sur R. De plus on peut écrire,
d’après (∗), que z′k(u) est dérivable pour tout u 6= 0, 1, 2 et que l’on a

(∗∗)

{
uz′′k (u) = −kz′k(u− 1)− z′k(u) (u > 1, u 6= 2),
z′′k (u) = 0 (0 < u < 1).

Il suit que z′′k (u) possède une discontinuité de première espèce en u = 1, 2
et on peut la prolonger par continuité à droite.

Montrons (3.18). Lorsque 0< u< 1 on a z′k(u− v)=0 (0≤v< u), donc

1
Γ (k)

(
uk−1 +

u∫
0

z′k(u− v)vk−1 dv
)

=
uk−1

Γ (k)
= %k(u).

Supposons u > 1 et posons

f(u) := uk−1 +
u∫

0

z′k(u− v)vk−1 dv.

Remarquons que l’intégrale est convergente pour k > 0. De plus on a
d’après (ii)

f ′(u) = (k − 1)uk−2 +
u∫

0

z′′k (u− v)vk−1 dv − k(u− 1)k−1 (u > 1),

où le dernier terme provient de la discontinuité de z′k(u) en u = 1. En
multipliant par u, on obtient

uf ′(u) = (k − 1)uk−1 +
u∫

0

(u− v)z′′k (u− v)vk−1 dv

+
u∫

0

z′′k (u− v)vk dv − ku(u− 1)k−1.

Or, d’après (∗), on a
u∫

0

vk dz′k(u− v) = [vkz′k(u− v)]u0 − k
u∫

0

z′k(u− v)vk−1 dv

= −
u∫

0

vkz′′k (u− v) dv + k(u− 1)k.

Il suit

uf ′(u) = (k − 1)uk−1 −
u∫

0

(kz′k(u− 1− v) + z′k(u− v))vk−1 dv

+ k
u∫

0

z′k(u− v)vk−1 dv + k(u− 1)k − ku(u− 1)k−1,
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où l’on a tenu compte de (∗∗). D’où

uf ′(u) = (k − 1)uk−1 + (k − 1)
u∫

0

z′k(u− v)vk−1 dv

− k
u∫

0

z′k(u− 1− v)vk−1 dv − k(u− 1)k−1

= (k − 1)f(u)− kf(u− 1).

Sachant que
Γ (k)f(u) = %k(u) (0 < u ≤ 1),

on en déduit que cette relation persiste pour tout u > 0, d’où (3.18).

Lemme 3.9. Pour k > 0, s = σ + it, σ > 0, on a

(3.19) sk%̂k(s) = sẑk(s) = 1 + ẑ ′k(s).

D é m o n s t r a t i o n. Posons

g(v) =
{
vk−1/Γ (k) (v ≥ 0),
0 (v < 0).

Pour k > 0, on a

(3.20) ĝ(s) = s−k.

On déduit de la formule (3.18) et du lemme 3.8 que

%k(u) = g(u) + (z′k ∗ g)(u) (u > 0).

D’après le lemme 3 de [17], on a z′k(u) � uc. Il suit que
∫∞
0
e−suz′k(u) du

converge pour σ > 0. Le théorème de convolution nous permet alors d’écrire

%̂k(s) = ĝ(s)(1 + ẑ ′k(s)) (σ ∈ R∗+).

Le lemme en découle, compte tenu de (3.20).

Avant d’énoncer le lemme suivant, nous introduisons quelques notations
supplémentaires. On pose pour ε > 0 fixé

ϑ := {s : σ(t) > 1− c/(log(1 + |t|))(2+ε)/3},
où c est une constante suffisamment petite pour que ζ(s) n’ait aucun zéro
σ + it tel que σ ≥ σ(t) (cf. [6]);

T := Lε/2(y),
T0 est l’intersection de la droite σ = α avec la courbe σ = σ(t),
κ := 1 + 1/ log x,
T1 := Lε/3(x),
Z est le chemin symétrique par rapport à l’axe réel dont la partie supé-

rieure est constituée des arcs Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 définis respectivement par

Γ1 := {α+ it : T ≤ t ≤ T0},
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Γ2 := {σ(t) + it : T0 ≤ t ≤ T1},
Γ3 := {σ + iT1 : σ(T1) ≤ σ ≤ κ},
Γ4 := {κ+ it : T1 ≤ t}.

Lemme 3.10. Soit 0 < ε < 1. Pour k > 0, u ≤ Lε(y), on a

(3.21)
∫
Z

ζ(s)k x
s

s
ds� xLε/2(x)−1 + x%k(u)Lε(y)−1.

En particulier , dans le domaine (Gε), la majoration précédente est

(3.22) � x%k(u)Lε(y)−1.

D é m o n s t r a t i o n. D’après la majoration classique (cf. [24], théorème
II.3.7)

ζ(s)k � (log(1 + |t|))k (σ ≥ 1− c/(log(1 + |t|))(2+ε)/3),

on a ∫
Γ1

ζ(s)k x
s

s
ds� xα(log T0)k+1.

Lorsque u ≥ (log y)3/5−2ε/3, on a, compte tenu du lemme 3.4,

xα(log T )k+1 � x%k(u)Lε(y)−1.

Lorsque u < (log y)3/5−2ε/3, on peut écrire∫
Γ1

ζ(s)k x
s

s
ds =

∫
W

ζ(s)k x
s

s
ds,

où W est le chemin orienté formé des segments

[α+ iT, κ+ iT ], [κ+ iT, κ+ iT0], [α+ iT0, κ+ iT0].

Il suit ∫
Γ1

ζ(s)k x
s

s
ds� x

(log T )k

T
+ xκ

∑
n≥1

τk(n)
nκ(1 + T |log (x/n)|)

.

Il découle de (3.9) que le premier terme du membre de droite de l’estimation
précédente est � x%k(u)Lε(y)−1.

On estime la somme de l’expression précédente comme dans le lemme
III.5.9.4 de [24], en considérant séparément les cas |x − n| ≤ xT−1/4 et
|x− n| > xT−1/4. On a

xκ
∑

|x−n|>xT−1/4

τk(n)
nκ(1 + T |log (x/n)|)

� xT−3/4 � x%k(u)Lε(y)−1,

où l’on a tenu compte de (3.9).
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De plus, on peut écrire grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz

(3.23) xκ
∑

|x−n|≤xT−1/4

τk(n)
nκ(1 + T |log (x/n)|)

�
√ ∑

n≤2x

(τk(n))2
∑

|x−n|≤xT−1/4

1

� x(log x)(k
2−1)/2T−1/8 � x%k(u)Lε(y)−1

d’après (3.9).
Ainsi on a bien ∫

Γ1

ζ(s)k x
s

s
ds� x%k(u)Lε(y)−1.

L’intégrale sur Γ1 est donc bien de l’ordre requis.

Estimons l’intégrale sur Γ2. La fonction σ(t) étant croissante, on peut
écrire ∫

Γ2

ζ(s)k x
s

s
ds� xσ(T1)(log T1)k+1 � xLε/2(x)−1.

On obtient similairement∫
Γ3

ζ(s)k x
s

s
ds� x(log x)kLε/3(x)−1 � xLε/2(x)−1.

Enfin, pour estimer l’intégrale sur Γ4, on écrit∫
Γ4

ζ(s)k x
s

s
ds� xκ

∑
n≥1

τk(n)
nκ(1 + T1|log (x/n)|)

� xLε/2(x)−1,

où nous avons procédé comme pour la preuve de (3.23).
Le lemme est ainsi établi.

4. Démonstration du théorème 1. Nous établissons la proposi-
tion suivante. Nous verrons qu’associée aux lemmes 3.6 et 3.7, elle permet
d’établir facilement le théorème 1.

Proposition 4.1. Soit 0 < ε < 1. Pour k ∈ R∗+ − {1}, y ≥ y0(ε, k),
s = α+ it, on a

(4.1)
1

2iπ

α+i/2∫
α−i/2

ζ(s, y)k x
s

s
ds = x(log y)k−1%k(u)(1 +O(Ek(x, y))),

uniformément dans le domaine (Hε).
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D é m o n s t r a t i o n. Notons K(u) le membre de gauche de (4.1), et
posons

F (s) := s−1((s− 1)ζ(s))k − 1.

D’après le lemme 3.1 on a

K(u) =
1

2iπ

α+i/2∫
α−i/2

(log y)k%̂k((s− 1) log y)
(

1+F (s)+O

(
ζ(s, y)k

Lε/2(y)

))
xs ds.

On déduit aisément de (3.2) que la contribution du terme d’erreur à l’inté-
grale est

(4.2) � xαζ(α, y)kLε/2(y)−1 � x%k(u)Lε(y)−1,

ce qui est bien de l’ordre requis. Ainsi, lorsqu’on effectue le changement de
variable (s− 1) log y = v := β + it, on obtient

(4.3) K(u) = x(log y)k−1(K1(u) +K2(u)) +O(x%k(u)Lε(y)−1),

avec

K1(u) :=
1

2iπ

∫
β=−ξ

|t|≤(log y)/2

%̂k(v)euv dv,

K2(u) :=
1

2iπ

∫
β=−ξ

|t|≤(log y)/2

%̂k(v)F (1 + v/ log y)euv dv,

K1(u) constitue le terme principal de (4.1).
Nous traiterons K2(u) comme un terme d’erreur.

Estimation de K1(u). La fonction %k(u) est unimodale pour k > 1 et
strictement décroissante pour k < 1. De plus l’intégrale

∫∞
0
%k(v)e−sv dv

converge sur toute droite s = σ + it. On peut donc appliquer le théorème
d’inversion de Laplace et écrire

K1(u) =
1

2iπ

−ξ+i∞∫
−ξ−i∞

%̂k(v)euv dv − 1
2iπ

∫
β=−ξ

|t|>(log y)/2

%̂k(v)euv dv,

soit

(4.4) K1(u) = %k(u) +K11(u).

Considérons une constante positive A suffisamment grande et posons

T2 := max(Au|ξ|, (log y)/2).
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On a

K11(u) =
1

2iπ

∫
β=−ξ

(log y)/2<|t|≤T2

%̂k(v)euv dv +
1

2iπ

∫
β=−ξ
|t|>T2

%̂k(v)euv dv.

Lorsque Au|ξ| ≤ (log y)/2, la première intégrale est nulle.

Pour estimer la seconde intégrale on utilise (3.6) car on a bien |t| > T2 >
u|ξ| et on obtient

1
2iπ

∫
β=−ξ
|t|>T2

%̂k(v)euv dv

=
1

2iπ

( ∫
β=−ξ
|t|>T2

(it)−keuv dv +O
(
u|ξ|e−uξ

∫
|t|>T2

|t|−k−1 dt
))
.

La seconde formule de la moyenne implique donc
1

2iπ

∫
β=−ξ
|t|>T2

%̂k(v)euv dv � u|ξ|e−uξT−k
2 .

Il en résulte que

(4.5) K11(u) � %k(u)(log y)−k (Au|ξ| ≤ (log y)/2),

où nous avons tenu compte de (3.8).

Lorsque Auξ > (log y)/2, on a∫
β=−ξ

(log y)/2<|t|≤T2

%̂k(v)euv dv � exp(kγ + σ0 − uξ − u/(ξ2 + π2))T2,

où l’on a utilisé (3.7), et∫
β=−ξ
|t|>T2

%̂k(v)euv dv � e−uξT 1−k
2 ,

où l’on a fait appel à (3.6) puisque |t| > T2 > uξ. Il suit, grâce à (3.8),

(4.6) K11(u) � %k(u)(log y)−k (Auξ > (log y)/2).

Ainsi dans tous les cas on a

(4.7) K1(u) = %k(u)(1 +O((log y)−k)).

Estimation de K2(u). Rappelons (cf. [24], théorème II.5.1) que la fonc-
tion F (s) est holomorphe dans le disque |s − 1| < 1 et qu’elle y admet la
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représentation en série de Taylor

(4.8) F (s) =
∑
m≥1

am(s− 1)m,

où

(4.9) am �ε,k (1 + ε)m.

Il résulte de (4.8) que

(4.10) F (s) = O(s− 1) (|s− 1| ≤ 1/2).

Comme pour l’estimation de K1(u), considérons une constante positive suffi-
samment grande A et posons

T3 := min(Au|ξ|, (log y)/2).

On a

K2(u) =
1

2iπ

∫
β=−ξ
|t|≤T3

%̂k(v)F (1 + v/ log y)euv dv

+
1

2iπ

∫
β=−ξ

T3<|t|≤(log y)/2

%̂k(v)F (1 + v/ log y)euv dv

= K21(u) +K22(u) (disons).

Lorsque Au|ξ| ≥ (log y)/2, la quantité K22(u) est identiquement nulle, et il
découle de (3.7) et de (4.9) que

K21(u) �
e−uξ

log y

(
(1 + |ξ|)

∫
|t|≤π

exp
(
σ0 −

2t2

π2
σ2

)
dt

+
∫

π<|t|≤T3

exp
(
σ0 −

u

ξ2 + π2

)
u|ξ| dt

)
� (1 + |ξ|)%k(u)(log y)−1,

d’après (3.8). Par conséquent,

(4.11) K2(u) � (1 + |ξ|)%k(u)(log y)−1 (Au|ξ| ≥ (log y)/2).

Estimons maintenant K2(u) sous la condition Au|ξ| < (log y)/2. On
déduit facilement de (3.8) et (4.10) que

K21(u) �k
1

log y
(1 ≤ u ≤ k).

Lorsque u > k, on décompose K21(u) suivant les domaines respectifs 0 <
|t| ≤ π, π < |t| ≤ T3. Il découle de (3.8) et (4.10) que

K21(u) � (1 + |ξ|)%k(u)(log y)−1.
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On a donc

(4.12) K21(u) � (1 + |ξ|)%k(u)(log y)−1 (Au|ξ| < (log y)/2).

Pour estimer K22(u), on développe F (1 + v/ log y) autour du point 1−
ξ/ log y. On obtient

(4.13) F

(
1 +

v

log y

)
=

∑
m≥0

bm(it)m(log y)−m,

avec

(4.14) b0 = F (1− ξ/ log y) � |ξ|/ log y, bm � 1 (m ≥ 1).

On a d’après (3.6)

K22(u) =
1

2iπ

∫
β=−ξ

T3<|t|≤(log y)/2

(
1
it

)k(
1 +O

(
u|ξ|
|t|

))
F

(
1 +

v

log y

)
euv dv(4.15)

= N(u) +R(u),

où nous avons désigné par N(u) la contribution du terme principal et par
R(u) celle du terme d’erreur. Puisque v � |ξ| + t � t pour T3 < t ≤
(log y)/2, on déduit de (4.10) que l’on a

R(u) � u|ξ|
log y

e−uξ
∫

T3<|t|≤(log y)/2

|t|−k dt(4.16)

� e−uξ+ξ

log y
(T 1−k

3 + (log y)1−k) � %k(u)Ek(x, y),

car pour k fixé on a ξ ∼ ξ(u) ∼ log u. Ce qui est bien de l’ordre requis.
De plus, on a, compte tenu de (4.13),

(4.17) N(u) =
e−uξ

2π

( ∑
m≥0

bm(log y)−m
∫

T3<|t|≤(log y)/2

(it)m−keiut dt
)
.

D’après la seconde formule de la moyenne, on a∫
T3<|t|≤(log y)/2

(it)m−keiut dt� Tm−k
3 + ( 1

2 log y)m−k.

En reportant cette évaluation dans (4.17) on obtient

N(u) � e−uξ
∑
m≥0

|bm|
(log y)m

(
Tm−k

3 +
(

log y
2

)m−k)
(4.18)

� e−uξ

(
T−k

3

∑
m≥0

|bm|
(

T3

log y

)m

+
1

(log y)k

∑
m≥0

|bm|2−m

)
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� e−uξ

(
|b0|T−k

3 + T−k
3

∑
m≥1

(
T3

log y

)m

+
1

(log y)k

)

� e−uξ

(
|ξ|

log y
+

1
(log y)k

)
� %k(u)Ek(x, y),

où nous avons fait appel à (4.14) et à l’expression asymptotique de %k(u).
En reportant (4.16) et (4.18) dans (4.15) on obtient

(4.19) K22(u) � %k(u)Ek(x, y).

Les estimations (4.12) et (4.19) nous permettent de conclure que

(4.20) K2(u) � %k(u)Ek(x, y) (Au|ξ| < (log y)/2).

En reportant (4.7) dans (4.3) et en tenant compte de (4.11) et (4.20), on
obtient (4.1).

Fin de la preuve du théor ème. On se place dans le cas k 6= 1, car
le résultat est connu pour k = 1 (cf. (1.1)). D’après une forme effective de la
formule de Perron (cf. [24], théorème II.2.2), on a uniformément pour σ > 0,
T > 0

(4.21) Sk(x, y) =
1

2iπ

σ+iT∫
σ−iT

ζ(s, y)k x
s

s
ds

+O
(
xσ

∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nσ

1
1 + T |log (x/n)|

)
.

Choisissons σ = α et T := Lε/2(y). Posons

R1 :=
∣∣∣∣ 1
2iπ

∫
σ=α

1/2<|t|<Lε/2(y)

ζ(s, y)k x
s

s
ds

∣∣∣∣,
R2 := xα

∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nα

1
1 + Lε/2(y)|log (x/n)|

.

On a donc

(4.22) Sk(x, y) = K(u) +O(R1 +R2),

où K(u) désigne le membre de gauche de (4.1).
Le théorème étant trivialement vérifié pour y borné et 1 ≤ u ≤ Lε(y),

on suppose y ≥ y0(ε, k).
La quantité K(u) ayant dejà été estimée à la proposition 4.1, le théorème

sera définitivement établi lorsque nous aurons prouvé que les quantités R1

et R2 sont englobées par le terme d’erreur de (1.16).
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Estimation de R2. On a

R2 �
xα

√
T

∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nα

+ xα
∑

|log (x/n)|≤T−1/2

P (n)≤y

τk(n)
nα

= R21 +R22 (disons).

D’après le lemme 3.7 on a

R22 � x%k(u)Lε(y)−1.

De plus
R21 � xαζ(α, y)kT−1/2.

On déduit du lemme 3.1 que

R21 � x%k(u)Lε(y)−1.

Ainsi on a

(4.23) R2 � x%k(u)Lε(y)−1.

Estimation de R1. Sous la condition u ≤ (log2 y)2, on écrit

R1 = R11 +R12,

où R11, R12 correspondent respectivement à la contribution à l’intégrale de
(4.21) des domaines 1/2 < |t| < T4 et T4 ≤ |t| < T , avec

T4 := exp((log2 y)
3).

Pour évaluer R11 on fait appel au lemme 3.1 et à la formule (3.6) car
|t|log y > (log y)/2 > u|ξ|. Il vient

ζ(s, y)k = ζ(s)k

(
1 +O

(
1 + u|ξ|
|t|log y

))
.

On sait de plus (cf. lemme 4.3 [23]) que, pour k fixé,

ξ ∼ Log u (u→ +∞).

Il en résulte
|ξ|(log y)−1 � (log T )−1,

ce qui implique classiquement

ζ(s, y)k � (log(1 + |t|))k (σ = α, 1/2 < t < T4).

Il suit

R11 =
1

2iπ

∫
σ=α

1/2<|t|<T4

ζ(s)k x
s

s
ds+O

(
xα u|ξ|

log y

∫
1/2<|t|<T4

t−2(log(1 + |t|))k dt

)

=
1

2iπ

∫
σ=α

1/2<|t|<T4

ζ(s)k x
s

s
ds+O(x%k(u)(log y)−1).
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On estime l’intégrale par double intégration par parties, en tenant compte
des inégalités de Cauchy(

ζ(s)k

s

)(j)

�j
(log(1 + |t|)k)j+1

|t|
.

Il vient

1
2iπ

∫
σ=α

1/2<|t|<T4

ζ(s)k x
s

s
ds =

1
2iπ

[
xs

log x
ζ(s)k

s
− xs

(log x)2

(
ζ(s)k

s

)′]α±iT4

α±i/2

+
1

2iπ(log x)2
∫

σ=α
1/2<|t|<T4

xs

(
ζ(s)k

s

)′′
ds.

Par conséquent,

1
2iπ

∫
σ=α

1/2<|t|<T4

ζ(s)k x
s

s
ds� xα

log x
+

xα

(log x)2
∫

1/2<|t|<T4

(log(1 + |t|))3k

|t|
dt

� xα/ log x.

Il en découle que

R11 � x%k(u)(log y)−1.

Pour estimer R12 on procède comme pour le lemme III.9.5.4 de [24]. On a

1
2iπ

∫
σ=α

T4≤|t|<Lε/2(y)

ζ(s, y)k x
s

s
ds =

1
2iπ

∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
∫

T4≤|t|<Lε/2(y)

(
x

n

)s

ds

� xα
∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

= xα
∑

|x−n|≤xT
−1/4
4

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

+ xα
∑

|x−n|>xT
−1/4
4

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

.

D’après le (3.2) et le choix de T4, on obtient

xα
∑

|x−n|>xT
−1/4
4

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

� xαζ(α, y)kT
−3/4
4

� x%k(u)(log y)k−2.
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D’autre part, on a, grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz,

xα
∑

|x−n|≤xT
−1/4
4

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

�
√√√√ ∑

n≤2x

(τk(n))2
∑

|x−n|≤xT
−1/4
4

1

� x(log x)(k
2−1)/2T

−1/8
4 .

On sait d’après (3.9) que %k(u) � u−2u (u > 1), il en résulte

xα
∑

|x−n|≤xT
−1/4
4

τk(n)
nα(1 + T4|log (x/n)|)

� x%k(u)(log y)−1.

Il suit

R12 � x%k(u)(log y)−1.

Par conséquent,

(4.24) R1 � x%k(u)(log y)−1 (u ≤ (log2 y)
2).

Sous la condition u > (log2 y)2 nous procédons comme pour la démonstra-
tion du théorème III.5.9 de [24].

On a pour s = α+ it

R1 � xα max
1/2<|t|<T

|ζ(s, y)k| · log T.

Soit A une constante positive arbitrairement grande. D’après le lemme
3.1 on a

ζ(s, y)k � (ζ(s)(s− 1))k(log y)k%̂k((s− 1) log y).

De plus,

ζ(s) � |t|1/2 (Re s = α).

Il suit, compte tenu de (3.7),

max
1/2<|t|<Au|ξ|

|ζ(s, y)k| � (u|ξ|)3k/2(log y)k exp(kγ + σ0 − u/(ξ2 + π2))

� eσ0(log y)−1.

De plus, d’après (3.6) on a, pour |t| ≥ Au|ξ|,

ζ(s, y)k � ζ(s)k

(
1 +O

(
u|ξ|
|t|log y

))
� (log(1 + |t|))k � (log y)k.

Il suit

(4.25) R1 � xe−uξ

(
eσ0

log y
+ (log y)k

)
� x

%k(u)
log y

(u > (log2 y)
2).
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Ainsi dans tous les cas on a

(4.26) R1 � x%k(u)(log y)−1.

En reportant (4.23) et (4.26) dans (4.22) et en tenant compte de (4.1) on
obtient (1.16).

5. Démonstration du théorème 2. Nous établissons tout d’abord
une proposition qui nous donne une valeur approchée de Sk(x, y).

Proposition 5.1. Soient 0 < ε < 1, k > 0. Pour x, y dans le domaine
(Hε), on a

(5.1) Sk(x, y) = x
u∫

0

zk(u− v) d(Sk(yv)y−v)

+O(x%k(u)Lε(y)−1) +O(xLε/2(x)−1).

D é m o n s t r a t i o n. Posons T = Lε/2(y). D’après une formule de Per-
ron (cf. [24], théorème II.2.2), on a

Sk(x, y) =
1

2iπ

α+iT∫
α−iT

ζ(s, y)k x
s

s
ds+O

(
xα

∑
n≥1

P (n)≤y

τk(n)
nα

1
(1 + T |log (x/n)|)

)
.

D’après (4.23), il suit

(5.2) Sk(x, y) =
1

2iπ

α+iT∫
α−iT

ζ(s, y)k x
s

s
ds+O(x%k(u)Lε(y)−1).

Posons

P (u) :=
1

2iπ

∫
Re s=α
|t|<T

ζ(s, y)k x
s

s
ds.

D’après les lemmes 3.1 et 3.10, on a

ζ(s, y)k

s
=
ζ(s)k

s
((s− 1) log y)ẑk((s− 1) log y) +O

(
ζ(s, y)k

s
T−1

)
(Re s = α, |t| < T ).

Le terme d’erreur ci-dessus fournit à l’intégrale une contribution

� xαζ(α, y)kT−1/2 � x%k(u)Lε(y)−1.

D’autre part,

ζ(s)k

s
(s− 1) =

∞∫
0

e−v(s−1) log y d(Sk(yv)y−v) (σ > 1)
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et le théorème de convolution implique

(5.3)
ζ(s)k

s
((s− 1) log y)ẑk((s− 1) log y) = B̂k(s) (σ > 1),

avec

(5.4) Bk(t) = et
∞∫

0

zk

(
t

log y
− v

)
d(Sk(yv)y−v).

On sait d’après le théorème 2 de [17] et le lemme 1.3.1 de [20] que

(5.5) zk(v) �
{
vk, k 6∈ N,
e−v log v, k ∈ N.

Il en résulte, en tenant compte de (1.11), que

Bk(t) � t2ket.

Par conséquent, B̂k(s) converge absolument pour σ > 1.
De plus, la fonction Sk(yv)y−v est à variation bornée dans tout inter-

valle borné. Puisque la fonction zk(v) possède une seule discontinuité, de
première espèce, en zéro. Il découle du théorème II.11.1 de [27] que Bk(t)
est à variation bornée sur tout intervalle borné. On peut donc appliquer le
théorème d’inversion de Laplace (cf. [27], théorème II.7.3).

Il vient

(5.6) Bk(t) =
1

2iπ

d+i∞∫
d−i∞

B̂k(s)ets ds (d > 1).

La formule (3.19) nous permet d’affirmer que la fonction B̂k(s) est holo-
morphe dans toute région sans zéro de la fonction ζ(s). On peut donc rem-
placer dans (5.6) la droite d’intégration par une courbe quelconque joignant
d − i∞ à d + i∞ et entièrement contenue dans le domaine sans zéro de
Vinogradov. On a donc pour d = 1 + 1/ log x,

P (u) = Bk(log x)− 1
2iπ

∫
Z

B̂k(s)xs ds+O(x%k(u)Lε(y)−1),

où Z est le chemin d’intégration apparaissant au lemme 3.10. Par ailleurs,
d’après (3.6), on a

B̂k(s) =
ζ(s)k

s

(
1 +O

(
y1−σ

|t|log y

))
=
ζ(s)k

s
+O

(
y1−σ (log |t|)k

t2 log y

)
,

dans le domaine (Hε).
Un calcul facile permet de voir que la contribution du terme reste à

l’intégrale prise sur le chemin Z est

� x%k(u)Lε(y)−1 + xLε/2(x)−1 dans (Hε).
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D’autre part, la contribution de ζ(s)k/s à l’intégrale sur Z a été évaluée
par le lemme 3.10. Il suit

P (u) = Bk(log x) +O(x%k(u)Lε(y)−1) + xLε/2(x)−1,

dans le domaine (Hε). La proposition est ainsi établie.

Fin de la preuve du théor ème 2. Plaçons nous dans le domaine
(Gε). En identifiant (5.1) et (4.1), il vient

u∫
0

zk(u− v) d(Sk(yv)y−v) = (log y)k−1%k(u)(1 +O(Ek(x, y))).

Il suit

%k(u) �
u∫

0

zk(u− v) d(Sk(yv)y−v).

Le théorème 2 en découle, compte tenu de (3.21).

6. Démonstration du théorème 3

Lemme 6.1. Soit k > 0. Pour u ≥ 1, ξ = ξ(u/k), on a

(6.1) %k(u− v) � %k(u)evξ

uniformément pour 0 ≤ v ≤ u.

D é m o n s t r a t i o n. La preuve est similaire à celle du corollaire III.5.8.2
de [24].

Soit u0(k) un réel choisi de sorte que kξ ≤ u/2 (u ≥ u0(k)).
Lorsque 1 ≤ u ≤ u0(k), la majoration (6.1) est trivialement vérifiée.
Supposons u > u0(k). Pour u − k ≤ v ≤ u, on a %k(u − v) = O(1), on

en déduit ainsi que de (3.8) que

%k(u− v) � %k(u) exp(uξ − u/2) � %k(u) exp(vξ + kξ − u/2),

ce qui nous donne bien (6.1).
Pour établir (6.1) dans le cas v < u− k, on utilise l’identité

σ0 − uξ = kI(ξ)− uξ =
u/k∫
1

ξ(t) dt.

Il suit, grâce à (3.8), que

%k(u− v) � %k(u) exp
( u/k∫

(u−v)/k

ξ(t) dt
)(

σ2(u)
σ2(u− v)

)1/2

� %k(u)evξ

(
σ2(u)

σ2(u− v)

)1/2

.
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D’autre part, on sait (cf. lemme 4.5, [23]) que

σ2(u) = u

(
1 +O

(
1

1 + log(u/k)

))
(u > k).

Cela implique

σ2(u)
σ2(u− v)

� u

u− v
� 1 (u > max(1, k), v < u− k).

Lemme 6.2. Pour v > 0, on a

(6.2) |%′k(v)| � %k(v)(|ξ(v)|+ 1).

D é m o n s t r a t i o n. La majoration est triviale pour 0 < v ≤ k. Sup-
posons v > k. D’après l’équation

v%′k(v) = (k − 1)%k(v)− k%k(v − 1) (v > 0)

on a

%′k(v) = %k(v)
(
k − 1
v

− k
%k(v − 1)
v%k(v)

)
.

Grâce à (6.1), on peut écrire

|%′k(v)| � %k(v)
(
k − 1
v

+ k
eξ(v/k)

v

)
� %k(v)(ξ(v) + 1),

où nous avons tenu compte de l’estimation ξ(v) ∼ ξ(v/k) (k fixé).

Lemme 6.3. Pour M ≥ 1, 1 ≤ u ≤ Lε(y), on a

(6.3)
∑

m≤M
P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um) �ε %k(u),

où l’on a posé um := logm/ log y.

D é m o n s t r a t i o n. Posons

H1(t, y) :=
∑
m≤t

P (m)≤y

|h(m)|
m

et C|h|(y) :=
∑
m>1

P (m)≤y

|h(m)|
m

.

Par intégration par parties, on a∑
m≤M

P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um)

= H1(M,y)%k(u− uM )− %k(u) +
M∫

1

H1(t, y)
%′k(u− ut)
t log y

dt
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� C|h|(y)%k(u) +Rε(M,y)%k(u− uM ) +
M∫

1

Rε(t, y)
|%′k(u− ut)|
t log y

dt

� C|h|(y)%k(u),

où nous avons fait appel à (1.18), (6.1) et (6.2).

Fin de la preuve du théor ème 3. Nous pouvons supposer y ≥
y0(ε, k). D’après (1.18) on a

ψf (x, y) =
∑

m≤x/2
P (m)≤y

h(m)Sk(x/m, y) +
∑

x/2<m≤x
P (m)≤y

h(m).

Grâce à (1.18) et (3.9) on peut tout de suite écrire

(6.4)
∑

x/2<m<x
P (m)≤y

|h(m)| � xRε(x/2, y) � x%k(u)Lε(x)−1.

Par ailleurs, on a grâce à (1.16)

(6.5)
∑

m≤x/2
P (m)≤y

h(m)Sk(x/m, y)

= x(log y)k−1

( ∑
m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)

+O

( ∑
m≤x/2
P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um)Ek(x/m, y)
))

= x(log y)k−1(Σ1 +O(Σ2)) (disons).

Evaluons Σ2. Lorsque 1 ≤ u ≤ 2k, on a

Ek(x/m, y) = O(1).

Il suit, compte tenu de (3.9)

Σ2 � %k(u).

Ceci est bien de l’ordre requis.
Autrement, on a

(6.6)
∑

m≤x/2
P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um)|ξ(u− um)|
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=
∑

m≤xy−k

P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um)|ξ(u− um)|

+
∑

xy−k<m≤x/2
P (m)≤y

|h(m)|
m

%k(u− um)|ξ(u− um)|

� |ξ|%k(u) +Rε(
√
x, y) � %k(u)(1 + |ξ|),

où nous avons tenu compte de (6.3), de la croissance de ξ(v) pour v ≥ 1 et
de (3.9).

Il en résulte, puisque Ek(x/m, y) = (1+ |ξ(u−um)|)(log y)−1+(log y)−k,

Σ2 � %k(u)Ek(x, y).

Evaluons Σ1. On a

(6.7)
∑

m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)

=
∑
m≤y

h(m)
m

%k(u− um) +
∑

y<m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um).

La seconde somme du terme de droite est englobée par le terme d’erreur.
En effet, ∣∣∣∣ ∑

y<m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)
∣∣∣∣ � Lε/2(y)−1 (u ≤ 2k),

ce qui est bien de l’ordre requis.
Lorsque u > 2k on écrit, compte tenu de (6.1) et (3.9),

(6.8)
∑

y<m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)

=
∑

y<m≤xy−k

P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um) +
∑

xy−k<m≤x/2
P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)

� %k(u− 1)Lε/2(y)−1 +Rε(
√
x, y) � %k(u)Lε(y)−1.

On estime la première somme du terme de droite de (6.7) par sommation
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d’Abel (cf. [24], théorème I.0.1). On obtient∑
m≤y

P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um) = %k(u− 1)H(y, y) +
y∫

1

H(t, t)
%′k(u− ut)
t log y

dt,

où nous avons posé

H(t, z) :=
∑
m≤t

P (m)≤z

h(m)
m

.

De plus, il est clair que

H(t, t) = Cf +O(Lε/2(t)−1).

Il suit∑
m≤y

P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um)

= Cf%k(u) + Lε/2(y)−1%k(u− 1) +O

( y∫
1

Lε/2(t)−1 |%′k(u− ut)|
t log y

dt

)
.

On a donc au vu des conditions (1.18)

(6.9)
∑
m≤y

P (m)≤y

h(m)
m

%k(u− um) = Cf%k(u) +O((1 + |ξ|)%k(u)(log y)−1).

En reportant (6.8) et (6.9) dans (6.7) et puis dans (6.5) et en tenant compte
de (6.6), on obtient le théorème 3.
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