ACTA ARITHMETICA
LXVIIL2 (1994)

K-nombres de Pisot et de Salem
par

M. J. BERTIN (Paris)

Introduction. A. M. Bergé et J. Martinet [1] ont introduit en 1987
a propos de régulateurs relatifs la notion de hauteur relative d’un nombre
algébrique par rapport & un corps de nombres K.

Cette notion permet la généralisation des notions et problemes clas-
siques : nombres de Pisot, nombres de Salem et probleme de Lehmer. Elle
éclaire d’'un jour nouveau le probleme de la répartition des mesures non
réciproques.

Dans le premier paragraphe, apres avoir donné la définition et des exem-
ples, nous caractérisons les K-nombres de Pisot lorsque le corps K est totale-
ment réel. Dans le deuxieme paragraphe, nous donnons une généralisation
de l'algorithme de Schur au cas des fonctions rationnelles f sur un corps de
nombres totalement réel, ayant un pole simple unique «, 0 < o < 1, dans le
disque unité, bornées par 1 sur le cercle unité et telles que |f(0)| < 1. Enfin
dans le dernier paragraphe, nous déterminons tous les @Q(v/2)-nombres de
Pisot de mesure de Mahler inférieure a 2,6.

1. Définitions. Exemples

DEFINITION. Soit K un corps de nombres. Un entier algébrique 6 € Q*
est un K-nombre de Salem (resp. Pisot) si au-dessus de tout plongement 7
de K dans C, 0 possede un unique conjugué ¢, de module supérieur a 1 et
au moins un (resp. aucun) conjugué de module 1.

Remarques. 1. Les Q-nombres de Pisot (resp. Salem) sont les nombres
de Pisot (resp. Salem).

2. Un entier rationnel n > 1 est un nombre de Pisot. Mais un entier de
K n’est pas forcément un K-nombre de Pisot.

Par exemple, si K = Q(v/5), le nombre 6 = (5 + 3+/5)/2 est un entier de
K, mais n’est pas un K-nombre de Pisot. En effet, son polynéme minimal
X — (34 +/5)/2 sur K a pour polynéme conjugué X — (3 — +/5)/2 dont
I'unique racine est de module strictement inférieur a 1.

[113]
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3. Tout comme dans le cas K = Q, les unités de K ne sont pas des
K-nombres de Pisot.

4. Un Q-nombre de Pisot n’est pas forcément un K-nombre de Pisot.

Considérons par exemple la racine 8§ = 3,17467... du polynéome P =
22 —az—a avec a = 1 + /2. Alors 6 est un nombre de Pisot mais n’est pas
un Q(v/2)-nombre de Pisot puisque le polynéme conjugué z? — bz — b, ol
b=1— /2, a ses deux racines de module strictement inférieur & 1.

Plus généralement, un nombre de Pisot 0 est un K-nombre de Pisot si
et seulement si Q(0) et K sont linéairement disjoints.

Ainsi entier algébrique 6 = 2,31651243. .., unique racine de module
supérieur a 1 du polyndéme

VB+1  VB+1
9 + 5 z— 25,

est un nombre de Pisot mais n’est pas un Q(v/5)-nombre de Pisot car le
polynome

V-1 51
2 + 2

a toutes ses racines de module strictement inférieur a 1. Par suite, les corps
Q(0) et Q(v/5) ne sont pas linéairement disjoints.

5. De méme, un Q-nombre de Salem 7 est un K-nombre de Salem si et
seulement si les corps Q(7) et K sont linéairement disjoints.

Par exemple, le nombre de Salem 7 = 1,359997117... de la table de
Boyd [4], de polynéme minimal sur Q

z+z2

A LR R R L) P R |

n’est pas un Q(v/5)-nombre de Salem; en effet, son polynéme minimal sur
Q(V/5) est le polynome

z4—@23+22—@2+1
2 2

dont le polyndome conjugué ne possede que des racines de module 1.

De méme, le nombre de Salem 75 = 1,8832035. .. n’est pas un Q(v/2)-
nombre de Salem.

En effet, son polynéme minimal P sur Q se décompose sur Q(v/2),
puisque

P=2"—23422-2:41=(2~(1+V2)z+1)(z* - (1—V2)z+1).

Par suite, les corps Q(71) et Q(v/5) ne sont pas linéairement disjoints. Il en
est de méme des corps Q(72) et Q(v/2).

6. Le polynome minimal P d’un nombre de Pisot est unitaire a coeffi-
cients dans Z; d’ou |P(0)| > 1.
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Le polynome minimal Px sur K d’un nombre de Pisot relatif est & co-
efficients dans Zg, anneau des entiers de K, mais ’on n’a pas forcément
Pi(0)] > 1.

Toutefois si I'on suppose K totalement réel galoisien, il existe un plonge-
ment réel 7 de K dans R tel que |P.(k)(0)] > 1; comme 7(K) = K, le
polynome P, (g fournit un K-nombre de Pisot 7(¢) dont le polynome mini-
mal vérifie | Pk (0)| > 1.

Dans toute la suite, on identifiera un K-nombre de Pisot 6 avec ’ensemble
(0;), de ses conjugués dans A = R"™ x C"2, ou (rq,r3) est la signature du
corps K.

2. Propriétés. On désigne par A le réseau image dans A de ’anneau
des entiers de Zg.

Si K est totalement réel, le théoréme suivant donne une caractérisation
des K-nombres de Pisot analogue & celle des nombres de Pisot [8].

THEOREME. Soit K un corps de nombres totalement réel et 0 un K-
nombre de Pisot, de K-degré différent de 2. Alors il existe une suite (an)n>0
d’entiers de K et un élément \ € K(0), A # 0, tel que pour tout plongement
7 de K dans R, on ait pour tout n > 0,

A2~ e] = e,

D lensl? <00 et 0< A <6y,

n>0

Réciproquement, soit K un corps de nombres totalement réel et (0,), €
A vérifiant |60, > 1. Sl existe pour tout n > 0 un élément (an ) € A et
(M) € A vérifiant pour tout plongement T, A\ # 0 et

Z A0 — an . |? < o0,
n>0

alors 0. est un entier algébrique sur K dont les autres comjugués ont un
module strictement inférieur a 1. En outre, si les 0, sont conjugués sur Q,
le nombre (0;); est un K-nombre de Pisot.

Preuve. L’idée générale est celle de la caractérisation des nombres de
Pisot [8].
Soit P le polynéome minimal de 6 sur K, P* son polynome réciproque,
P*(z) = 2°P(1/z), 7 un plongement de K dans R. Alors
P(z)=(z—-0;)z—a1;)...(z —as-1,7)

avec s =d°(0), 16| > 1, |a; | <1,1<i<s—1
Puisque 7 est un plongement réel, les coefficients de Py, sont réels; donc
si a; » est racine de Py, il en est de méme de @; ;.
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On peut donc écrire

P(z) z2—0; z—air Z— Q51,5

Pr(z) 1—0,z1—a,2 " 1—Qs 1,2

En outre 0, est réel. Par suite,

P, (2) )
<1 =1
5]
et
(1) St P pour |z] <letl1<i<s—1.
1—a; .2
Notons
A P(2)
1(z) = 1—0z P*(z2)
avec A = —f Res(P/P*,z =1/0). On a donc
1 1/97-—0517- 1/97-—043_17—
2 r=—-0; — ... — .
( ) A <9~,— 0 > 1-— 061’7-(1/97-) 1-— 055_177—(1/97-)

Montrons que si 6 est de degré différent de 2 sur K alors A, # 0, pour
tout 7. En effet, sinon il existerait i et 7 tels que o, » = 1/6,. Considérons
le polynéme R a coefficients dans Z,

R = H(X —0.)(X — 041,7) (X = Qs—1,r),

L le corps de décomposition de R et o € Gal(L/Q) tel que o(0;) = 0./,
T £ T,
On aurait donc
o(1/0;) =1/0(0;) = o(a; ) = 1/6..
Par suite, pour tout plongement 7" de K, il existerait une racine de R de
module strictement inférieur & 1 égale a 1/6,,. Le produit des racines de R

serait donc strictement inférieur a 1 si degy 6 # 2, ce qui est impossible car
ce produit est un entier non nul.

Notons
. P2)
Zanz = P (2)

n>0

le développement en série de Taylor de P/P* au voisinage de l'origine; on a
donc a,, € Zk car P*(0) = 1.
En outre pour tout plongement 7 de K, la fonction

A Pr(2) _ n n
f‘r(z) - 1 _972 - P:(Z) - Z()‘THT _anﬂ')z

n>0
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est holomorphe dans un disque de rayon strictement supérieur a 1, d’ou

o
§ [Ar07 — an s
n=0

On déduit de (1) et (2) les inégalités

1 27 .
*= g J 1P < maxl P

16+
0] —1
Réciproquement, supposons K totalement réel. Posons a;’T = a;; —

0ra;—1 . Pour un plongement 7 fixé, écrivons apres combinaison des co-
lonnes,

1
1< || < 97—9 + 1.

T

<16+, |m|§>§|ff(2)| <

Dpr=1| . oo = ;

)

an’T o azn’ﬁr anﬂ— an+177_ oo a2n T

puis aprés combinaison linéaire des lignes

ap,r ai - e -
/ !/ /! / /!
D _ |17 N 07'@1,7' tet (N I eTan,T
n,T —
/! / /! !/ !/
Apr Opylrs — HTGTL,T T 07a2n—1,7’

En majorant par 'inégalité de Hadamard et en utilisant la convergence de
la série de terme général |a;, . |* = |en, — O-n_1,-|, on en déduit que
D,, - tend vers 0 quand n tend vers co. Comme [[_D,, r € Z, ceci entraine
D,, » = 0. Par suite, (a, )n>0 est une suite récurrente linéaire a coefficients

dans K, d’ou

Z ap 2" = P (2) ,  Pret Q€ K[z], anr € Zk.
n>0 QT (Z)

D’apres le lemme de Fatou pour les corps de nombres, on peut choisir P, et

Q@+ a coefficients dans Zg vérifiant Q(0) = 1. Par suite, 1/6, est I'inverse

d’un entier algébrique sur K dont tous les autres conjugués ont un module

strictement inférieur & 1; donc (6, ), est un K-nombre de Pisot.

3. Généralisation de 1’algorithme de Schur. Les théoremes sui-
vants généralisent ceux de Dufresnoy et Pisot [7]. Ils nous permettent de
généraliser 'algorithme de Schur au cas des corps quadratiques réels et de
déterminer les Q(v/d)-nombres de Pisot de petite mesure.

On désigne par K un corps de nombres totalement réel, par Zy son
anneau d’entiers.

On note P* le polynéme réciproque du polynéme P, ie. P*(z) =
24P P(1/z2).
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Soit f une fraction rationnelle, f = A/Q, (A4,Q) = 1, A et @ éléments
de Zk[z], Q(0) = 1, f ne possédant dans |z| < 1 qu’un seul pole simple «,
0 < a <1 et vérifiant [f(z)| < 1 sur |z| = 1.

Si A # £Q*, on dit que f est une fraction rationnelle de rang infini.
Sinon, f est dite de rang s, s désignant le degré de Q.

On désigne par (fi(2))i>o la suite des transformés de Schur de f, définie
par récurrence, a partir de fo(z) = f(z) et aussi longtemps que |f;—1(0)] < 1,
par la formule

fi(z) — fz—l(z) - f’L—l(O) )
z[1 = fi—1(2) fi=1(0)]
Les f; sont alors bornées par 1 sur |z| < 1.
On désigne par p le plus petit entier p > 0 tel que |f,(0)| > 1 (cf. Chamfy

[6])-

On suppose en outre si p = 0, fo(0) = f(0) > 1 (c’est le cas traité par
Dufresnoy et Pisot [7]) et sip > 1, 0 < fp(0) = f(0) < 1.

On note N, I'’ensemble des fractions rationnelles vérifiant les conditions
précédentes.

On rappelle également le lemme suivant (cf. [7]).

LEMME. Soient A et B deux polynomes de R[X] tels que |B(x)| < |A(z)|
pour |z| =1 et soit ¢ la fonction ¢p(x) = B(x)f(x) — A(x) ot f € Ny. Pour
¢ # 0, on note ¢(z) = Y, <, anz™ le développement en série de Taylor
de ¢ au wvoisinage de l'origine, avec ay # 0. Alors le polynome A posséde
exactement k — 1 zéros dans |z| < 1.

Réciproquement, si A posséde exactement k—1 zéros dans |z| < 1, alors,
st z est de module strictement inférieur a 1, ¢ ne s’annule que pour z =0
et ap, # 0; si en outre A(1) # 0, alors A(1)¢p(x)(z — a) < 0 pour x réel,
0 <z <1, et par conséquent A(1)ay > 0.

THEOREME 1. Soit f € N, et F = Y onsoUun2" son développement en
série de Taylor au voisinage de l'origine. On désigne, lorsqu’ils existent,
par D, et E, = —D} (resp. D} et EX = (D;})*) les uniques polynémes a
coefficients dans K de degré n vérifiant E,(0) =1 (resp. E;7(0) = 1) et tels
qu’au voisinage de l'origine on ait le développement

D
(1) Fn:U0+U1z+-..+un_1z"_1—i—wnz”—i—...
n
(resp.
+
(1) 71=U0+u12+...+un,1z"_1+wf{z”+...).

n

On note s le rang de f fini ou non, en remarquant que si |f,(0)| > 1 alors
s>p+1etsi|fp(0) =1 alorss>p+1.
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(a) Si |fp(0)] > 1, les polynomes D,,, E,, D/}, El existent pour tout
1<n<s+1 et vérifient
wi<ui<wi+, 1<i1<p—1,
up < wy <wy si fp(0) < =1, w, <wl <up sify(0) > 1.
(i) Sis>p+1, ona
Upy1 < wiy g <wprr  si fp(0) < —1,
Wiy <wpyr <uprr si fp(0) > 1,
Wpth < Upth <w;+h, 2<h<s—p-—1.
Si f(1)=1, ona
ws <us =wd (dou f=DF/ET).
Si f(1)=—1, on a
ws =us <wd  (dou f = Ds/Ey).
(ii) Sis=p+1, ona
Up1 = w;H <wpi1 si fp(0) <=1 (dou f=DJ/ET),
Wiy < Wpp1 = Upy1 i f(0) > 1 (d'oi f = D,/Ey),
Wy, = Up = W, n>s+1.

n

(b) Si f,(0) =1, les polynomes D,, et E, (resp. D;} et E;7) existent pour
tout 1 <n<s+1 (resp. 1 <n<s+1,n+#p+2) et vérifient
wi<ui<wi+, 1<t1<p—1,

+
P Y

wpy < Up =W
Wp1 = Wiy < Upi1.
(i) Sis>p+2, ona
Wpt+2 < Up2,
wp+h<up+h<w;+h, 3<h<s—p-—1.
Sif(1)=1, ona
ws <us =wd (douw f=DF/ET).
Si f(1)=—1, on a
ws =us <wd  (dov f = Ds/Ey).
(ii) Sis=p+2, ona
Wpio =Upt2  (dot f= Ds/Ey),
Wy = U, =w,}, n>s+1.
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(c) Si f,(0) = —1, les polynomes D,, et E,, (resp. D;\ et E;) existent
pour tout n > 1, n# p+ 2 (resp. n > 1) et vérifient
wi<ui<wi+, 1<i1<p—1,

— + +
Up = Wp < Wy,  Uppl < Wy g = Wpl.
(i) Sis>p+2, ona

+
Up+2 < Wpyo,

wp+h<up+h<wp+h, 3<h<s—p-—1.

Si f(1)=1, on a
ws < us =ws (douw f=DS/ET).
Si f(1)=—1, on a
ws =us <wl  (dot f = Dy/Ey).
(ii) Sis=p+2, on a
Up+2 = w;+2 (dot f = D:_/E;_),
wn:un:wj{, n>s+ 1.

Preuve. Le cas p = 0 a été traité par Pisot. Supposons donc p > 1, le
cas p = 1 étant tout a fait similaire. Notons

0 DrE, — D, Ef = (w} —wy,)z",
D, 1E, — DpEpi1 = (U —wp)2™(1 — 2),

Dn+1E+ D+En+1 = (un —w,)2" (1 + 2),
Dy 1By — DnEyyy = (un — wy)2"(1+ 2),

@ Dn—|—1E+ D+E:+1 (un —wy)2" (1 = 2);
+ _ _
(11) Dyt = 22" (1 4 2)D, + =" (1 —2) Dy,
Wn — Wy Wn — Wp
+ _
(1) Dy = 2" (1= 2)D, + (1 4 2) Dy
Wn — Wy, wn — Wn
D2 =(1+2)D n+l ((Ung1 — wny1)/(Un — wp))2 Dy,
(11I) + e N
Df =1+ 2)Df = ((ung1 — wiig)/(un —w}h)) 2Dyt
(Ep —Eq)f — (Dn — D)’
20y, — Wy, — W,
V) fn(0) = - ;

Wn — Wp

(VI) D,(1) <0, D/f(1)>0.
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Considérons les polynomes
DlzuO—Z, DQIUO+(U1/(1+U()))Z—Z2,
Df =wug+2, DF =wup+ (u1/(1—wup))z + 22

Ils vérifient (1) (resp. (1)), la premiere relation de (I), (IV) et (V) pour

n=71etn=2, (I), (II) et (VI) pour n = 1. Et 'on a w; = ud —1 < 0 et
wi =1 — w2 Comme w —w; > 0 et |f1(0)] < 1, on déduit de (V) pour
n =1 les inégalités

w <up < wf.
De la premiere relation de (I) on déduit, pour n = 2, 2D5(1)D5 (1) =
we — wy , et de (II) et (VI) pour n =1, Dy(1) < 0 et DS (1) > 0, d’ott

wy —wq > 0.
Par suite, il découle de (V) pour n =2 et de |f2(0)| < 1,
Wy < Uy < w;

On définit alors les polynémes D3, E3, D, E; par les relations (III) pour
n=1.0na

(2) Esf—Ds=(1+2)(E2f — D2) = ((u2 —w2)/(u1 —w1))z(Erf — Dy).
Donc le développement de D3/FEs5 coincide avec celui de f jusqu’au rang 2
et

E3f—D3: (Ug—w3)23+...
De méme

ug—w;
7+(

3) Eff—Df =(1+2)(E; f-D3) - Eff-Df)

= (uz —wi)z> + ...
On en déduit les relations (I) et (II) pour n = 2 ainsi que la premiére relation
de (I) pour n = 3.

De (2) et (3) on déduit (IV) et (V) pour n = 3.

On peut donc continuer la construction précédente jusqu’au rang n = p.
On a alors (I), (II), (VI) pour n < p, (III) pour n < p — 1, la premiere
relation de (I), (IV) et (V) pour n < p et w, < u, < w,}} pour n < p.

(a) Supposons |f,(0)| > 1. D’apres (II) et (VI) pour n=p—1, on a
(4) Dp(1) <0 et Dy (0)>0;
d’ou w; — wp > 0, d’apres la premiere relation de (I) pour n = p.

La relation (V) pour n = p entraine alors : si f,(0) > 1,

(5) wp < wi <y,
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et si f,(0) < —1,
(6) Uy < wy < wy

Par suite Dpy1, EPH,D;H, EL_I peuvent étre définis par (III) et l'on
obtient la premieére relation de (I) pour n = p + 1 ainsi que (I) et (II) pour
n<p+1

La p + 1-ieme fonction de Schur est dans ce cas définie par

L1
Joer =27 fp()

On déduit alors de (IV), (V) et (II) pour n = p,
(Efyy — Epir)f — (D) — Dpya)

(7) Sor1 =
P (E;_+1 + Ep—i—l)f - (D;+1 + Dp+1)
et
+
w —w
fp+1(0) — — p+1 p+1

Wy + Wpi1 — 2Upia

Le lemme appliqué a f,(z) — f,(0) prouve que fy4+1(2) est holomorphe et
bornée par 1 dans |z| < 1; par suite, |f,4+1(0)] < 1.

Supposons d’abord |fp+1(0)] < 1. Si f,(0) > 1, on déduit de (4), (5) et
(I) que

Dpi1(1) >0, Eppr(1) <0, Dfy(1) >0, dodl wppr —wyiy; > 0.

Puisque E,41(0) = 1 et E,y1(1) < 0, Eppq posseéde au moins une racine
apt1, 0 < apyr < 1. Par suite, D, possede au moins une racine stricte-
ment supérieure a 1. Or upy1 — wpp1 # 0 car | fp41(0)] < 1. Donc d’apres le
lemme appliqué a

¢ = Epi1f — Dpp1 = (upy1 — wpi1) 2P+

D, 41 possede au moins p zéros dans |z| < 1. Comme D, est de degré
p+1, on en déduit qu’il possede exactement p zéros dans |z| < 1. Le lemme
entraine également u,4; —wpy1 > 0. On a donc :

Jr
Wy < Wpt1 < Uptl-
Si fp(0) < —1, un raisonnement analogue conduirait &
Up+1 < w;'+1 < wp+1.

Dans les deux cas, on définit D2, Epi2, D;+2’ E;r+2 par (II) et 'on trouve
grace a (II) que Dpy2(1) > 0 et D;H(l) <0, d’ou

+
W9 — Wpy2 > 0.
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On définit alors la fonction holomorphe et bornée par 1, dans |z| < 1,

Frin = for1r = fo1(0)
2(1 = fp+1/p+1(0))
Cette fonction vérifie (IV) et (V) pour n =p + 2.
D’ou, si | fp+2(0)] < 1,

Wpt2 < Uptz < Wy s,
et en poursuivant le raisonnement par récurrence
wp+h<up+h<w;r+h, 2<h<s—p-—-1.

Si fp(0) = 1 alors fpye(z) =1, d'on f = D;+2/E;+2 = DY /E}. Clest le
cas f(1) =1 et wy, < us = wi.

Si fp42(0) = —1 alors fp42(2) = —1, dout f = Dpyo/Epio = Ds/E;.
Cest le cas f(1) = —1 et ws = ug < w7.

On a alors dans les deux cas

wn:un:w;f pour n > s+ 1.

Supposons |f,(0)] = 1. Alors s =p + 1.
Le cas f,(0) = 1 entraine u,4+1 = wy4+1 €t par suite w;H < Wpy1 = Upy1.
On a alors fpp1(2) =1et f =Dy /Ep1 = Dy/Es d’apres (7).
Le cas f,(0) = —1 entraine upy1 = w1, puis tp1 = wy,; < wp41. On
a alors f,11(z) = —let f= D];"_H/EI')"+1 = D} /E} d’apres (7).
On déduit alors de (II) que
D;j+2 = (1+ Z)D;r-i-l’ Dpy2=(1- Z)D;:-l;

d'ou f = Dpyo/Epie = D;+2/E;r+2, ce qui entraine w,, = w, = w,’ pour
tout n > s+ 1.
(b) Supposons |f,(0)| = 1. Alors fy(2) =¢€p +Upz+ ... avec g, = £1 et
I’on considere la fonction
() — ez = D) — (P - )
8 ep(2® —eplpz — 1) — (22 = 1) fp(2)
Le cas €, = 1 est traité dans [7]; le cas €, = —1 se traite de facon analogue.
Ceci conduit aux résultats énoncés dans le théoréme.

COROLLAIRE. Les polynomes D,,, E,, D Et. lorsqu’ils existent, véri-
fient les relations (1), (II) et (III).

Ceci résulte de la construction précédente.

En résumé, lorsque f € Ny, on a pour n < p le méme type de résultats
que pour une fonction de Schur, c’est-a-dire une fonction holomorphe et
bornée par 1 dans |z| <1 et pour n > p le méme type de résultats que pour
une fonction appartenant a Ny.
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THEOREME 2. Pour n < p, les polynémes D,, et D} n’ont pas de racine
dans |1, 00].

(a) Si fp(0) > 1, seul D,4q posséde une unique racine a,+q € |1,00] et
pour h > p+2 les polynémes Dy, (resp. D,J{) ont une unique racine oy, (resp.
o)) dans |1,00[. On a en outre

l1<ap <l/a, ap<l/a<af, p+2<h<s.
(b) Si f,(0) =1, seul D,1o posséde une unique racine cyyo dans |1, 00[

et pour h > p+ 3, Dy, (resp. D;") posséde une unique racine oy, (resp. o)

dans ]1,00[. On a en outre
apro <lla, ap<l/a<af, p+3<h<s.
Dans les deux cas (a) et (b), on a ensuite
as =1/a<al s f(1)=-1,
as <l/a=aof s f(1)=1,
a1 =1/a= a;Zrl.
(c) Si fp(0) < —1, seul D;H a une unique racine o,y dans |1,00[ et

pour h > p+ 2, Dy (resp. D,‘f) posséde une unique racine oy, (resp. aZ)

dans |1, 00| telles que
1<a;,r+1<1/oz, af <lla<ap, p+2<h<s.
(d) Si fp(0) = —1, D;H posséde une racine unique a;+2 dans |1, 00] et

pour h > p+ 3, Dy (resp. D;f) posséde une unique racine oy, (resp. a;)

dans |1, 00| telles que
1<a;+2<1/a, a;<1/a<ah, p+3<h<s.
Dans les cas (c) et (d), on a ensuite
af =1l/a<a, sif(l)=1,
af <a,=1/a si f(1)= -1,
asp1 = 1/a=al .
Preuve. Pour n < p, en appliquant le lemme & ¢ = E, f — D,, (resp.
v = Eff— D}) on voit que les polynémes D,, et D;" ont au moins n — 1
zéros dans |z| < 1, donc au plus une racine dans |—oo, —1[U]1, ool.
Or D (—1) < 0 et Dy(—1) > 0. D’apres (II), pour n < p, D,,(—1) (resp.
D} (—1)) est du signe de —(—1)" (resp. (—1)").
En outre, d’apres la démonstration du théoréeme précédent,
D,(1) <0, Dj(1)>0, D,(o00)=—00,
Dy (00) =00, Dn(—00) =—(-1)"00, Dj(-00)=(-1)"0cc.

Par suite, D,, et D;' sont sans racine dans |—oo, —1[U |1, oo[.
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Les assertions suivantes du théoreme résultent de ’étude faite par Pisot
lorsque f,(0) > 1 et d'une étude tout a fait semblable lorsque f,(0) < —1.

4. Application. Dans ce paragraphe, le surlignement désignera la con-
jugaison dans Q(v/2) et non la conjugaison complexe comme dans le para-
graphe précédent.

L’algorithme précédent nous permet alors de déterminer tous les Q(\/i)—
nombres de Pisot de mesure inférieure & 2,6 ainsi que tous les nombres de
Pisot inférieurs & /2,6 dont le polynéme minimal sur Q se décompose sur
Q(v?2).

On obtient le théoréme suivant.

THEOREME. Les Q(v/2)-nombres de Pisot de mesure inférieure ¢ 2,6 sont
par mesure croissante, les nombres

° (f, —\/i) de mesure 2, de polynéme minimal z — /2,

e (1,53...,—1,53...) de mesure 2,348594 . . ., de polynéme minimal z* —
22— /22 — 1,
e (1,28060089...,—1,859147...) de mesure 2,3808255..., de polynome

manimal z* — /22° + z — 1,

e (1,28748786...,1,95218397...) de mesure 2,51341317. .., de polynome
minimal 23 4+ 22(vV2 — 1) — V22 — 1,

e (1,158851...,—2,209346...) de mesure 2,56 ..., de polyndme minimal
22— (V2 -1)22 - 1.

Les nombres de Pisot inférieurs o /2,6 sont des Q(v/2)-nombres de
Pisot.

Preuve

(a) Principe. Soit (61,60) un Q(v/2)-nombre de Pisot et P le polynome
minimal de 6; sur Q(v/2). On peut toujours supposer #; > 1, sinon on
considere P(—z) au lieu de P(z). On note A (resp. B) un majorant explicite
de 01 (resp. |02]).

On considere alors f(z) = eP(z)/P*(z) ou ¢ = +£1 est déterminé par
la condition eP(0) > 0. Par suite, f possede le développement en série de
Taylor au voisinage de 1’origine

f(2)=ug+urz+...+uz" +..., u; €Zg, ug>0.
Soit f(z) la fraction rationnelle conjuguée
f(z) =% +TU1z+ ...

Comme uotUp € Z, on a ou bien ug > 1, ou bien [To| > 1. Par suite, l'une des
cing fonctions au moins, f(2), f(2), —f(2), f(—z2), —f(—=z) appartient a Nj.
Supposons f € Ny. D’apres le théoreme 1, si 'on connait les Dy et Ej

pour k < mn, Dy et E, 1 sont déterminés par (III). D’apres le théoreme
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2, on a u, —wy, > 0 et les inégalités a1 < 1/a < A entrainent D,,1(A)
< 0. D’ou

14+ A D,(A)
A Dn_1(A)

(1) Wy, < Up < Wy + (un—l — wn_l).

Si f € Ny, on a le méme type d’inégalités, c’est-a-dire

14+ B DuB) _ _
(2) Wy < Up < Wy + B En_l(B) (Un—l - wn—l)'
Par suite, les inégalités (1) et (2) donnent un nombre fini de valeurs possibles
pour u,, € Zg, puisque I'image de Zx dans R? par les deux plongements
réels de Q(v/2) est un réseau de R2.

Si f € N, (et 'on peut toujours se ramener & ce cas en considérant 1'une
des quatre fonctions f(z), —f(2), f(—2), —f(—2)), 'entier p est inconnu et
I’on est obligé d’utiliser les inégalités les plus défavorables fournies par le
théoreme 2, & savoir

T _BQ BQ_—
(3) (=)= < < ———(1+7)

et pour n > 1,

1+B D,(B)
B 5n—l(B)

Ceci fournit également un nombre fini de valeurs de u,,.

(Hn—l - @n—1)~

Avant d’énoncer les résultats, nous allons démontrer un lemme utile dans
la détermination des familles infinies dont les plus petits éléments sont de
mesure inférieure a 2,6.

LEMME. Soit f = A/Q € Ny, possédant le développement en série de
Taylor au voisinage de l’origine

f(z)=1+(a+bz+bla+b)>+..., a*<b’
Alors si a® — b? est une unité de K, la fraction rationnelle
(1—bz—22)A—(1+az—2%)Q
(I+bz—22)Q — (1 —az—22)A

¢(2) =
est holomorphe et bornée par 1 dans |z| < 1. Si en outre, a? < b%, il en est
de méme de ¢. Par suite, ou bien ¢(z) = £2" ou bien ¢ = 0.

Preuve. La relation a? < b? entraine |1 — az — 22| < |1 + bz — 22| sur
|z| = 1.
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Linégalité |(1 —az —2%)A| < |(14+bz —2%)Q| sur |z| = 1 entraine d’apres
le théoreme de Rouché, que le dénominateur de ¢ possede exactement deux
zéros dans |z| < 1.

Or

(1+bz—2)Q — (1 —az—2)A=22(a® b))+ 2Bu+ ...,
d’ou 'on déduit que
Z3d1 + ...
9(2) = 22(a? —b2) + ...

est holomorphe dans |z| < 1 ou elle possede un développement en série
entiere 3 coefficients entiers de K puisque a? — b? est une unité de K. On
vérifie aisément que ¢ est bornée par 1 dans le disque unité.

Comme @? < b?, ¢ possede les mémes propriétés. Donc si ¢ n’est pas
identiquement nulle,

p(z)=az"+..., n>1, a€Zg.

En appliquant le principe du maximum & ¢/2", on trouve |a| < 1. Par un
raisonnement analogue, on obtient |@| < 1; d’ot @« = @ = £1. On a donc

d(z) ="+ 92" + ..
I'inégalité de Parseval entraine alors ¢(z) = +2".
Remarque. Ce lemme est une généralisation d’un lemme di & Dufres-
noy et Pisot [7].

(b) Les résultats. On a donc ug > 0, 1 < 6;|62| < 2,6. On peut supposer
par exemple 61 < 1/2,6. On prend alors A = /2,6 et B = 2.,6.

La fonction h(z) = f(z)(1—6012) /(01 —z) étant holomorphe et bornée par
1 dans |z| < 1, on a, d’apres le principe du maximum, |h(0)| = ug/61 < 1.
D’ol

0 <ug < A.
De méme, en considérant k(z) = f(z)(1—6022)/(62—2), on en déduit |k(0)| =
[to|/]02] < 1, c’est-a-dire
—B <uy <B.

En posant uy = a+bv/2, a et b entiers rationnels, et en résolvant les inégalités
précédentes, on obtient alors comme w1y possibles :

’LL()Zl, UOZ\/§ et U():\/i—l.

Siug =2 — 1, alors —f(z) € Ny si 6 >0 et —f(—2) € Ng si 0 <O0.
_Si I'on note D,, les polynémes associés selon les cas soit & — f(z) soit &
—f(—2), on a dans les deux cas :

51(2):\/§+1—Z, @1:24—\/5
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Par suite, @y = 2,414. .. et d’apres le théoreme 2, |02 > 2,414 ... L’inégalité
91|(92‘ < 2,6 entraine #; < 1,0769. ..

On prend alors A = 1,077 et B = 2,6.

Sify>0,ona—f(z)=v2+1—Tuz+... € Np.

D’apres le théoreme 1, —u; —w; > 0 et les inégalités ay < 1/]03] < B
du théoréme 2 entrainent Dy(B) < 0.

Comme Dy (2) = v/2+ 1 —112/(2 + V2) — 22, on obtient

—5,70... < 7w < —(24V2).

Or si 6 > 0, on sait que f(z) = v/2—1+uyz+. .. appartient & N, pour un p
positif inconnu; par suite, on peut seulement utiliser une inégalité analogue
a (3) obtenue avec la borne 1,077; d’ou

—0,85... <wu; <0,97...

Un raisonnement analogue peut étre fait a partir de la fonction —f(—=2)
dans le cas 05 < 0.
On trouve alors, pour 65 > 0,

—0,85... <uy; <097..., =570...<u; <—-482...,
et pour 6y < 0,
—-0,85...<wu; <0,97..., 482...<7 <5,706...

Le seul entier de Q(v/2) vérifiant ces inégalités est u; = 2 — /2 = wy; on en
déduit alors f = (ug—2z)/(1—wugz) et 1 = vV/2—1 < 1, ce qui est impossible.

Si ug = V2 et si By > 0, on obtient u; = /2 et le systéme est impossible
pour up; par suite, on a seulement 6 < 0,u; = 1 et f(z) = (V2 —2)/(1 —
V22).

On obtient alors le Q(v/2)-nombre de Pisot (v/2, —v/2).

Siug=1etfy>0onobtient uy =1 ouwu; =2—+vV2ouu =3—+v2,
tandis que si 65 < 0, onau =vV2ouu =v2—1ouu =2v2-1.

(A) Supposons 62 < 0.

(o) Le cas u; = 2v/2 — 1 est impossible car il fournirait des nombres de
trop grande mesure.

(B) Le cas u; = /2 donne ou bien le cas impossible us = 1 ou bien
up = 2, d’oll uz = 2/2, puis ou bien us = 4 ou bien uy = 5.

Le cas uq = 4 donne

£(2) 1—{—\/§z—|—z2—z4

A V223 — 24
et I'on obtient le Q(y/2)-nombre de Pisot (1,53...,—1,53...) de mesure le
nombre de Pisot p = 2,348594 . ..

Le cas us = 5 donne us = 5v/2, puis ug = 11 ou 12; mais ces deux derniers
cas sont impossibles; en effet, si ug = 11 = wg, on obtient f = Dg/Eg et si
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ug = 12 = wg, on a f = DJ /ES mais les coefficients des polynémes Dg et

D¢ n’appartiennent pas 4 'anneau des entiers de Q(v/2).
() Le cas u; = v/2—1 donne ou bien uy = 2—+/2 ou bien uy = 3—2/2.
(i) Si (uo,u1,us,...) = (1,4/2 — 1,2 — /2,...), on obtient, grace au
lemme, la famille infinie de fractions rationnelles
() s "1+ V2z -2 +e(l—2—2?)
" z"(1+z—22)+5(1—\/§z—z2)

qui tend pour n — oo vers la fraction rationnelle
l—2—-=2

2
/= 1—2z— 22

associée au Q(v/2)-nombre de Pisot (1,93...,-1,93...) = ((v2 + v6)/2,

—(v/241/6)/2) de mesure v = 2++/3 = 3,73 .. racine du polynéme minimal

sur QQ,

X2 —4X +1=(X—(2+V3)(X — (2—V3)).
Par suite, v est un nombre de Pisot tel que (y/v,—+/v) appartienne a
I’ensemble dérivé de ’ensemble des entiers algébriques de module > 1 ayant
exactement un autre conjugué de module supérieur a 1 et tous les autres
conjugués de module strictement inférieur a 1.

Si I’on note pour simplifier M (f,) la mesure du Q(v/2)-nombre de Pisot
associé a la fraction rationnelle f,, on obtient une suite de nombres de
Perron M(f,) (cf. [5]) tendant vers le nombre de Pisot 2 + /3.

De plus, si I'on désigne par a., le zéro de plus grand module de f,, la
suite (o) est une suite de nombres de Perron tendant vers le nombre /v
qui n’est pas un nombre de Perron.

Enfin les Q(v/2)-nombres de Pisot appartenant & la famille (1) et de
mesure inférieure a 2,6 sont

e (1,28060099...,—1,85...) de polynéme minimal sur Q(v/2), 1 — z +
V223 — 2*, de mesure 2,38 ... obtenu pour € = 1 et n = 2,
e (1,15...,-2,20...) de polynéme minimal 1 — (1 —+/2)z— 2%, de mesure

2,56 ... obtenu pour e =1 et n = 1.
(ii) Si (uo,u1,uz,...) = (1,v/2 — 1,3 — 2y/2,...) on trouve, grace au
lemme, la famille infinie
@) I = 214+ (V2 — 1)z —22) +e(1 — 22)
2n(1—22)+e(1— (V2 —1)z — 22)

qui tend vers la fraction rationnelle

f

_ 1—22
S 1-(V2—1)z— 22
associée au Q(v/2)-nombre de Pisot (1,23...,—2,77...) de mesure 3,40...
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Cependant, tous les Q-nombres de Pisot de cette famille ont une mesure
supérieure a 2,6.

(B) Supposons s > 0. Le cas u; = 3 — v/2 donne des nombres de trop
grande mesure et le cas u; = 2—/2 donne us = wy = 3—2v/2 et f=Dy/Es
avec Dy = 1+ (2 —v/2)2/2 — 22; par suite, ces deux cas sont impossibles.

Il reste donc u; = 1, qui donne ou bien us =1 ouug =2 ou ug = 2— V2.

Le cas (1,1,1,...) donne, grace au lemme, la famille infinie de nombres
de Pisot associée a la suite

1—224+e2"(1+4 2 — 2?)
Ju = 1—2z—22+ezn(1—22)

et tendant vers le nombre d’or (v/5 +1)/2 (cf. [7]).

On obtient les nombres de Pisot de cette famille inférieurs & /2,6, pour
e=1etn<20.

Le cas (1,1,2,...) donne le nombre de Pisot 8” = 1,561752. .. racine du
polyndéme 1 — z + 22 — z% 4+ 225 — 20 ainsi que la deuxieéme famille infinie
de nombres de Pisot tendant vers le nombre d’or, c’est-a-dire les racines
supérieures a 1 des polynomes

("1 +2-22)=1)/(z=1) et (A +2-2%)-1)/(z*-1).

Ces nombres sont de mesure inférieure a /2,6 pour n < 4.
Enfin le cas (1,1,2 — v/2,...) donne grace au lemme la famille infinie de
fractions rationnelles

1+ (2-V2)z—22) +e(1+ (V2 - 1)z — 2?)
fo = (1—(V2-1)z—22)+e(1—(2—V2)z—22)
tendant vers la fraction rationnelle

14+ (V2-1)z— 22

/= 1—(2—V2)z— 22
associée au Q(v/2)-nombre de Pisot (1,33490399...,3,68554393...).

Le seul Q(ﬂ)-nombre de Pisot de mesure inférieure a 2,6 appartenant
a cette famille est le nombre obtenu pour n = 1 et ¢ = 1, (1,28748786.. .,

1,95218397...) de mesure 2,51341317 ... de polynéme minimal 23 + 2%(v/2 —
1) —v2z —1.

L’étude précédente nous ayant donné tous les polyndémes unitaires a
coefficients entiers rationnels irréductibles ayant deux (resp. une) racines
réelles hors du disque unité et les autres racines a lintérieur du disque
unité, de mesure inférieure a 2,6 (resp. inférieure a 1/2,6) et se décomposant
sur Q(v/2), on en déduit que tous les nombres de Pisot inférieurs & /2,6
sont des Q(v/2)-nombres de Pisot, i.e. leur polynéme minimal sur Q reste
irréductible sur Q(v/2).

Ceci acheve la preuve du théoreme.
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